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Vori^ede  zur  zweiten  Auflag 


xwaitea  TMl       LaMmta  to  Mhmi  U«clMiiik  und  «uUillt« 

ab  Brt^itnang  des  die  an&lTtiscbe  Mfehaidk  b«liiiid«1nden  «r«t«ii 

Theiles,  eine  Reihe  von  solchen  Unt^midiuiij^n ,  dmu  UesulUU 
bei  den  EMfastadian  der  logemettrwiääeiisolitfteii  tur  Anwendung 
kommo. 

In  der  neoen  Auflage  wnrde  den  fielflwb  in  das  Qebiel  der 

Mechanik  eingreifenden  Ünier^suchungen  vlor  m«»chÄni8chou  Wi^nne- 
theorie  ein  grösserer  Raum  gewidmet,  und  tu  den  in  der  ersten 
Auflage  bereits  enthaltenen,  anssobliesaUoh  die  pennanenten  Gaee 
beMTenden  ünteranehnngen  noeh  die  Anwendung  der  meelianiieben 
Wärmetheorie  auf  den  Wasserdampf,  ^owie  auf  die  dampHrnUi^c 
atmosphärische  Luft,  hinzugefügt.  Mit  iiUcksicht  auf  dii^  hior- 
doreb  bedingte  erhebliche  Erweiterung  dee  Umflinge  eraobien  ee 
ntheain,  alle  diejenigen  Untersuehungeo,  welche  auf  die  Wirkung 
der  Wirme  sieh  beziehen,  der  leichteren  Debereiobt  wagen  In  einem 
besonderen  Abschnitte  zusammenzustellen. 

Aachen,  den  14.  Mai  1886. 

A.  Ritter. 


Vorrede  zur  dritten  Auflage. 


In  dar  Torliegendeo  dritten  Auflage  ist  der  Inhalt  des  Buches 
mehrfheh  dnrcfa  Zus&tse  und  neue  Figforen  bereichert  worden. 

In  den  Paragraphen  26,  28,  30  wurden  grupiu^che  Lösungen 
der  dort  bebaudelten  Aufgaben  eingeschaltet. 

In  §  69  wurde  die  Abhftogigkeit  des  Biegungswiderstandes 
eines  belasteten  Balkens  von  der  Lage  der  Qaerschnittsebene  dnreb 
neue  Figuren  erläutert. 

In  §  75  wurde  die  Spannung  in  einem  von  verticalen  Wän- 
den und  horizontaler  Bodeofläche  unterstützten  belasteten  Ereisringe 
beredmst. 

Die  Paragraphen  140  . .  14S,  enthaltend  die  Theorie  der  Eetten- 

linie  für  Wasserdruck,  wurden  theilweise  umgearbeitet. 

Dia  beiden  Paragraphen  199  und  234  der  vorigen  Auflage, 
enthaltend  die  Berechnung  der  Temperaturerhöhung  bei  Meteoriten- 
ftllen  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalls,  wurden 
gestricbeu  und  iu  der  vorliegenden  Auflage  ersetzt  durch  die  neu 
bearbeiteten  Paragraphen  201  .  .  .  206,  enthaltend  eine  etwas 
weiter  durchgelährte  Untersuchung  Aber  die  Fortpflanaung  der  Zu- 
standsftnderuDgen  in  atmosphftrischer  Luft,  wobei  fflr  die  in  den 
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VorwAit 


vn 


gestridiBM  beiden  Puagiaphen  behandelteii  Plrobleme-  ingleich 
einftcbei«  LOraogeD  geftmden  Warden. 

Der  lohalt  des  gleiehlklls  gestriebene&en  Anhangs  der  forigen 
Auflage  wurde  auf  die  Paragraphen  140 .  .  U3  vertheilt. 

Aachen,  den  27.  Juli  18dä. 

Rtttor. 
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ERSTEii  ABSCHNITT. 

Theorie  der  elastisclien  linie, 


§1. 

Zug-  und  Draek-SpannungMi. 

Nach  dem  Elasticilätsgesetze  wächst  die  Verlängerung  einer 
prisniiitischeu  Stange,  welche  in  ihrer  Längenricbtung  gezogen  wird, 
proportiooal  der  Terl&ogernden  Kraft  —  so  laoge  die  SpanDuog 

ionerhalb  cl«r  BlasticitatigroinoD  bldbt   Wann  mit      das  Ver- 

lÄngerungs-Verbältniss  bezeichnet  wird,  welches  in  einer  am  oberen 
Endpunkte  autgehängten  Stange  von  lO«™  Querschnitt  durch  ein 
unten  angehängtes  Gewicht  von  1  Kil.  hervorgebracht  wird,  so  ist 
das  Verlängerungs- Verhältniss,  welches  in  derselben  Stange  bei 
einer  Belastung  vou  KilogrammeD  eintritt,  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung: 

üm  das  TerliDgernDgS'TerhUtiiiss  sa  bersohooD,  welches  einer 
aus  demselben  Hafceriale  bestehenden  Stange  vom  beliebigen  Qner* 
sdinitto  F  durch  eine  beliebige  Tcrlftqgenide  Etaft  JT  ertbeUi  wird, 
hat  man  nach  der  Oleichnng: 

sunlobst  die  Spamraog  pro  Qaadfatmillimeter  des  Qnerschnitts  zu 
berechnen,  worauf  dann  wiedemm  nach  QMehmig  1)  das  hervor- 
gebrachte Yerlftngerangs-Yerhftltiiiss  bestimmt  werden  kann. 

Die  Zahl  E  wird  der  Elasticitits-Hodnliis  (oder  Blasti- 
ettits-Goefllcieiit)  des  betreffenden  Materials  genannt 

Diejenige  Orösse,  bis  zu  welcher  die  Spannung  einer  Stange 
von  10">»  Querschnitt  höchstens  gesteigert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  sofortiges  Zerreissen  derselben  eintritt,  wird  der  Festtgkeits« 
Coefficient  des  betreffenden  Materials  genannt 

Hilter,  iBgeBtoor •■  li>clwntt.  8.  Avfl.  ] 
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Unter  Elasticitätagrenze  versteht  man  diejenige  Grenze, 
bis  zu  welcher  die  S]>ann(ing  jener  Stange  von  in™™  Querschnitt 
höchstens  gesteigert  werden  dftrf,  wenn  nicht  eine  bleibende  Ver- 
längerung in  derselben  hervorgebracht  werden  soll,  d.  h.  eine  Ver- 
längerung, welche  nach  Beseitigung  der  verlängernden  Kraft  nicht 
wieder  verschwindet. 

Verkürzungen  können  als  negative  Verlängerungen,  und 
Druck-  Spannungen  als  negative  Z  u  fr  -  J^pannungen  aufgefasst 
werden.  Ma.D  kann  daher  die  obigen  Gleichungen  auch  benutzen 
zur  Berechnung  der  Verkürzung  einer  Stange,  welche  io  ihrer 
Längenrichtung  gedrückt  wird.  Der  Elasticitäts-Modulus  hat  für 
Druck -Spannungen  stets  dieselbe  OrOsse  wie  für  Zug- Spannungen. 
Was  dagegen  die  QrOiie  des  Festigkeits-Coef&cienten  und  der  Spau- 
DiiDg  an  der  ElsstioitittsgrenM  betrifft,  so  tndet  bsi  einigen  ESx^ 
pem  ein  ünteisehied  statt  swisehen  ibrer  WidetstandsflUiigkeit  gegen 
Druck  -  Spannungen  und  ibrer  WiderstandsfiUiigkeit  gegen  Zog« 
Spannungen,  wie  ans  der  nachfolgenden  Tabelle  an  ersehen,  in 
welcher  die  für  die  Druck- Spannungen  geltenden  Zablenwertbe  in 
Klammern  eingeschlossen  sind. 


Ela«ticitäta- 
HodultHB. 

Spannung'-  an 
der  Elaaticitäts- 

Festigkeita- 
GMffieleiit. 

grenze. 

10  000 

7,5  [15] 

12 

20  000 

15  [15] 

40 

20  OOO 

80 

70 

stahl  

20  000 

2» 

80 

Qassstahl  

30  000 

6S 

100 

10000 

8 

25 

[60] 

Kupferdraht  

10000 

la 

40 

Zink  

9500 

4 

SbOO 

3 

Messiiif^  

6500 

5 

12 

(1001 

10  000 

18 

85 

6000 

8 

25 

600 

1 

1.5 

67!K) 

20 

7900 

11 

29 

Gold  .,»,,,», 

8000 

18 

27 

16000 

27 

84 

7000 

8 

1000 

J  M] 

8 

[6] 

5 

700 

2.5 

['^ 

Ziegelstein  

fO.6 

[0,4; 
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§  2. 

Bie^ungs -  Spannungen. 

Dm  Spannniigeii«  welche  durch  rechtwinkelig  zur  I^ängenriflli- 
eines  Balkens  wirkende  Kräfte  im  Inneren  desselben  hervor- 
gebncht  werden,  sind  angleichförmig  vertheilt,  sowohl  Aber  die 
Länge  des  Balkens ,  als  anch  über  die  Fläche  eines  jeden  Quer- 
schnitts, und  das  QeeeU  dieeer  Vertbeilmig  lässt  sieh  uf  folgende 
Weise  ermitteln. 

Denkt  man  sich  das  eine  Ende  eines  prismatischen  Balkens  in 
horizontaler  Lage  eingespannt  und  das  andere  Ende  mit  einem  (Ge- 
wichte K  belastet,  so  erkennt  man  zunächst,  dass  durch  diese  Be- 
'lastung  jedenfalls  eine  Biegung  des  Balkens  hervorgebracht  wird. 

Der  vorher  geradlinige  Balken 

Fig.  1. 

nimmt  eine  krummlinige  Form 
an,  und  die  convexe  Seite  der 
Knlmmung  ist  nach  oben  ge- 
richtet (Fig.  1).  Betrachtet  man 
den  Balken  als  ein  Bündel  von 
parallel  neben  einander  liegen- 
den, in  unverschiebbarer  Lage 
an  einander  befestigten  Fasern, 
80  erkennt  man  ferner,  dass  beim  Eintreten  dieser  Biegung  noth- 
wendig  die  oben  liegenden  Fasern  sich  verlängern,  die  unten 
liegenden  sich  verkürzen  müssen.  Zwischen  der  obersten  und 
untersten  Fasemschicht  muss  irgendwo  eine  mittlere  Fasernschicht 

sich  befinden,  welche  weder  eine  Ver- 
längerung noch  eine  Verkflrzung  er- 
leidet; diese  mittlere  Fuemsdilefat 
AB  (Fig.  2)  wird  die  nevirtle 
Pas  er  geninnt 

Die  Yerlängerungen  der  dbereii 
nnd  die  Yerkflnningen  der  nntttrsn 
Fisem  sind  um  so  grosser,  je  weiter 
die  fuem  von  der  neutralen  Fkser 
entfernt  liegen.  Man  darf  annehmen, 
dass  die  einaelnen  QnersebnittB-lSbenen  des  Balkens,  welche  Tor 
dem  ISntreten  der  Biegnng  reohtwinkelig  tor  geradlinigen  Aehse 
des  Balkens  standen,  annäherungsweise  anch  nach  eingetretener 
Biegung  noch  ihre  ebene  Eorm  und  ihre  rechtwinkelige  läge  zu 

1* 


ng.  2. 
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Fig.  8. 


der  nunmehr  gekrümmten  Ächsenlinie  des  Balkens  überall  beibe- 
halten. Die  beiden  unendlich  nahe  bei  einander  liegenden  Quer- 
schnitts-Ebenen M  und  welche 
vorher  einander  parallel  waren, 
nehmen  beim  Eintreten  der  Bie- 
gung die  gegen  einander  conver- 
girenden  Lagen  CD  und  EF  an 
(Fig.  3).  Die  zwischen  diesen  bei- 
den Querschnitts -Ebenen  liegen- 
den Fasern -Abschnitte  hatten  vor 
dem  Eintreten  der  Biegung  s&mmt- 
lich  die  gleiche  Länge  MN,  Die 
Lftngttiftnderangen,  w«tolM  diMaii 
Ftoem-AbsduiitteD  ditrdi  die  Bie- 
gung ertheilt  weiden,  kun  man 
findw,  indem  man  Jone  ursprüng- 
liche lAnge  MN  von  der  einen 
Ebene  EF  aus  auf  den  Fasem- 
richtungen  abtrftgt,  oder  indem 
man  dnreh  den  Punkt  M  eine  Ebene  QH  legt,  welche  der  Ebene 
EF  parallel  ist  Die  zwisdien  den  beiden  Ebenen  CD  und  GH 
liegenden  Theile  stellen  die  Längenftnderungai  der  einzelnen  I^asem- 
Abechnitte  dar.  Nach  Fig.  8  ist: 

1)  = 
^    QC  w 

Aus  der  obigen  Annahme  folgt  also,  daes  die  Lftngenftndemn» 

gen  der  beiden  Fasern-Abschnitte  LQ  und  EC  sich  verhalten,  wie 
ihre  Abstände  von  der  neutralen  Faser,  und  da  nach  dem  Elasti» 
ciUtsgesetse  die  Spannung  der  Lftngenftnderung  proportional  ist, 

so  verhalten  sich  auch  die 
Fig.  &  Spannungen  der  einzel- 
nen Fasern- Abschnitte  wie 
ihre  Abstände  von  der  neu- 
tralen Faser. 

Wenn  also  mit  s  die 
Spannung    (pro  Quadrat- 
milliineter  des  Querschnitts) 
für  den  im  Abstände  u  von 
der  Neutralen  befindlichen  Fasern- Abschnitt  lAJ  bezeiclinet  wird 
^Fig.  4;,  und  mit  6  die  Spannung  (pro  Quadratmilümeter  des  Quer- 


Digitized  by  Google 


Blegii]igi-Bp«mnnfni> 


Schnitts)  fflr  den  im  Abstände  w  beüodUohen  Fasern-Abschnitt  EC, 
«0  ist: 


ä) 


8 

'S 


u 

w 


od«r:  s=S 


u 

fr 


üm  die  totale  Spannunef  irgenii  einer  Faser  zu  beatirninen, 
bat  man  die  pro  Quadratmillsmeter  ihrer  (^uerscbnittjätiache  ge- 
fundene Spannnng  zu  mnltipUciren  mit  der  Anzahl  der  Quadrat- 
millimeter, welche  ihre  Qnerschnittsflftche  enthält.  Denkt  man 
sich  die  jE^nze  Qiierschnittsfläche  des  Balkens  zerleg  in  unend- 
lich schuiüle  parallel  zur  neutralen  Fasemschicht  liegende  Streifen, 
und  sieht  man  den  Flächeninhalt  /  des  in  der  Entfernung  u  ?on 
der  Neutralen  befindlichen  Streifens  als  Querschnitts- Flache  jener 
im  Abstände  n  von  der  Neutralen  NN  liegenden  Fasernschicht 
an  (Fig.  5),  so  erhält  man  lur  die  totale  Spannung  derselben  die 
Grösse: 

w 

Diase  Sptnirang  ist  als  eine  Zng-SpuiDung  (p<Miti?e  Span- 
Diug)  ansasehen,  wann  die  betrelfeiide  Faser  oberhalb  der  Nen- 
tfalen  Hegt,  d.  b.  wenn  u  positiv  Ist;  als  eiae  Drnek- Spannung 
(negative  Spannung)  dagegen,  wenn  dieselbe  unterhalb  der  Neu- 
tmleo  Uegti  d.  L  wenn  u  negati?  ist  Der  ob^  Auadmek  kann 
daher  (für  peeitlre  sowohl  als  für  negatiTO  Werthe  toi  u)  als  all- 
gemein gltttigsr  Ansdrni^  fAr  die  Spannnng .  irgend  ebes  im  Ab- 
stände u  Ton  der  Nentnlen  be- 
Fig.  «.  fiodlieben  Fasern- Abschnitts  be- 

trachtet werden. 

Wenn  fiian  sidi  dnreh  eine 
an  der  Stelle  N  bindorchgelegte 
Qnerschnittsebene  den  Balken  in 
swel  Tbelle  senehnitten  denkt, 
nnd  untersucht,  welche  Kräfte 
mir  Wiederherstellung  des  Gleich- 
gewicbtssnstandes  fflr  das  Stück 
BN  an  der  Schnittfläche  des- 
K   selben  angebracht  werden  müss- 
ten,  so  findet  man:  dass  zunächst 
an  der  Schnittstelle  jeder  einzelnen  Faser  eine  in  die  LSngenrich- 
tang  derselben  fallende  Kraft  anzubringen  ist  von  gleicher  Grösse 
mit  der  Spannung,  welche  Torher  in  der  Faser  an  dieser  Stelle 


B 


i 
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▼eiliaiideii  war  (Flg.  6).  Diese  SpwnniigiwiiltntSDde  der  eUixelnen 
Fasern  können,  wenn  die  Biegnng  —  wie  vonnageaetst  werden 
aoU  —  eine  sehr  geringe  ist,  ala  Horizontalkräfte  angesehen  werden. 
Ausserdem  ist  an  der  Schnittfläche  noch  eine  vertical  aufwärts 
wirkende  Kraft  V  anzubringen,  da  Jene  Horizontalkräfte  für  sich  allein 
nicht  ausreichen  würden,  um  der  vertical  abwärts  wirkenden  Kraft  K 
daa  Gleichgewieht  zu  halten.  Diese  Kraft  F  darf  —  bei  der  vor- 
ausgesetzten geringen  Abweichung  der  Schnittfläche  von  der  Vertical- 
ebene  —  als  eine  längs  der  Trennungsfläche  aufwärts  wirkende 
Widerstandskraft  angesehen  werden,  welche  einer  Verschiebung  des 
Stückes  BN  lanps  jener  FlSchr  entgegenwirkt,  und  wird  der  Wider- 
stand iregen  Abscheerung  genannt.  Da  die  Kräfte  V  und  I{  die 
einzigen  Verticalkräfte  sind,  welche  auf  das  Stück  BN  wirken,  so 
ist  nach  den  allgemeineu  Gleicbgewichts-Bedingungen: 


In  der  Querschnittsfläche  ist  also  ausser  den  Spannungswider- 
st&nden  der  horizontalen  Fasern  noch  ein  Widerstand  gegen  Ab- 
aoheemng  thätig  von  gleicher  Grösse  mit  derjenigen  Kraft  (K), 
welche  ohne  das  Vorhandensein  dieses  Widerstandes  eine  Venebiebnng 

Uogs  der  Querschnittsfläche  hervorbringen  würde. 

Die  einzigen  Horizontalkräfte,  welche  auf  das  Stück  BK 
wirken,  sind  die  Spanniinsfswiderstände  der  einzelnen  Fasern.  Ober- 
halb der  Neutralen  wirken  diese  Kräfte  von  rechts  nach  links,  unter- 
halb derselben  von  links  nach  rechts.  Die  algebraische  Summe 
dieser  Uorizontalkräfte  muss  gleich  Null  sein.  Nach  Gleichung  3> 
ist  also: 


unter  dem  Summationszeichen  vereinigten  Glieder  fortlässt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

6)  ^:(yu)=0. 

Piese  Gleichung  7.eigt,  dass  die  M<unenlen-Summe  sämmtlicher 
Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche  tFig.  5)  in  Bezug  auf  den 
in  der  neutralen  Fasemschicht  liegenden  Horizontal -Durchmesser 
NN,  welcher  die  neutrale  Achse  genannt  wird,  gleich  Null  ist. 
Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte*)  kann  statt  dieser  Momenten- 

*)  „ADaljtiflaiie  Heehinik*'  (8.  Anfl.)  |  61. 


4)  V=K. 


w 
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Somme  auch  das  Product  aus  der  ganzen  Querscbnittsfläche  in  den 
Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  jener  Achse  gesetzt  werden,  nnd 
da  dieses  Product  gleich  Null  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  der  Schwer- 
punkt der  Querschnittsflache  in  der  neutralen  Achse  NN  selbst 
liegt.  Durch  Gleichung  7)  wird  also  die  Lage  der  neutralen  Achse 
bflStimmt;  diese  Gleichung  drückt  ans:  dass  die  neutrale  Fasern- 
atbiebt  diejenige  ist,  welche  durch  die  Schwerpunkte 
iflfflmtlieher  Querschnittsflftchen  hindurchgeht. 

Die  allgemeinen  Gleichgewichts- Bedingangen  erfordern  ausser- 
dem noch:  den  die  ilgebrtisehe  Sanmie  der  statischen  Momente 
etnmtlieher  auf  das  StOek  BN  wirkendeD  EriOe  Id  Besag  auf 
eine  beliebige  Aebse,  i,  B.  In  Besag  auf  die  in  Fig.  9  reehtwln* 
keüg  aar  BOdfllcbe  steheede  neutrale  Acbse  N,  gleich  Nnll  ist. 
Bs  nraee  alse  das  statisebe  Moment  der  Kraft  JT,  welche  üBr  sich 
allttn  eine  von  links  und  rechts  gerichtete  Drehung  henror« 
bringen  wMe,  gleich  der  Samme  der  statischen  Momente  aller 
Spananngswideistlnde  sein,  dem  Jeder  fOr  rieh  allein  sine  ▼on 
rechts  nach  links  genutete  Drehnag  um  die  Achse  bervoi^ 
bringen  wflrde.  Das  statische  Moment  des  Spaannagswtderstandes 
der  im  AMande  «  von  der  Nentralen  befindlichen  Faser  ist  gleich 

u-,  folglich  ist: 


w 


7)  S(^.„)=i.,. 


oder  in  Worten  ausgedrückt:  das  Widerstandsmoment  der 
Fasern* Span nongen  ist  gleich  dem  Momente  der  bie- 
genden Kraft 

Die  OrOese      als  gemeinschafilicher  FMor  aller  anter  dem 

SumiDationszeichen  vereinigten  Glieder  kann  auch  vor  das  Sum- 
mationszeicben  gesetzt  werden,  also  ist: 

8)     -  2(/ii«)  =  Ks. 

w 

In  dieser  öleichung  bedeutet  die  Summe  aller  Pro- 

duct« aus  den  einzelnen  Flächenth*Mkhon  der  QuerfchnittsflSche 
in  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  neutralen  Achse,  oder 
das  Trägheitsmoment  der  Querschnittgflärhe  in  Bezug  auf 
den  horizontalen  Schwerpuisktsdnrehmesser  derselben.  Wenn  man 
dieses  Trägheitsmoment  mit  %  bezeichnet,  so  nimmt  die  obige  Glei- 
chung die  ein&chere  Form  an: 
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Erster  Abschnitt.  §  2. 


9)  ^%  =  Kx. 

Fflr  den  Fall,  in  welchem  statt  der  einen  Kraft  K  mehrere 
1»ieg«nde  Verticalkräfte  Ä^i,  A^j,  auf  das  Stück  BN  wirken 
(Fig.  7),  Wörde  man  statt  Kx  die  Grösse: 

10)  ^^^l=^K,x,-\-K,x^-\'K,x^ 

als  Sarnine  d«r  Btetiachen 


Kg.  7. 

r-  — 't' 

^  afi — 

 i_ 


 X^B 


MomeDte  all6r  diesir  bie- 
gendflii  Krftfko  in  Bexng  auf 
den  Pankt  K  m  setnn 
haben.  Wenn  man  also  all- 
gemein mit  SR  dielComenten- 
Summe  aller  rechte  von  der 
Stelle  N  wirkenden  Vertical- 
kiftfte  in  Besng  auf  die  neu- 
trale Aebse  dieeee  Quer^ 
schnitte,  oder  das  Biegungemoment  an  dieser  Stelle  beieiehnet, 
so  kann  man  der  obigen  Gleichung  die  noch  einfbchere  und  all- 
gemeinere Form  geben: 


^  Äg 


S 


In  dieser  Gldcbung  bedeutet  8  die  Spannung  (pro  Quadrat- 
millimeter des  QueiBcfanitta)  fttr  die  im  Abetande  w  Ton  der  Neu- 
tialen  befindliche  Faeer,  also  —  wenn  man,  wie  hier  Toransge- 
settt  werden  soll,  unter  w  die  Bntfemung  der  am  weitesten  von 
der  Neutralen  entfernt  liegenden  Fsser  fersteht  —  sugldch  die 
stärkste  Spannung  (pro  □'^X  welche  in  der  gansen  Querschnitlis- 
Hiebe  vorkommt  Die  obige  Oleidiung  kann  daher  in  der  Form: 

12)  s=j-m 

benntst  werden,  um  die  Spannung  der  am  stftrksten  gespannten 
Faser  zu  berechnen,  sobald  das  Trigheitsmoment: 

13)  I=S(/u«) 

fttr  die  betrefifende  Querschoittsform  zuvor  bestimmt  wurde.*) 

Nadi  der  Bezeicbnungsweise  der  Integral  -  Rechnung  würde 
man  dem  obigen  Ausdrucke  Ar  das  Tirfigheitsmoment  die  Form  it 
geben  haben: 


S.  „Änah fische  Hechtnik**  (8.  Aufl.)  §  100  und  „TechoiMhe  Hecbtnik** 

(7.  Äufi.)  ^  U7  aod  §  143. 
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U)  Z^jdF.u*, 


indem  man  mit  F  die  ganze  Querschnittsfläche  und  mit  dF  den  un- 
endlich kleinen  Fiftcheninhalt  des  im  Abstände  u  von  der  neutralen 
Aehee  paaUel  tn  deneliMo  liegenden  Flächenstreifens  bezeichnet 

Fär  den  in  Fig.  8  dargestellten  reoht- 
eckio^GTi  Quenehnitt  z.  B.  wfirde  man 
dF=bilu  zu  setzen  habeni  und  mui 
erhält  durch  Ausführung  der  Integration 
für  das  Trägheitsmoment  der  rechteckigen 
Querscbnittsfläche  von  der  Breite  b  und 
der  Hohe  h  die  Gleichung: 


4k 


T4u 

» 


16)  %=^jbdu.u*^bju*du=i^*. 


Nach  Qleicbung  11)  wflrde  also  Ar  den  reebteokigen  Quer- 
schnitt die  grOeete  Btegiings- Spannung  zu  berechnen  sein  aus  der 
Gleichung: 

16)  = 


§  3. 

GrapMtcbe  Dartttilung  der  BiegungimomMt«. 

Bei  dem  prisma^hen  Balken  hat  das  MgfaeitiDioment  % 
f&r  aUe  Querschnitte  dieselbe  GrOeecf  ebenso  auch  der  Abstand 
19  der  am  stärksten  gespannten  Äser  von  der  Neutralen.  Nach 
Gleichung  12)  des  trorigen  Ftoagnphen  ist  also  bei  dem  prisma- 
tischen Balken  die  grOsste  Bieguogs^Spannung  8  stets  propertional 
der  Grösse  des  Biegungsmomeots  Wenn  man  an  den  einzelnen 
Punkten  der  horisontalen  Achsenlinie  des  Balkens  Perpendikil  er- 
richtet, deren  Längen  die  Grössen  der  Bieg^ingsmomente  an  diesen 
Stellen  darstellen,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Ordinalen  eine 
linie,  deren  Form  das  Gesetz  Terasscbaulicht,  nach  welchem  da^ 
Bisgnngsmoment  Wl  mit  dem  Abstände  vom  Endpunkte  des  Bal- 
kens eich  ändert;  und  dieselbe  linie  kann  zugleich  gelten  als 
gnfhisdie  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  grOeste 
Blegongs- Spannung  8  von  einem  Bndpunkte  des  Balkens  bis  snm 
andern  sich  indert 
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Entor  Abschuitt.  §  3. 


flg.  9. 


Bei  dem  nnprOnglieh  aogMiommoiMD  FUle,  io  welditm  nur 
eine  blageade  Enft  am  freien  Bndpnnkte  des  Bilkens  Torans- 
gesetit  wtitde,  führt  die  gmphisdie  Dantelliug  der  Biegongs- 

momente  m  der  geraden  Linie 
£PC(F!g.  9);  denn  man  er- 
Ult  fiHr  das  Yerhftltniss  der 
Biegnogsmemente  aa  deo  bei- 
den Stellen  ^'nnd  A  die  Glei- 
chnng: 

IT« r 

Wenn  gleichzeitig  zwei  vertical  abwärts  gerichtete  biegende 
Kräfte  /f,  und  auf  den  Balken  wirken,  so  kann  man  die 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  in  der  Weise  aus- 
führen, dass  raan  zunächst  für 


Fig.  10. 


jede  der  beiden  Kräfte  einzeln 
genommen  die  graphische  Dar- 
stellung der  Biegungsmomente 
auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem 
vorigen  FaUe  Gonetruirt,  and 
nachher  an  jedem  Pankte  der 
horiiontalen  Aehsenitnie  ffie 
beiden  Ordinaften  sammirt, 
wekhe  für  diese  Stelle  in 
jenen  beiden  Figuren  sieh  er- 
geben hatten.  Man  erfaftlt  anf 
diese  Weise  ans  deo  beiden 
Flgttien  10  nnd  11  die  Fig.  18, 
in  welcher  lettteren  z.  B.  die 
Ordinate  lusam- 
mengesetst  ist  ans  den  beiden 
Stficken: 

2)  ^  = 

K,x,  (Fig.  10) 

nnd 

3)  Qp=m^=NR^ 
K,x,  (Fig.  11). 

Wenn  die  Kraft  JT,  vertical  aufwärts  wirkt  (sUtt  vertical  ab- 
wftrts),  seist  der  Beitrag,  welchen  dieselbe  so  dem  Biegungsmomente 
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liefert,  eine  negative  Grösse.  Man  würde  dem  entsprechend 
für  diesen  Fall  die  Ordinalen,  welche  die  von  der  Kraft  ^2  allein 
hervorgebrachten  Bi^ungamomente  darstellen,  sämmtlicb  von  der 

^  Horizontalen  aus  nach  unten 

hin  abzutragen  und  nachher  bei 
der  Zusammensetzung  der  bei- 
den Ordinalen  für  jede  einzelne 
Stelle  die  zweite  von  der  ersten 
zu  subtrahiren  haben  (Fig. 
18).  Für  das  Biegungsmoment 
ao  irgend  einer  lioks  von  dem 
B  ADgriffspankto  E.  gelegeoen 
Stolle  N  erhilt  wm  nach  Fig. 
13  die  QleichDDg: 

In  dem  epedelles  lidle,  wenn  die  beiden  Kilfte  JTj,  ein 
Krifte^aar  bOden,  wird  dM  Biegoogiraomeiit  91  an  alloi  Stellen 
awiielien  A  ond  E  gleieh  grees.  Denn  man  erhilt  ans  der  oUgen 
Gieidrang,  indem  man  darin  K^=Kt=K  und  —  =0 
aetst,  fllbr  alle  Biegnngamomente  der  Strecke  ÄE  den  oonitanten 
Werth: 

6)  VI  =  Kq, 

welefaer  logldeh  daa  Moment  jenes  Erftftepaaree  bildet  Die  gra^ 
phieehe  DaiateUnng  der  Bi^gnngamomente  ergiebt  daher  lllr  die 

Strecke  ÄE  eine  horizontale 

Flg.  u.  j^j^.g  j^^^j^ 

das  in  Bezug  anf  Flg.  12  er- 
klärte Verfahren  anwendet  auf 

den  Fall,  in  welchem  mehr  als 
zwei  biegende  Kräfte  Yorhan* 
den  sind,  erkennt  man,  dasa 
die  giapbiaehe  Daretellung  der 

Biegnngsmomente  immer  zu 
einer  gebrochenen  Linie  führt, 
und  dass  die  Anzahl  der  geradlinigen  Stücke,  aus  welchen  diese 
gebrochene  Linie  sich  zusammensetzt,  übereinstimmt  mit  der  An- 
zahl der  biegenden  Kräfte.  Wenn  also  diese  Anzahl  unendlich 
gross  und  zugleich  der  Abstand  zwischen  zwei  benachbarten  Kräften 
unendlich  klein  wird,  so  geht  die  gebrochene  Linie  über  in  eine 
krumme  Linie. 
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Entor  Abschnitt.  §  8. 


Für  stetig  und  gleichförmig  über  die  Länge  des  Ballcens 
verthoate  BaMung  von  der  GrOsse  p  pro  Längeneinheit  nimmt 

daher  die  graphische  Dar^ 


Fig.  16. 


fliellang  die  in  Fig.  15  an- 
gegebene Fbrm  ao.  Das  Ver- 
hlltniss  der  beideii  Biegangs- 
momente  an  den  Stellen  N 
und  A  hat  die  OrOsse: 


Die  kramme  Linie  BPC  ist 
daher  eine  Parabel,  deren 
Scheitelpunkt  mit  dem  Ponkte 
und  deren  Aohee  mit  der 

durch  diesen  Punkt  gelegten  Verticalen  zusammenfällt. 

Denkt  man  sich  bei  dem  in  Fig.  16  dargestellten  Balken  AB, 
welcher  an  beiden  £ndpankten  unterstützt  und  an  irgend  einer 

Zwischenstelle  C  mit  einem 
^'^*  Gewichte  Q  belastet  ist, 

i^a(^)  den  Thell       in  eine  ÜBSte 
Wand  eingeschlossen,  so 
erkennt  man,  dass  für  den 
Theil  BC  die  graphische 
Darstellung  der  Biegungs- 
momente auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  9  auszuführen 
ist,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  hier  die  Or- 
dinaten  sämmtlich  nach  unten  hin  von  der  Horizontalen  aus  ab- 
zutragen sind.    Für  das  Biegungsmomeot  an  der  Stelle  C  erhält 
man  die  Gleichung: 

7)    ü)?,  =CD  =  K,b  =  Ka, 
welche  nach  Substitution  des  für  K  (oder  A',)  aus  dem  Gesetze 
des  Hebels  sich  ergebenden  Werthes  die  Form  annimmt: 

«)  «.=^^- 

Indem  man  auf  den  Fall,  in  welchem  der  Balken  mit  zwei 
oder  mehreren  Gewichten  belastet  ist,  wiederum  das  in  Bezug 
auf  die  Figuren  10,  11,  12  erklärte  Verfahren  anwendet,  gelangt 
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man  zu  den  Figuren  17  und  18,  in  welcher  letzteren  eine  stetig 
über  die  ganze  Balkenlänge  vertheilte  Belastung  vorausgesetzt  ist. 

Wenn    zugleich  angenommen 


Fig.  17. 


wird,  dass  diese  Belastung 
gleichförmig  Aber  die  Länge 
AB  verthoilt  ist  und  die  QrOsMe 
p  pro  Längeneinheit  hat,  ko 
ergiebt  sich  für  das  Hiogungs- 
moment  an  der  im  Abstände  r 
von  der  Mitte  befindlichen  Stelle 
N  die  Gleichung: 

9)    SK  =  iSrp=Ä'(/  — a:)— , 
welche  nach  Substitution  des  Werthes  K  =  pl  die  Form  annimmt: 


Fig.  18. 


10)  ^  =  P^^'-''K 

Aus  dieser  Oleichung  erhält 
man  für  das  Biegungsmoment 
in  der  Mitte  des  Baiifens, 
indem  man  x  =^0  setzt,  don 
Werth: 


11) 


Für  das  Verhältoiss  dieser  beiden  Biegungsmomente  ergiebt  sich 
demnach  die  Gleichung: 

12)  * 


SR. 


welche  zeigt,  dass  die  Curre  BPA  eine  Parabel  ist,  deren  Achne 
mit*  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Balkens  gelegten  Verticalen 
zimmmenf^llL 


§  4. 

AlftMiM  DifcriiMid-fflilrini  4m  titüukm  Uato. 

Die  knunm«  Liaie,  in  welcbe  bei  der  Biegung  des  Hatki^ns  die 
wAtr  geradlioige  AdtM  detfelbeo  fibergebt,  wird  die  «rU«ti«cb«; 

Lilie  gesaut.  Das  nmmiUeh  kleine  Bogeott^ck  M\  (Yiii.  Z) 
Ütmr  dMtitebCB  linie  kazm  als  ein  Kreistfog^  ai]g«r»*rb«o  werden« 
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£cster  Absehnitt.  §  4. 


dessen  Mittelpunkt  0  mit  dem  CJonvergenzpimkte  der  beiden  Nor- 
malen CD  und  KF  ziisnramenfällt,  und  dessen  Halbmesser  OM  ^  p 
den  KrumrijuriL'^halbmesser  der  elästischen  Linie  für  diese  Stelle 
bildet.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  CGM  und  MNO 
in  Fig.  3  ergiebt  sich  die  Proportion: 

MN  Ö^' 

Der  Quotient  auf  der  linken  Seite  ist  das  Verlängeniugs- Ver- 

faältniss  desjenigen  Fasernabschnitts,  dessen  Spannung  (pro  Qua- 

dratmillimeter  des  Querschnitts)  mit  S  bezeichnet  wurde,  also 

g   

(naeh  §  1,  Qleiehiiog  1)  gleieb         Wenn  man  ferner  MO  =  w 

und  0N=^  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Naeb  Substitution  dieses  Werthes  aimint  die  in  §  2  gefundene  all- 
gemeine Gleiehnng  11)  die  Form  an: 

3)  ^  =  5W. 
P 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Krfimmungshalbmesser  p  dem 
Biegungsraomente  umgeivehrt  proportional  ist,  und  das6  an  den 
Stellen,  wo  ÜJ?  =  0  ist,  der  Krümmungshalbmesser  f  —  ^  wird. 

Wenn  mit  9  der  Winkel  bezeiolinet  wird,  welchen  die 
elastische  Linie  an  der  Stelle  M,  dereü  Coordinateü  jt,  1/  sind, 
mit  der  Horizontalen  einschliesst,  oder  der  Winkel,  welchen  die 

an  dieser  Stelle  errichtete  Normale  MO  mit  der  Verticalen  ein- 
schliesst (Fig.  19),  so  ist  der  iinendlich  kleine  Winkel,  welchen 
die  in  den  benachbarten  Punkten  M  und  N  errichteten  beiden 
Normalen  mit  einander  einschliessen ,  mit  (/^  lu  be7.eichnen;  man 
erhält  also  für  das  zu  diesem  Winkel  gehörige  i^ogeaelement  die 
Gleichung: 

4)  £^»pd9. 

Da  eine  selir  geringe  OrOese  der  Dnrehbiegung  vorausgesetst 
wird,  eo  darf  fftr  den  Winkel  9  als  einen  sehr  kieinen  Winkel  die 
Tangenteniabl  an  die  Stelle  der  Winkelnhl  gesetst  werden;  anoh 

darf  man  das  Bogenelement  MN  vertauschen  mit  dessen  Horizontal- 
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FkojeeftioD  MQ  »  dv.  Die  verig»  Qleiehnng  nimmt  eledimi  die 
Fonn  u: 

6)  dx^gd(iigf). 
Fig.  19.  FOr  die  Orteee  tg^  eigleht 

flieh  au  dem  unendlleh  hlei* 
Den  reehtwiBkellgen  DreieGh 
MlfQ  der  Aradniek: 

6)    t«9-f . 

folglich  ist  der  Erümmung«- 
halbmeeser  f  m  bestimmen 
ans  der  Gleiehong: 


7)  dx 
oder: 

1  rf«v 

Wenn  man  diesen  letiteren 

Werth  für  —  in  aieiehung  3) 
P 

snbfltitairt,  so  erhftlt  man  die 
fhlgende  allgemeine  0iffe- 


i-Oleichnng  der  elastischen  Linie: 

d^tf  _ 


Mit  Hfilfe  dieser  allgemeioen  QleichuDg  kann  man  die  Form 
der  elastischen  Linie  betechnen,  indem  man  sunAchst  für  das 
Biegangsmoment  SR  als  Fmiction  tob  x  die  den  spedellen  FftUen 
entsprechenden  Ansdrficke  snbstitnirt,  nnd  alsdann  dnreh  iwei- 
maiige  IntegiBtion  die  Ordinate  y  als  FnnctiGn  der  Absdsse  x 
dantettt 


§  5. 

B«recluiins  der  OvrcMieiungMi. 

Ffir  den  m  JRg.  20  daigiestallten  FiU  des  an  dnem  Ende 
borisontal  eingemanerten  und  am  freien  Ende  B  mit  einem  Oe* 
wicbia  JT  belasteten  Balkens  fast  man: 

1)  SK«Jr(/— «) 
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Erster  Alwehiiitt,  §  5. 


zu  setzen,  und  indem  man  zugleich  die  atu  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  gcfuodi  l  e  allgemeine  Gleichung  auf  beiden  Seiten  mit 
dx  multiplicirt,  erhalt  luau  die  Gleichung: 

Wenn  man  alsdann  die 


2) 


Fig,  20. 


x^O  die  QiOBse 


erste  Integration  aus- 
führt und  zugleich  be- 
rücksichtigt,  dass  für 

dy 

d.r 

=  tg  9  ebenfalls  den 
Werth  Null  annimmt  (da 
an  der  Befestigungsstelle 
A  die  elastische  Linie 
horizontal  gerichtet  ist), 
so  ie:elangt  man  zu  der 
tülgeuden  Gleichung: 


3)  Kt^^Kil,-^:), 
welche  mau  benutzen  lumn«  um  für  jeden  Werth  von  x  den  zu- 
gohötigen  Werth  der  OrOese  ^  =  ^ 9     berechtieD.  Für  x^l 

wird  <^sstgo;  w  eiigiebt  sich  also  ffir  diese  letitere  GrOsee 


äcc. 

der  Werth: 


4)   tgrai  = 


Indem  man  die  Uloichung  3)  auf  beiden  Seiten  mit  dT  multi- 
plicirt und  hierauf  die  zweite  Integration  ausführt,  erhält  man  — 
in  gleichzeitiger  Berücl^pirhtiErung  des  ümstandes,  dass  die  inte- 
grations-Constante  wiederum  gleich  Null  zu  sol/en  ist,  insofern  für 
a;  =  0  auch  y  =  0  wird  —  die  folgende  Gleichung: 


6)  IHy  =  KQ^-'X 


aus  welcher  man  für  jeden  gegebenen  Werth  von  x  den  zuge- 
hörigen Werth  der  Ordinate  y  berechnen  kann.  Für  x  =  l  wird 
lf  =  /;  man  erhält  also  für  die  Senkung  des  BekstangspunktOB  B 
den  Werth: 


Digitized  by  Google 


I 


BeKdinimg  der  DnrebUegnngen. 


17 


Wenn  man  diese  ktite«  Okldiiiiig  dvreh  die  oben  ffir  %  o 
geftindeDe  diridirt,  so  erbftli  man  die  Oleidraiig: 

/         9  o 


oder:  / 


/tgo, 


weldie  zeigt,  dass  die  Horizootale  des  Befestigiingspiiiiktes  Ä  von 
der  durch  den  Belastongspankt  B  gelegten  Tangente  geschnitten 

wird  au  einer  Stelle,  welche  im  Abstände  ^  vom  Punkte  Ä  liegt. 

Die  Gleiehtiog  7)  Uetet  siq(ld«1i  ein  VHtel.  di«  Durclibiegong  /  auf  ia* 

dircctom  Wege  ztj  mesMO,  und  zwnr  <feiiaaer,  al*  clit\s  di^n  lj  lir^^cte  Mesnang 
get^chelien  kann.  Wenn  man  an  dem  Ireien  Kiidpunkte  ß  einen  Spiegel  be- 
festigt, dessen  Ebene  rechtwinkelig  za  der  Balken- Acluc  gerichtet  ist,  and 
ndttelet  eines  auf  diesen  Spiegel  getiehteten  Fenrohn  dM  Bild  eince  in  der 
Biegnngeebene  tnfgestellten  Terticalen  Hiüitttahce  betraehtet*),  so  kann  man 
auf  die?e  Wmiep  die  (irOsse  des  Winkels  w  ni5t  prossi^r  Genaniglceit  beoLadite'n 
und  nach  Substitution  des  für  tg  u  gefuudenen  Werthes  alsdaoo  aas  (ileichang  7) 
die  Grösse  der  Dnrchbiegung  berechnen. 

Wenn  der  Balken  an  der  Befestigungsstelle  A  nicht  in  hori- 
xontaler  Lage,  sondern  in  einer  um  den  sehr  kleinen  Winkel 


Fig.  21. 


insofern 


nach  unten  hin  von  der 
Horizontalen  abwei- 
chenden Lage  einge- 
DQauert  wäre  (Fig.  21)» 
80  würde  man  bei  Aus- 
fäbning  der  ersten  In- 
tegration za  berfi^- 
richtigen  haben,  dass 
die  IntegratSons-Oon- 
stante  in  diesem  FÜle 
nicht  gleidi  Noll,  son- 
dern gleich  Mit  tga  ist, 
=  tg  a  wird  fIBr  t  =r  0.    Statt  Oleichnng  3)  würde 


also  fflr  diesen  Fall  die  folgende  Gleichung  erhalten: 

und  die  hiemach  anssuführende  zweite  Integration  ergiebt  die 
Gleichang: 

TergL  AnaJjtiache  tfecbanik  (8.  Aufl.)  §  108. 
BiiUr,  Iiii«alM!4leebMtt.  a  Asfl.  2 
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Entw  AhMbnitt  §  5. 


9)  E%y  =  K(^-^^MXiga.x, 

Aus  diesen  letztereu  beiden  Gleiohaiigeo  erhält  mau  resp.  für  tg  oi 
uad  /  die  Werthe: 

10)  tg»=*^  +  tg«, 

Kl* 


Setzt   man  hierin  K  —  O,  so  wird  tg  w  =  tg  a  und  /=/tga,  jictzt 
man  ein  anüeros  Mal  tgt  —  O,  so  erliält  man  wie  oben  fgo)  = 


gl» 

3  ex' 


2  KZ 


und 


Jede  der  beiileu  Grössen  tg*>  and  /  setzt  f«ic1i  also  zii8amiuen 


am  den  Beitrftgan»  welche  die  beiden  laaMnineTi wirkenden  Ursachen:  namlicli 

erstens  das  Vorhandensein  der 
Fig.  2*2.  biegenden  Kraft  K  und  zwei- 

teni  das  Vorlumdeneeiii  der 
•ehrfgen  EinnAueniny,  ein» 
zeln  genommen  t\\  dleien 
Grössen  Ii o lern,  wie  Fip.  22 
beispielsweirie  in  Bezug  auf 
dieOrOeae/zeigt.  Ansdieieni 
Grande  darf  bei  den  niehat- 
folgcnden Fällen  wiedcrnm  die 
horizontale  Eiumaneraug  vor* 
ausgesetzt  werden,  ohne  dass 
die  Allgeineinheit  der  Oiiter> 
rachnog  dadorch  bediitrieh> 
tigt  würde,  insofern  man  den 
auf  solche  Woi-^-e.  f  in  lr'Ti'^!!  nieiclmn^en  durch  HinTnfrifftin^'  der  den  Winkel 
a  enthalieiiden  Glieder  jederzeit  leicht  diejenigen  Formen  geben  kann,  in  wel- 
chen sie  für  den  Fall  der  schrägen  Einmanerang  GQltigkeit  haben. 

Wenn  es  statt  der  ein- 
^  leinen  Knft  K  ein  am 

Men  Ende  des  Bilkens 
wirkendes  Kiflftepnar 
Tom  Momente  SR  ^  Ka 
ist,  welches  die  Biegung 
desselhen  herYorbiingt, 
so  hat  —  wie  ans  Big.  14 
in  ersehen  —  das  Bie- 
guDgsmoment  in  allen 
Pnnkten  der  elastischen 
Linie  die  gleiche  Grosse.  Es  ist  daher  bei  dem  In  Flg.  2S  darge- 
stellten Falle  das  Biegnngsmoment  SR  als  eine  Ton  x  unabhAngige 
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CoDstante  zu  belwDdeln,  deren  Grösse  in  dem  Momente  des 
genden  Eräftepaares  salbst  gegeben  ist,  und  die  Anwendung  des 
oben  erklärten  BechniuigB  •  VerilUireDS  flhrt  la  den  folgenden 
CUflUsbnngen: 


12) 
13) 
14) 


i;x0  =  aÄ=Con8t., 

ux 


aus  welchen  man  nach  Snbstitation  des  Warthes  r  =  l  nep^  !9r 
die  GrtBsen  tg  a  und  /  die  folguiden  Wertbe  erb&lt: 

16)   <««=;g5.  16)  /=2jj' 

Kaeb  §  4  (Gleieiiiing  3)  hnt  der  Krfimmnngs-Halbmeeeer  der 
elietifelieB  I4ile  in  tteeem  I^Ue  Ae  fibenU  gleldie  GtOese: 


17)  p  = 


Die  elastische  Linie  ist  also  ein  Kreisbogen,  und  der  in  Glei- 
chung 15)  gefundene  Winkel  ca  bildet  zugleich  den  Centn winkel 
dieses  Kreisbogens. 

Für  den  in  Fig.  5i4 
dargestellten  Fall  einer 
gleichförmig  über  die 
Län^e  des  Balkens  ?er- 

tlieilten  Belastung  von 
der  Grosae  p  pro  Läagen- 
einheit  hat  man: 

18) 

ZU  setzen,  und  es  er- 
geben sich  für  diesen 

Fall  die  folgenden  Gleichungen: 


20) 
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20  Entw  Atwchnitt.  §  e. 


21)   Ety=p{l'-f-'^-  +  g, 


§  »• 

ZMMmtnwIniig  4tr  PwcWeguiigen. 

Wie  in  §  3  erklärt  wurde,  käüo  man  die  Qrösse  des  Biegungs- 
momentä  betrachten  als  zusammengesetzt  aus  den  einzelnen 
(positiven  oder  negativen)  Beiträgen,  welche  die  einzelnen  biegen- 
den Krftfte  zu  demselben  liefern.  Auf  gleiche  Weise  setzt  sich 
auch  die  Durchbie^ini^'^  /  aus  den  Einzelwiikungen  dieser  Kräfte 
zusammen,  und  dasselbe  gilt  von  der  Uruaae  t^''  o.  als  der  T;ui- 
geiite  des  Neigungswinkels  der  elastischen  Linie  am  frcieii  Eiid- 
punkte  des  Balkeos.  Man  kann  daher  die  Durchbiegung,  welche 
mehrere  gleichzeitig  vorhandene  Belastungen  am  freien  Endpunkte 
des  Balkens  bervorbringeD,  in  der  Weise  berechnen,  dass  man 
kunlcbat  die  allgemeiDe  Gleidiung  aafotellt  ffOr  die  Dnrehbiegung, 
weldie  ein  einzelnes  an  beliebiger  SteUe,  i.  B.  im  Abstände  a  tod 
der  Befesiigungsstelle,  angehängtes  Gewicht  Q  am  Endpnnkte  des 
Balkens  her  vorbringt,  und  nackher  die  mit  Hfllfe  dieser  allge- 
meinen Qleichang  sa  bestimmenden  Beitrftge  snmmirt,  welche  die 
einzelnen  Beiastnngen  sa  der  ganten  kenrorgebracbten  Senkung 
des  Endpunktes  liefern. 


Fig. 


Fflr  die  von  dem 
Gewichte  Q  am  Bela^ 
stttogspunkte  U  selbst 
bervoTgebiachte  Sen- 
kung eigiebt  flick  aua 
derGIeicknagG)  des  to- 
i)lga>  rigen  Paragraphen  der 
in  Fig.  25  angegebene 
Werth  a,  und  für  die 
Grosse  tg  o  erh&lt  man 
aus  der  Gleichung  4) 

des  vorigen  Paragraphen,  indem  man  darin  Q  statt  K  und  a  statt  i 
stitzt,  den  Werth; 


Digitized  by  Google 


Die  Senkung  des  Endpunktes  B  setzt  sich  ans  dra  btiden  ThellMl 
ff  und    --  o)  tg  o  lusammeo,  bat  also  die  GrOflse: 

Hienach  ergiebt  sich 
s.  B.  b«  dem  in  Fig.  S6 
daigwteUtan  lUla  Ar 
die  Ton  den  beiden  G** 
wiebten  nnd  9,  aii* 
eammeii  geoommen  ber> 
Torgebiaebte  Senkoiig 
dee  Eikdpiinktee  B  dia 
Qleiobang: 

und  für  die  Grösse  tgr  oi  Prhfilt  man  ~  ebenfalls  durch  Summation 
der  von  den  beiden  Üelaatungen  zu  derselben  gelieferten  BeitrlM 
—  den  Werth: 

Dasselbe  Verfahren  kann  man  auch  anwenden  auf  den  Fall, 
in  welchem  die  Anzahl  der  biq|enden  Krftfte  unendUeb  greee  Ist, 
also  z.  B.  auf  den  Fall  einer  stetig  nnd  gleiebfl)rmjg  —  entweder 
fiber  die  s^nze  Balkenlftnge  oder  öber  einen  Tbdl  denelben  — 
vertheilten  Belastung.  Wenn  mit  p  die  Belastung  pro  Unginein- 
heit  bezeichnet  wird,  so  ist  päx  die  Bebtttung  der  im  Abetande  9 
von  der  Befestiguogsstelie  befindlieben  unendlich  kleinen  Strecke 

dx  (Fig.  27).   Für  den  nn- 
^'  endUcb  kleinen  Beitrag 

welchen  dieser  Belastungs- 
^  theil  zu  der  ganzen  Senkung 

des  Endpunktes  B  liefert, 
erhalt  man  ans  Gleichung  2), 
indem  man  darin  x  statt  a 
Tind  pdx  statt  Q  settt,  den 
Wertb: 


5)  ./=gj£!  +  (L^'|, 
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Entar  AMnitt.  §  6. 


und  wenn  man  diese  Grleichimg  integrirt  —  auf  der  rechten  Seit© 


zwischen  den  Grenzen  .r^  und  r.^  - 
durch  die  Belastung  der  Strecke 
des  Endpunktes  B  (Fig.  28)  die  Gleichung: 


so  erhält  man  für  die  ganze 
-  .i\  hervorgebrachte  Senkung 


6; 


6 


Ffir  dcD  Fall,  in  wMum  ganxe  L&nge  doa  BftDrflDi  be- 
laitefe  ist,  hat  man  or^  =^  0  und  ^p,  =  {  m  wt/tum;  man  erb&lt  dann 
für  /  don  Werth: 


7) 


also  denselben  Werth,  welcher  in  Gleichung  23)  des  TOfigeo  Flm- 
giaphen  hereita  anf  andeiem  Wege  gefonden  wurde. 

Auch  die  Grosse  ig  a 


Fig.  26. 


io  Fig.  28  kann  auf  dem 
Weiro  der  Integration 
bestimmt  iv erden.  Nach 
Gleichung  1 )  hat  der  un- 
endlich kleine  Beitrag, 
welchen  die  Belastung 
pdx  zu  derselben  liefert, 
die  Grosse: 

«X    ,x  vdx..i* 

und  man  erhftlt  dnreb  Integration  dieses  Ausdrucks  für  den  in 
Flg.  jS8  dargestellten  Belastanggrastand  die  Gleichung: 


9)  tgfi> 


welche  nach  Substitution  der  Werths  =  0  und  x^=^l  die  Form 
annimmt: 

also  denselben  Werth  liefert,  welcher  in  Gleichung  22)  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  auf  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Das  Frincip  der  „Zusammensetzung  der  Durchbiegungen"  Iftsst 
sich  durch  die  nachfolgende  tabellarische  Zosammenstellang  der 
bisher  gewonnenen  Besultate  ?ennscbanlicben. 
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Balken  »nf  swei  StfttMD.  28 


1 

1 

K 

SR 

Q 

a' 

1  ! 
tgw 

Kl* 

pl* 

Qa* 
%E% 

tga 

/ 

Kl* 

m*  !  pi^ 

2E%  1 

1  a  a\ 

ZEX  '  ^*  ^IE% 

/tga 

In  dieser  Tabelle  sind  die  von  fünf  verschiedenen  Ursachen 
herrührenden  Beitrüge  zu  den  Grössen  tg  w  und  /  zusammen- 
gestellt. Die  mit  der  Üeberechrift  „A'"  versehene  Verticalcolumne 
enthält  die  Beiträge,  welche  eine  am  freien  Ende  des  Balkens 
(auf  die  in  Fig.  20  dargestellte  Weise)  wirkende  Kraft  K  resp. 
SU  te  Ortneo  tgo  und  /  liefert  In  der  folgenden  ist  durch 
dl«  üebenehiifk  angedeutet,  das»  diewlba  die  Boitrlge  eni- 
hilt,  weldw  ^  am  Mea  Sode  dei  Balkens  wirkendes  Kiftfte- 
paar  vom  Momente  sa  Jenen  GrDflsen  liefert  (Fig.  2S).  Anf 
analoge  Weise  sind  die  üebsnefariften  der  dann  folgenden  iwei 
Vertiealeolamnen  m  deuten,  weleke  lesi».  anf  die  in  Flg.  d4  and 
Kg.  2&  dargesteUten  Fttlle  sieh  heiiehfln.  In  der  lotsten  endlieh 
ist  dnreh  die  Uebersehrift  a  angedeutet,  *dass  die  von  einer  mn 
den  Winkel  a  gegen  die  Horiiontale  geneigten  Lege  des  Balkens 
an  seiner  Befestigangsstelle  herrfihnndon  Beitiige  in  derselben 
anfensaehen  sind. 

Denkt  man  ^oh  die  in  der  Hoiiiontalreihe  neben  ,«/*^  stehen- 
den Ansdrfleke  sftmmtlidi  daroh  Plnsidehen  mit  einander  vor- 
banden,  so  erhält  man  die  Senkung  des  Sndpnnktes  ftr  den  IUI, 
in  wekibem  simmtlicfae  fBnf  ürsaehen  gleichseitig  Twhaaden  sind. 
Auf  analoge  Weise  würde  die  GiOsse  tg«  ftr  diesen  Fall  zu  be- 
stimmen sdn.  Wenn  die  eine  oder  die  andere  jener  fänf  ür- 
saehen in  entgegengesetztem  Sinne  wirkt,  so  ist  Belbstverständlich 
Tor  den  betreffenden  Ansdrack- statt  des  Plnsseieheas  das  Minus- 
seichen  sn  setsen. 

§  7. 

Bafken  auf  zwei  Stutzen. 

Jede  von  den  beiden  Hälften  des  in  Fig.  29  dargestellten  Bal- 
kens befindet  sich  genau  in  demselben  Biegungszustande  wie  der 
\i  Fig  30  dargestellte  an  einem  Ende  horizontal  eingemauerte  Bal- 
ken. Denn  die  Anwendung  der  Qleichgewiebts- Bedingungen  auf 
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Erster  AbscUmtt.  §  7. 


den  letzterai  ergiebt,  dass  die  voq  .1er  Wand  auf  den  Balken 
flbertrageneo  Kmftwirkungea  ein  Kräftepaar  bildea  vom  Momente 


Rff.  2». 


und  wenn  man  sich  den 
Biegungszustan J  der  links* 
seitigen  Hälfte  ebenfalls 
auf  diese  Weise  ?eran- 
schaalicht,  so  erkennt  man, 
dtn  bei  [nachheriger  Zu- 
suDineDsatiang  die  beiden 
Hilften  aaf  ^iidir  gegen- 
Mitiff  das  zum  Oleiebge- 
wiebte  eifbiderlidie  Eiflfte- 
paar  flbertngen  werden; 
Iblglieh  die  Winde  hinweg- 
genommeB  werden  können, 
ebne  dass  der  Qleicligewichti-Ziutand  gesfcftri  wird. 

Die  Grössen  tg  co  und  /  eind  datier  zn  bereefanen  naeh  den 
för  Fig.  30  m  der  Tabelle  dei  ror^n  Fkngnpben  sich  ergeben- 
den Gleicfaangen: 


Fig.  ao.  ^-4Z^ 


3ßX     S£$~24  E% 


^  :-t  A>T      Ä  iPT  —  Ol    irrt  ' 


Anf  analoge  Weise  er- 
bftlt  man  fttr  den  In  Pig.  31 
dargestellten  Fall,  indem 
man  die  Tabelle  des  vo- 
rigen Ftoagraphen  anf 
Fig.  32  anwendet,  die 
Oleicbuogeo: 

.         JTi«  Qa^ 


2ÄX* 


4)  /= 


Kl' 
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welcbd  Dich  Sabstüaüon  des  Werthas  K=Q  di»  Fonnen  aa- 
nehmoD: 


5) 


6)  /=_i-/Ü4-iL'-'«'l 


Fig.». 


8) 


Fig.  34. 


Setrt  man  m  diem  Qlal- 
diitDgoa  statt  a  und  p  da; 
statt  so  erhalt  man  IQr  die 
nnendUoh  kleinen  Beitrtge, 
welche  die  in  Flg.  88  ange* 
gebenen  Belastungen  lesp.  sn 
den  Grtesen  Ig  o  nnd  /  lie- 
fen, die  Gleiehnngen: 

und  wenn  man  alsdann 
die  Iiitesrration  ausführt, 
auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen 
und  JT,,  so  ergehen  sich 
für  den  in  Fig.  34  dar- 
gestellten Belastungszu- 
stand die  Qleicbungen: 


7)  digto 

^     £X  l  3  ^  fi 


9)  tgo»« 


E%\  2 


10) 


-^^Eti       3       '♦'V    24    /      '6  1* 


welche  Ar  a?« »  0  nnd  =  I  wiederum  die  in  den  GMehnngen  1) 
und  2)  gefundenen  Werthe  liefern. 

Offenbar  liefert  su  der  Dnrchbi^ung  in  der  Mitte  des  Balkens 
die  Belastung  der  linksseitigen  HftUte  dnen  ebenso  grossen  Bel- 
ttag,  wie  die  Belastung  der  rechtsseitigen  Hälfte.  Bs  folgt  hieraus, 
dass  diese  Durchbiegung  nur  halb  so  gross  wird,  wenn  die  eine 
von  den  beiden  BelastnogshAlften  hinweggenommen  wird.  Bei  dem 
itt  Fig.  85  dargestellten  unsymmetrisch  belasteten  Balken  ist  also: 
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Erater  Abachnitt.  §  8. 


6  48  y 


12 

Aach  zu  dem  Biegungs- 
nomeiite  in  derlCitte  llefnt  di« 
efneBelutongshSlfte  einen  ebeneo 

grossen  Beitrag,  wie  die  andere. 
Ea  würde  nl<n  z.  B.  in  Fig:.  29 
das  Uinweguebmen  der  eineo  Be- 
iMtungthllfte  m  Folge  haben, 
d«M  das  Biegnnganiiniiciit  in  der 


Mitte  aiif  den  Warth  ^  SR  = 


venaintot  wird.  Ebenso  «trds 
in  K|r.  Sl  dss  Hinwegnehmen  des  einen  von  den  beiden  Gewiebten  Q  bewirken, 
dass  daa  Biegungsnioment  in  der  Mitte  den  Werth  ^91  es  |(^   ~  a)  annimmt. 

§  8- 

Balken  mit  eingemauerten  Enden. 
Denkt  man  sieb  an  dpn  beiden  Enden  des  auf  F.wei  Stützen 
ruhenden  Baikens  Ürättepaare  von  gleichen  Momenten  und  » i  tgeL'^en- 


FSff.  88. 


gesetzten  Drebuiigsrich- 
tuügen  angebracht,  so 
erkennt  man,  Hass  durch 

Hinzufügung  dieser 
Eräftepaare  die  Grösse 
des  Neigungswinkels  öj, 
welchen  die  elastische 
Linie  über  jedem  Stütz- 
punkte mit  der  Horizon- 
talen einscbliesst,  eine 
Veränderung  erleiden 
muss,  imd  dass  es  für 
die  Momente  jener 
Eräftepaare  eine  be- 
stimmte Grösse  geben 
muM,  bei  welcher  der 
Winkel  (o  gleidi  Kall 
wird  (Fig.  36>  Wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  be- 
findet sich  offenbar  der 
Balken  geosu  in  dem- 
eelben  BieflrangSEnetande,  wie  der  in  Fig.  37  dargestellte  Balken, 
dessen  beide  Enden  in  horizontaler  Lage  eingemauert  sind.  « 


Fig.  08. 
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Um  die  Grösse  des  Moments  Ü)i  zu  begtimmen,  hat  man  finf 
die  eine  Balkenhälftn  (Fi^.  38)  die  Tabelle  des  ^  6  anzuwenden 
und  die  algebraische  Summe  der  von  den  drei  ßiegung^ursachen 
K,  pl,  zu  der  Grösse  tg  a  gelieferten  Beiträge  gleich  Null  zu 
setzen.   Maa  erhält  duia  die  Gleichung: 

Kl*  _  mi 


weldie,  ftr  91  anfgtlOBti  mdi  Substltatloii  d«  Werfbas  K=pl 
di»  Fotm  annimmt: 


2)   3»  = 


3 


Die  Durchbiegung  /  setzt  sich  ebenfalls  zusammen  aus  den 
Baitrftgen,  welche  die  obigen  drei  Biegungsursacben  zu  denelben 
liefinn,  und  ans  der  Tabelle  des  §  6  ergiebt  sieb  für  dieae  Durch- 
biegung die  Glfliidiung: 

welche  nach  Substitution  der  fär^iC  and  M  gefundenen  Werth« 
die  Form  annimmt: 

^  ^  UE% 

016  gmphisehe  Dintellang  der  Biegongsmomente  kann  man 
aus  Fig.  18  in  der  Weise  ablegen,  dan  man  von  den  Ordinaten 

der  Gurve  in  Jener  Figur 

Flg.» 


ftberall 

Grösse 


die  conatanto 

m  =  ^F"  8ub- 


trahirt  (Fig.  39).  Für 
die  Oidioate  im  Ab- 
stände X  yon  der  Mitte 
ergiebt  sich  alsdann  die 
allgemeine  Qieiohaag: 

ans  wsleber  man  fQr  die  Grossen  Jf  nnd  «  die  DacbfolgendeD  in- 
sammangehflrigen  Werths  erhtlt: 
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l 

w 

0 


±1, 

pi* 


6  3 
An  den  Stellen,  wo  da«?  Biegfungsmoment  Null  ist,  sind  die 
Biegungs-SpaDniingen  ebenfalls  Null.  Man  könnte  also  an  diesen 
Stellf'n  dpn  Balken  (iijrchsoliüeidei]  und  eine  (ir'lijnk- oder  Scbarnier- 
Verbinduii^i;  einschalten,  ohne  dass  der  Gleichgewichts -Zustand  da- 
durch gestört  wird.  Hieraus  fol^i^t,  dass  auch  bei  der  in  Fig.  40 
dargestellten  ünterstützunL,^- weise  die  einzelnen  Llalkeuslucke  genau 
in  denselben  Biegungsziistandeu  sich  befinden  wie  in  Fig.  37. 

Um  für  den  in  Fig.  41  dargestellten  Belastungszustand  die 
an  der  Befestigungsstelle  B  von  der  Wand  auf  den  Balken  über- 


.Fig.  41. 


tragenen  Kraftwirkun- 
gen zu  bestimmen,  hat 
man  sich  den  Biegungs- 
zustand des  IJaikens 
zuLächst  auf  die  in 
Fig.  42  angedeutete 
Weise  zu  veranschau- 
lichen und  alsdann  die 
Tabelle  des  §  6  auf 
diesen  Fall  in  der  Weise 
anmweDdeii,  dus  man 
die  algebraisclteB  Sum- 
men der  fieitrftge, 
welche  die  drei  Bie- 
gungsursadien  K^Wl^Q 
resp.  zu  den  Grossen  tgo  nnd  /  liefern,  eine  Jede  fiBr  sieb  gleich 
Nah  setst  Man  erhält  dann  die  beiden  Qleiebnngen: 

KL*     SRL  Qa* 


6)    0  = 


7)   0  =  -^^-- 


2E%      E%  2E%' 


1E% 


a 


und  wenn  abkürzungs weise  das  Veihäiiniss  j^==**  gesetzt  wird, 

80  erhUi  man  durch  Auflösung  derselben  fftr  die  beiden  unbe- 
kannten Grössen  K  und  331  die  Wertbe: 

8)  K  =  Q(ßn^  —  2n^, 

9)  3»«^L(»i»  — «*). 
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Au  dieeen  Gleiebangen  ergeben  sieh  für  die  GrOnen  m, 
tmehfolfeDden  ttMamineiigehSrigcii  Weribe: 


-Q'  QL 


„=         0         -=-  —  -T- 


Q 


2 

4 

_B 
88 

64 


=  0 


4 

2T_ 
38 
9 

64 


Da  nach  Vertaiisclutng  der  Grösse  n  mit  der  Grösse  1  -  >i  die  obig.-n 
Gleicbaogen  für  die  Kraftwirkungen  A'i  an)  gelten  würdeu,  welche  au  der 
Befettigongssteile  A  von  der  Wand  auf  den  fialken  Übertragen  werden,  so  ist 
et  Bieht  erforderlich,  IQr  dieee  lettteren  GrSesen  beeondere  Oleicbnngen  anf> 
snetellen. 

Ffir  das  Biegung^smoment  an  der  BeUstongsstell«  G  ergiebt 
sieb  ans  Fig.  42  die  Gleichang: 

welche  nach  Substitution  der 
für  die  Grössen  K  und 
gefundenen  Wertbe  die  Form 
annimmt: 

11)  M=^2  QL{n*—2n»'^n*). 

Nachdem  die  Biegungs- 
momente an  den  drei  Stellen 
ii,  C  auf  solche  Weise 
berechnet  sind,  kann  die 
graphische  Darstellung  der 
Biegungsmoroente  mnimehr  auf  die  in  Fig.  48  angedeutete  Art  aus» 
geföhrt  werden. 

Wenn  ^   statt     und  pär  statt  Q  geseilt  wird,  so  ergeben 

sieb  ans  den  beiden  Qlel- 


Fig. 


12) 
13) 


chungen  8)  und  9)  für 
die  nnendlich  kleinen 
Beiträge,  welche  die  in 
Fig.  44  angegebene  Bela- 
stung p  dx  SU  den  Grossen 
K  und  m  liefert,  die 
Werthe: 
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und  durch  Integration  dieser  Gleichungen  erhält  man  alsdaüu 
die  Warthe  von  K  und  SJi,  welche  dem  in  Fig.  45  dargestellten 

Belastungszustande  ent- 


Fig.  46. 


f 


1 

sprechen.  Setzt  man  ab* 
küizungsweiM      =  n, 

und      =    ,  so  neh- 


14)  JSr=pLj(nJ-nl)-y(«S-«t)|, 
16) 


m«D  die  Banütai»  di«gn> 
Bechnimg  die  felgesden 
Foirnen  ed:  ' 


m 


=  p  L  *  j-i- («;  -  n!)  -  ^  c»i  -  }  • 


Für  n,  SS  0  und     =  1  erg«lMni  sieh  hferaos  wieder  die  Werfhe  K=  L 


1 


gefonden  worden« 


^^/^/j*,  welche  für  den  in  Fig.      dargestellten  Belaatangszustand 


Fig.  46. 


X 

t 


m 


Wären  ausser  der  in 
Figur  45  angegebenen 
Strecke  —  noch  an- 
dere Strecken  des  Balkens 
mit  gleichförmig  vertheil- 
ten  Belastungen  yenehen, 
80  wfirde  man  die  Be- 
stimmung der  OiQssen  K 
nnd  Wt  dnrdi  Smmnation 
der  von  diesen  Tenohie- 
denen  Belastungen  sn 
Jenen  Ortesen  gelieferten 
Beitrige  ansfifibren  kön- 
nen. So  s.  B.  wurde  man 
für  den  in  Fig.  10  daige- 
stellten  Fall,  in  welchem 
das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleich- 
förmig Uber  seine  ganie  Länge  vertheilte  Belastung  von  der  Grösse 
l»X^mit  berfleksiditigt  werden  soll,  die  Gleichungen  erhalten: 


Fig.  47. 


1 


16) 
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17)   SK  - 12/>     +  2  C"a  -  n»)  -  -i  (ni  -  !•!)}. 

IK6M8  Yerfiihreii  kurn  raf  nogstWe  sowohl  all  auf  poal- 
ÜTe  BelaBtnngan  aDgewendet  werdaiL  Da  ffinwcgndimtii 
diMT  boatimiDtoii  Belastnng  aacli  aii%«lli88t  werden  kann  als  das 
Hinznfiügtti  einer  ebenso  groeaen  negatifjan  Beleatang,  eo  ergeben 
eidi  Menaeh  für  den  In  Fig.  47  dargestellten  Belaetangünataad 
die  Wertbe: 

18)  i:=i-(p  +  g)L-ji.|(««_«J)_l(n^-„J)|, 

19)  3)i=.l(p4-2)i''-gX'*{y(»J-ti})— ^(nS-nl)}' 

§9. 

WtrIhemattMte  tfrtwttaiMPpwiiii  flr  dm  aelkt»  urf  »Mi  SIIIIim. 

Bei  dem  Balken  mit  borisontal  elngemanerten  Baden  liegen 
—  wie  Fig.  99  selgt  —  die  Stellen,  an  welchen  das  Bi^ngs- 

moment  die  Grösse  Null  bat,  ün  Abstände    >-  von  der  Mitte; 

und  es  ergab  sieh  zugleich,  dass  bei  dieser  Unterstfttsongsweise 
das  Bieguogsmoment  an  den  beiden  Enden: 

1)  8«  =  -^ 

seinem  abselnten  Werths  nach  gerade  doppelt  so  gross  Ist  als  das 

Bi^oDgsmomeni  in  der  lütte: 

2)  K  = 

WeoD  man  sich  den  Biegungszustand  des  Balkens  auf  die  in 
flg.  40  aagedeatete  Art  dadurch  veranscbanlicht,  dass  man  sich 
an  jenen  NnUponkten  den  Balken  dnrehadinitten  denkt,  so  erkennt 
nna  segleidi,  dass  dnrcb  Yerlegnng  der  beiden  Sehnittetellen 
weiter  nach  den  ftiden  hin  es  mflgUch  sein  wMe,  einen  solciien 
BiegungszQstand  herbelsnAhren,  bei  welehem  die  GfDsse  SR  als 
das  grossere  der  beiden  grflesten  Bi^ngsmemente  einen  klefnerm 
Werth  aimhMnt  Da  Jedoch  mit  einer  solchen  TerschisbuDg  der 
NnUponkto  sog läch  efaie  ?sfgfOsssrong  des  Biegungmiomente 
fertnaden  ist,  so  eigisbt  sidi  ftmer,  da«  der  dnreh  diese  Ter* 
sshteboag  sn  emicbsnde  TortheO  dann  am  giMen  whtd,  wenn 
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z      '■  z 


dittelbe  so  gawflhlt  wird,  dass  die  beiden  Biegungsmomwite  9k 
und  Jf«  eintnder  gleieli  werden. 

Bei  der  in  Fig.  18  BDgegebenen  Uge  der  beiden  Ifullpankte 
hat  das  Biegnngamoment  in  der  Mitte  des  Mittelstftckes,  welehes 

als  ein  an  beiden  Enden 
frd  anfliegender  Balken 
^  in  betrachten  ist  (nach 
II  §  3,  Gleichung  11),  die 

und  das  Biegnngsmoment 
an  jeder  von  den  beiden  Einmauernngsstellen  hat  die  Grilsse: 

Dorch  Gldchsetsnng  dieser  beiden  Grossen  erhAlt  man  Ar 
denjenigen  Werth  von  Zy  bei  welchem  die  beiden  Biegungsmomente 
einander  gleich  werden,  die  Gleichung: 

und  nach  Substituticn  dieses  Werkhes  erhalt  man  aus  dner  der 
beiden  Gleichungen  3)  und  4)  fDr  das  nunmehrige  grOeste  Biegnngs- 
moment den  Werth: 

6)    M,=  m  =  ^~' 

4 

Im  Anfange  des  vorigen  Paragraphen  wurde  gezeigt  und 
durch  Fig.  36  erläutert:  wie  man  bd  dem  an  beiden  Enden  frei 
aufliegenden  Balken  durcli  Anbringen  von  Eräftepaaiw  an  den 
beiden  £nden,  und  durch  aUm&bliche  VergrOBsernng  von  deren 

Momenten  ^  bis  zu  der  QrOsse  denjenigen  Biegungrszustand 

herbeiführen   kann,   welcher  der   horizontalen   Einniauerung  ent- 
spricht.   Denkt  man  sich  statt  dessen  jene  allmähliche  Vergrösse- 
rung  des  Momentes  M  nur  so  weit  fortgesetzt,  bis  dasselbe  die 
vi* 

Grosse        erreicht  hat,  so  erkennt  man,  dass  in  diesem  letzteren 

4 

Falle  die  einzelnen  Tbeile  des  Haikens  genau  in  denselben  Bie- 
gungszuständen  sich  hefinden  würden,  wie  bei  der  in  Fig.  48  dar- 
gestellten Unterstützungsweise.  Man  kann  daher  den  erwähnten 
Vortbeil  —  nämlich  die  Verkleinerung  des  grössten  Biegungs- 
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momentei  von  der  GiOsee  ^  bis  auf  die  GrOMe  ^-r  avcb 

dadurch  erreiclieD,  dass  man  die  beidm  JBnden  des  Balkens  in 

scbrftger  [Lage  ein- 


Fig.  4». 


7)  t^a 


6J5t 


welche  nach  Substitution  der  Werthe  K=pl  und  ^M^—r-  die 


mauert  (Fig.  49), 

und  für  den  Nei- 
gungswinkel a,  um 
welchen  dip  Achse 
des  Balkens  an  jp'ier 
Ton  den  beiden  Ein- 
mauerungs  -  Stellen 
gegen  die  Horizon- 
tale geneigt  sein 
musä,  erhult  man 
nach  Fig.  50  mit 
Benutzung  der  Ta- 
belle des  §  6  die 
Gleichung: 


Form  annimmt: 

8)  tgtt« 


\2E% 


Für  die  grösste  Biegungs- Spannung  in  dem  auf  solche  Weise 
unterstützten  Balken  erhält  man  nach  §  2  (Gleichung  12;  den  Werth: 


9) 


5  =  -j.— , 


und  wenn  man  hierin  dem  Buchstaben  S  die  Bedeutung  der  prak- 
tisch zulä5?si^en  Spanntinp^  pro  Quadratmillimet^r  der  Querschnitts- 
fläche  beilegt,  so  kann  man  diese  Gleichung  zur  Berechnung  der 
Grösse  X,  als  des  Trägheitsmomentes  der  erforderlichen  Querschuitte- 
tiäche  des  Balkens  benutzen.  Nach  Substitution  dieses  Wertbfll 
nimmt  die  oben  für  tga  geiundeue  Gleichung  die  Fonn  an: 

10)  «««=1-^  ^. 

Iii  dieser  Gbichnng  bedeutet  to  die  Entfernung  der  am  wei- 
testen  von  der  Neutralen  entfernt  liqgeiiden  Äser,  mitUn  bei 
symmefcriseh  in  Besag  auf  die  neutrale  ^ebte  geformtem  Quer- 

BUIcr.  ItMiwUnliMift.  «L  Aal.  S 
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sehnitto  die  halbe  Hohe  des  Balkaos.  Wenn  also  mit  h  die  ganze 
Hohe  und  mit  L  die  ganze  L&nge  dea  Balkens  twiachen  den  bei- 
den Wftnden  bezeiohnet  «ird,  so  ist  der  Winkel  %  zu  bestimmen 
ans  der  Gleichnng: 

ll^   *         i    8  L 
11)  tg«  =  y«^.y. 

Fflr  SehmiedeiieB  wOrde  ^sOKil.  und  £=S0000  tu  tetien  sein.  Wenn 
ftUo  t,  B.  ~  =s  10  ist,  M  wird: 

—  JL     6  ,||__L 
3  *20000'*  1000* 

Denkt  man  sieh  den  anf  zwei  Stützen  frei  anfliegenden  Bai- 
ken  nach  Jeder  Seite  hin  so  wrtt  Aber  den  Stfitzpnnkt  hinaus 
mUngert,  dass  wiederum  das  Biegungsmoment  über  dem  Stfitz* 

vi' 

punkte  den  Werth       annimmt,  so  erkennt  man,  dass  bei  dem 

4 

auf  solche  Weise  unterstützten  Balken  ebenfalls  die  Bedingung 
der  TOrtheilhaftesten  Unterstätzungsweise  erfällt  ist,  insofern  auch 


FJg.  61. 


!  a— l 

4 

1  l 

? 

:  i 

k 

1 

j     Fig.  Ö2. 

1 

1  pM 

Maämik  .1'.  -iiUuiUmftk^ 

hier  wieder  die  ab- 
soluten Werthe  der 
Biegungsmomente 
an  den  Stellen,  wo 

dieselben  ihr  Maxi- 
mum erreichen,  ein- 
ander gleich  sind 
(Fig. 51  und  Fig. 52). 
Die  Länge  a  —  ^ 
um  welche  der  Bal- 
ken an  jeder  Seite 
über  den  Unter- 
stützungspuokt  hinausragen  muss,  ist  zu  beälimmen  aus  der  Glei- 
chung: 

12)  oder:  a^l^^^ 

Wenn  also  ein  Balken  von  der  gegebenen  Tiänge  2  a  so  auf 
zwei  Stfitzen  gelegt  werden  soll,  dass  das  grösste  Biegung^iiiomeiit 
den  kleiustmöglicbeu  Werth  annimmt,  so  müssen  die  Stützpunkte 
im  Abstände: 

13)  Z^^*^^- =.0,5868.« 

1 4- 1  *^ 

an  beiden  Seiten  von  der  Mitte  des  Balkens  entfernt  liegen. 
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f  10. 
BtlkM  uff  dr^  8III1MI. 

Denkt  man  sioh  bei  d^iu  in  Fig.  53  darge  stellten  Balken  die 
eine  Hälfte  AC  in  eine  feste  Waod  eingeschlossen,  so  erkennt 
man,  (^m?  die  an  ieie  Hälfte  A  B  in  demselben  Biegungsznstande 
sieb  befindet,  wie  ler  an  elneni  Ende  horizootal  eingemauerte 
Balken  (Fig.  54),  ao  weichem  gleichzeitig  zwei  Btegungsursachen 

^  wirken,  nämlich  erstens 

der  von  dem  Stutzpunkte 
B  auf  den  Balken  flber- 
tragene  Gegendnick  Ä", 
zweitens  die  gleichfiJr- 
mig  über  seine  Länge 
Tertheilte  Belastung  pl. 
Die  von  diesen  beiden 
Bi^Dgsiinsdheii  in 
dem  fMen  KDdpuokto  B 
Fig.  54.        211»—  ^  -:^B    bw^orgebrachtwi  Durch- 


biegungen heben  tin- 
ander gegenseitig  auf; 
nach  der  Tabelle  dos 
§  6  ist  also: 

Filr  den  Gegendraeh  der  Mitiebtfihte  A  ergiebt  sieh  hiernach  der 
Werth: 

2)  F=2pl  —  2K  =  ~pl 

Das  Bi^gmigBinonient  Aber  der  Mittelstfttse  ist  naeh  Fig.  54 
an  bestimiDsn  ans  der  Gleichnng: 

3)  0  =  ^^-  — iCi  — oder: 

Für  das  Biegangsmoment  an  der  im  Abstände  m  von  der  End- 
stfitM  B  befindlichen  Stelle  erfailt  man  anf  dieselbe  Weise  die 
Gleichnng: 

4)  0=:.^^*  —  Kz  —  'm,  oder:  m  =  ^^*  —  K8, 

Derjenige  Werth  von  f9r  welchen  die  Grösse  %fi  glsleh 
Noll  wiM,  ist  demnach  u  bestimmen  ans  der  Gleichnng: 

8* 
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6) 


OdAT: 


und  die  Stellen,  an  welchen  das  Biegungsmoment  seinen  gritaBton 
negativen  Werth  annimmt,  findet  man  ans  der  Gleichnng: 


6) 


Fig.  65. 


oder:   z  =  =^-=rL 
P  » 

Naebei0iekmig4)kat 

das  Biegnngsmommt  an 

diesen  letxteran  Stellen 

die  Grtese: 

1)  m== 


j-  — — 


9 


2p 


128 

Die  nadi  dleeen  Qlei- 
cliungen  in  Fig.  55  ans- 
geföhrte  grapliiselie  Dar- 
stellung der  Biegungs- 
momente zeigt,  dass  die 
dnidnen  TfaeQe  des  Balkens  In  denselben  BiegungszuBtftnden  sieh 
befinden,  ifie  bn  der  in  Fig.  56  daigestellten  Art  der  Unterstatxung. 

üm  fSr  den  in  Big  57 
dargestelltenBelastnngs- 
rastand  die  Oegendrfidce 
der  drei  Stfttspunkte  cn 
bestimmen,  bat  man  sieb 
den  Biegnngszustand  der 
BalkenbAlfte  AB  auf  die 
in  lig.  68  angedeatete 
Weise  zn  Teranscban- 
liehen  und  die  algebrai- 
sche Summe  der  von  den 
beiden  biegenden  Kräf- 
ten Q  und  K  ara  fifeien 
£ndpuniLte  B  bervoige- 
iMracbten  Durchbiegun* 
gen  gleich  Null  zu  setzen. 
Atts  der  Tabelle  des  §  6  ei^iebt  sich  f&r  diesen  Fall  die  Glei- 
chung: 


Fig. 
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Wenn  man  abUnnDgsweise  das  Yerhlltiiiss  ^  =:»  seist,  so 

erhält  man  aus  dieser  Öleichuog  für  K  dea  Werth: 
9)  (8 Jl« -.«»). 

Den  G  gendruck  der  lüttalstütia  kann  man  nujunahr  httmuhni 

aus  der  Gleichung: 

vnd  för  das  Biegongsmoiiittit  Aber  dar  MlttolBtatie  erhalt  ouui  naeb 
Fig.  5a  die  Gleiolraiig: 

11)  aji  =  ö<i— zi  =  ~-gz(2ii™-3»»  +  «»). 

OffenlNur  UeM  sowohl  au  der  OtOese  P  als  aneh  aa  der 

Grosse  das  eine  tos 
den  bdden  Qewlehten 
Q  einen  ebenso  grossen 
Beitrag  wie  das  andere. 
Bs  wird  daher  das  Hin* 
w^nehmen  eines  von 
den  beiden  Qewiobten 
Q  inr  Folge  .  haben, 
dass  der  Gegendmek 
der  MittelstfiCse  nnd  das 
Biegangsmoment  Ober 
dffselben  gerade  halb 
80  gross  wf>rr!en  wie  bei 
dem  vorigen  Falln.  Fdr 
den  in  50  datge* 
stellten  Belaeiungszii- 
stand  ergeben  sich  hier- 
nach die  Oleicbnngen: 

12)    W^.  i 


2 


1 


13) 


9^=:~Wt=  gQl  (2if  ~  3«»  i-  n'). 
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Wenn  man  sich  durch  die  Milte  ie^  Balkens  einen  Schnitt 
gelejj;!  denkt  und  alsdann  für  die  Kräfte,  welche  auf  die  abge- 
trennte linke  Balkenhaifte  wirken,  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  in  Bezug  auf  die  Mittelsiütze  gleich  Null  setzt, 
80  erhält  man  die  Qleichung: 

m 

U)  0=l7i-|-S»,,  oder:  — 

Nach  Substitution  des  fnr  gefundeoen  Ausdrucks  liefert  diese 
Gleichung  für  {/den  Werth: 

15)  u=  —  ^Q(2n—^n*~\-n^). 

Man  erkennt  an  der  Form  diesee  A-uedmcks,  da»  an  der  un- 
belasteten Seite  der  vertioal  anfwftrts  gerichtete  Gegendracfc  der 
Endstatze  stets  negativ  ist,  dass  also  in  Wirkliclikeit  dieser  G^n- 
dmok  vertioal  abwärts  gerichtet  ist 

Das  gleiche  Ver&hren  auf  die  andere  Baikenhälfte  angewendet, 
fährt  in  der  Gleichnng: 

16)  0=^=^0—  FZ  — SRi,  oder: 

17)  K=-|-  g  (2n  -f  3»*  —  «»). 

Dür  absolute  \\  Cith  d&6  Üiegungsmomentes  an  der  Lielaatungs- 
stelie  kann  hiernach  berechnet  wertieii  aus  Jer  Gleiciiung: 

18)  Vil  —  a)^Vl{\ —n). 

Wenn  «.  B.  n=  '  ist,  so  wird  «.  =  204^^'        ^=  2048 ^* 
lieh  nach  Gleichuag  löj:  3».  =  Fi  (l  -  jj  =  ^^Qi* 

Nachdem  die  beiden  Grossen  SR^  und  SR^  auf  solche  Weise 
gefunden  sind,  kann  man  die  graphische  Darstellung  der  Biegungs- 
momente nunmehr  auf  die  in  Hg.  60  angegebene  Weise  ausfuhren, 
und  die  Biegungsiustftnde  in  den  dnseben  Theilen  des  Balkens 
kann  man  sich  Yeranschaolichen,  indem  man  sich  den  Balken  auf 
die  in  ilg.  61  angedeutete  Weise  dorcfascboitten  und  unterstntst 
denkt 

Wenn      statt      und  qtU  st^tt  Q  gesetzt  wird,  so  ei^eben 

sich  für  die  unendlich  kleinen  Beiträge,  welche  die  in  Fig.  62  an- 
gegebene Belastung  zu  den  Gegendrücken  der  drei  Stütspankte  liefert| 
aus  den  Gleichungen  17),  12),  16)  resp.  die  Werthe: 


Digitized  by  Google 


Bftfken  nf  drei  StUtieii. 


89 
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1«)  <ir = i  jdx  (2  +  3  ^' -  -^r) , 

20)  dir=lj<te(2-3'|;+  j'). 

21)  dU  [jrfx(2^-8fi'+];), 

Fig.  68.  und  wenn   man  «^iese 

illf  4ir  Gleichungen  integrirt, 

auf  der  rechten  Reite 
zwischen  den  Grenzen 
j\  und  r^,  80  erhält 
man  für  die  Gegen- 
drücke der  Stützpunkte 
bei  dem  in  Fig.  63  dar- 

geäteiiteu  Üelastuiigszustaude  die  Werthe: 

23)  :ir-^,,{2(^.-7-!^)_(^^:)  +  l(^_L-^)|. 

24)  ^;--iwe^^-D-e'7'')+T(^-)i- 

Wmb  t.  B.  Xi=s  —  l  und     =  ~  /  itt,  m  wird:   F  s  ^  ^ I» 

Wftien  tvsser  der  Strecke  — noeh  andere  Strecken  dee 
Belkenfl  belastet,  eo  würde  man  die  fen  dieeen  Belaetongen  za 
den  Qegendrficken  gelieferten  Beitrüge  Doch  hinzumülgen  haben. 
So  z.  B.  würde  man  ffir  den  in  P!g.  64  dargestellten  Fall,  bei 
welchem  ausser  jener  Belastnng  noch  das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleicbfi^nnig  Uber  die  Länge  desselben  Tertheilte 
Belastnng  mit  beräcksichtigt  werden  soll,  durch  HinzufOgung  der 
aus  den  Gleichnngen  1)  und  2)  su  entnehmenden  Beiträge  die 
Werthe  erhalten: 

26)  r^^pi-\.r, 

26)  W^^pUr 

27)  V'^^pl^U, 
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Enter  AlMchniU.  §  11. 


und  für  den  in  Fig.  05  dargeätellteu  Fall,  bei  welchem  die  Ent- 
lastuDg  der  Strecke  x,— o-i  als  Hinzafügiing  einer  negativen 

Belastang  zu  dem  vollbe- 
lasteten Balken  luifgefasst 
werden  kann,  ergebeu  sich 
die  Werthe: 

28)  F'  = 

29)  W"  = 


r 


Fig.  64 


r 


-4 


8 


30)    ü"  = 


V 


Die  örösseü  V,  W,  ü  in 
den  letzteren  sechs  Glei- 
chungen haben  dieselben 
Bedeutungen  wie  in  den 
Gleichungen  22),  2o)  und 
24). 

Wen»  man  i.  B.  wie  oben 

1  S 
Xi=  -  l  and     =  —  i  setxt, 
4  4 

so  erhalt  man  resp.  für  die  in 

Fig.  61:  und  Fig.  6ö  dargestellten  Beleetuagmutünde  die  Uegendrftcke: 


«*»_10„,  ,  234 


11 

2j6 


r^._  3     .  .  107 


§  11. 

Vorthellhatteste  UnterstUtzungsweise  für  den  Balken  auf  drei  Stützen. 

Wenn  bei  gleichförmig  über  die  Länge  des  Balkens  vertheilter 
Belastung  die  drei  Stützpunkte  desselben  in  gleicher  Hdhe  liegen, 
so  haben  —  wie  in  Fig.  56  gezeigt  wurde  —  die  absoluten  Werthe 
der  Biegungsmomente  an  den  Stellen,  wo  dieselbe  ihr  Maximum 
erreichen,  un^'l  eiche  Grössen;  und  zwar  verhält  sich  das  kleinere 
Maximum  zu  dem  pn')!<seren  wie  \)  zu  IG.  Die  Stellen,  an  welchen 
das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist,  oder  die  Stellen,  an  walchen 
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man,  ohne  den  BiegungszuatÄnd  zu  verändern,  den  Balken  durrh- 
scbaeiden  könnte,  liegen  bei  dieser  Untantötiungs weise  an  beiden 

Seital  im  Abstände       ▼oo  der  IfittoltttttM. 

4 

Um  die  vortheilhafteste  Lage  der  Stützpunkte  aufzufinden, 
oder  diejenige  üntentütznngsweise,  bei  welcher  da8  trr^sste  Bie- 

gnngbinouumt  oiog- 
liehst  klein  wird,  bat 

Äjfw  njijn  zunächst  zu  un- 

I  X.  — ^.  1       tersuchen :  welche  an- 

1  m  T  g"^"'  I  '^"z  *  z  j  dereLage  diesen  NuU- 
^        !~      '~(^^  ^  ^      punkten  oder  Schnitt- 

^l^jpz  stellen  gegeben  wer- 

den  müsste,  wenn 
jene  Maximalwerthe 

dtt  Bieguug^momente  gleich  gross  werden  sollen.  Nach  Fig.  66 
hat  du  Biegungsmoment  über  der  Mittelstfitze  die  Grösse: 

1)  aR.-,.(.-.)+£(i^=p(«'7''). 

und  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  Jedes  der  beiden  £iMlstficke 
hat  den  absoluten  Werth: 

2)  ^Dl^^Pf. 

Uonk  Qleichsetzung  dieier  beiden  Anedrtkke  eiliftlt  maa  Ar' 
die  GrtaM  a  den  Werth: 

3)  a  =  «yi. 

md  mit  BeoolniBg  deeselhsB  knin  man  naeh  ¥ig,  66  namebr 
die  Grtme  s  bestimmen  aoe  der  Oleichoag: 

4)  e  +  «  V^2»=j.  oder:  '  .  =0,414. 

1  -r  V  - 

"Wenn  die  Lage  der  Schnittstellen  dieser  Beamgung  entspricht, 
m  haben  die  Gegendrücke  der  beiden  Enditataen  ein  jeder  die 
Grösse:  % 

6>    A —pa  =  0,414  . 
und  die  abloten  Warthe  der  Biegungsmomente  haben  an  den 
drm  SteÜeij.  wo  dies^lbeo  ihr  Mari—nm  «rreieben,  nBenaehr  die 
tiidie  Grösse: 

6)   ^  =  «,»0,085786^}'. 
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£nt«r  Abtchoitt.  §  11. 


Fig.  «9. 


Dasselbe  Resultat  würde  man  auch  durch  die  in  Fig.  67  dar- 
gestellte UnterstützuDgsweise  erreichea  können,  bei  welcher  die 

drei  Balkenstücke  in 
gleicher  Höhe  liegend 
an  den  beiden  Schnitt- 
stellen  durch  Schar- 

1  -  |.-  —  — i  ^       .     liiere  verbunden  sind, 

I  und  da  nach  dem  Ge- 

1  setze  des  Hebels  für 

1  die  Gegendrficln  dar 

I^.  «8.  I  px-'K  ^eiStütepunktefenau 

I  ^     dieselben  Worthe  sich 

I  i        tx       I     ^rg^^^D*  ^^lui  Biur  an 

^  X  j«Den  bei- 

den Stellen  der  Balken 

dnichschnitten  ist,  eo  kann  statt  dessen  aueh  die  in  Fig.  dar- 
gestellte ünterstfitningsweise  gewählt  werden. 

Auch  bei  dem  oentinnirlicben  (nicht  durchschnittenen)  Balken 
avf  drei  Stfltaen  dnd  —  wie  die  Oleiehnng  5)  des  Toiigen  Para- 
graphen leigt  —  der  Gegendmck  der  Bndst&tse  und  ihr  Abstand 
Ton  dem  NuUponkte  Grossen,  welche  einander  gegenseitig  be- 
dingen, in  solcher  Weise,  dass  jedem  bestimmten  Werthe  von  K 
ein  bestimmter  xngehöiiger  Werth  von  z  entspricht  Wenn  also 
bei  dem  continoirlichen  Balken  Fig.  63  darch  irgend  eine  Yerftn- 
deruDg  der  ünterstützungswelse  bewirkt  wtlrde,  dass  der  Gegen- 
druck jeder  von  den  beiden  BndstAtzan  die  GiOsse  0,414 
3 

statt      pl —  auuimmt,  so  würden  auch  die  Nullpunkte  diejenige 

Lage  annehmen,  welche  dem  oben  gefondenen  Werthe  z  ^  0,414 .  l 

entspricht 

Denkt  man  sich  in  Fig.  53  die  Mittelstütze  das  eine  Kai  so 
weit  gehoben,  bis  der  Balken  die  beiden  Endstützen  nicht  mehr 
berührt,  und  das  andere  Mal  so  weit  gesenkt,  bis  der  Balken  die 
Mittelstütze  nicht  mehr  berührt  und  nur  noch  von  den  beiden 
Endstüt^fen  getragen  wird,  so  erkennt  noan  leicht,  dass  die  Grösse 
K  jeden  beliebigen  zwischen  den  Grenzen  0  und  pl  liegenden 
Werth  annehmen  kann  —  }f  nachdem  der  Mittelstütze  eine  höhere 
oder  tiefere  Lage  gegeben  wird.  Man  kann  daher  den  eititrebten 
Vortheil  auch  durch  eine  Senkung  der  Mittelstütze  erreichpn ,  in- 
dem man  diese  Senkung  gerade  so  weit  vergrössert,  bis  die  Üegeu« 


Digitized  by  Google 


VortlMiIhftlMe  ÜntontUtsviiisiwaM  ftr  d«n  Bslken  wt  dr«i  SMIimi.  43 


drficke  der  Endstützen  die  Grösse  Jr=0,414;)7  erreicht  haben 
(Fig.  69).  Um  dio  Grösse  der  erforderlichen  Senkung  zu  berech- 
nen,  hat  man  sich 


FSg.  10. 


i 


den  Biegungszustand 
der  Balkenhälfte  AB 
auf  die  in  Fig.  70 
dargestellte  Weise 
zu  veranschaulichen 
und  die  Tabelle  des 
§  6  auf  diesen  Fall 
anzuwenden.  Für  die 
von  den  beiden  Bie- 
guiigsursachen  und 
j>  l  hervorgebracliU 
Durchbiegung  erhält 
man  nach  jener  Ta- 
belle die  Gleichung: 


7^ 


In  dieser  Oletcfaneg  iet  für  K  der  Toigesebriebene  Werth  lu 
enbetUniren.  Die  ToHheilhafteete  Senkung  der  Hittelatatse  hat  also 
die  GrOese: 


8) 


^  -   S  EX  ~  EZ 


Wenn  för  den  Balken  diese  Unterstützunggweiae  gewählt  wird, 
80  ist  das  grösste  Biegungsmoment  nach  Gleichung  G)  zu  berechnen; 
folglich  hat  die  grösste  biegungs-Spanuuug  (nach  §  2,  Gleichung  12; 
die  Grösse: 

9)  Ä=  ^  0,086786 

und  wenn  man  liierin  der  Grösse  S  die  Bedeutung  der  praktisch 
zuläsngen  Spannung  (pro  Quadratmillimeter  der  Querschnittsfläche) 
beilegt,  so  kann  man  diese  letztere  Gleichung  zur  Berechnung  der 
Grösse  als  des  erforderlichen  Trägheitsmomentes  der  Quer- 
schnittsfläche benutzen.  Nach  Substitution  dieses  Werthes  für  % 
nimmt  die  oben  für  /  gefundene  Gleichung  die  Form  an: 

10)  /=0,lö237. 
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£»ter  Abaohaitt.  §  13. 


In  dieser  Gleichuiif::  bedüuUt  iv  die  Euti'eniuug  der  am  stdik- 
steü  gespannten  Faser  von  der  Neutralen  —  mithin  bei  symme- 
trisch in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  geformtem  Querschnitte  die 
halbe  Hohe  desselben.  Wenn  also  mit  h  die  ganze  Höhe  und  mit 
L  die  ganxe  Länge  des  BalkAw  tmaUdmet  wird,  so  ist  dia  Tortheil- 
faiftoste  Senknng  der  HittelstOtze  in  bestimmeii  m  der  GUeiehung: 

11)  /  =  0,076186  § 

Für  Schmiedeiaen  würde  5=6Kil.  nud  £  —  20  000  zu  setzen  seiu. 
FAr  einen  eehaiedebernen  BraeIceniHilkan  von  der  HShe  h  ss  10000™^  nnd 
der  Länge  L  =  200000™*"  hat  alio  die  Yortheilhsfteite  Seoknng  der  Mittel- 
stlttse  die  OiOeee: 

/  =s  0,076 185-  —  — •  =91.4™». 

Der  durch  solche  Uaterstützungsweise  erreichte  Vortheil  besteht  daria:  dass 
das  grdsste  ffiegangsraemenl  im  TerhUtniM  0,12(^s  0,086  Terkleinert  worden 
iffk  (TergL  §  10,  OleiohQng  8,  und  §  11,  Gleiehang6). 

§  12. 
BaHceii  nrf  Wer  Sttben. 

Das  Biegungsinoment  über  einer  von  den  beiden  Mittelstützen 
iiat  nacii  Fig.  71  die  Grösse: 

1)  SB=  f  -gtf-a). 

Die  Bie)?ungszu9t:1nde  der  di  ri  Abtheilungen  des  Balkens  kann 
man  sich  durch  die  Figuren  72,  73,  74  veranschaulichen.  Aus 
Fig.  74  prhält  man  nach  der  Tabelle  des  6,  indem  man  die 
DurchbiPL'uiiL^  am  freien  iindpnnkte  (  nach  derselben  berechnet  und 
die  algebraische  Summe  der  von  den  drei  Ursachen  a,  p(l  —  a) 
zu  dieser  Durchbiegung  gelieferten  Beiträge  gleich  Null  setzt,  die 
Gleichung: 

Die  Grösse  tg  a  kann  man  nach  Fig.  72  berechnen.  Denkt 
man  sich  die  linksseitige  Hälft«  dieser  Abtheilung  in  eine  feste 
Wand  eingeschlossen,  so  erkeunt  man,  dass  für  die  nachtsseiticre 
Hälfte  die  Grösse  tg  a  wiederum  nach  der  Tab-Ol**  de.-*  ^?  G  i)e- 
rechnet  werden  kann,  und  man  erhSlt  durch  Summation  der  von 
den  drei  auf  die  reciitsseitige  Hälfte  wirkenden  ßiegungsursachen 
zu  der  Grösse  tg  a  gelieferten  Beiträge  für  dieselbe  den  Ausdruck: 
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.   pa  .  a"" 


¥e% 

Diesen  Aiisjdrnck  hat  man  nach  Substitution  des  oben  für  3Di 
gefimdeDPn  Werthes  in  Gleichuiifr  2)  für  ti;  a  zu  substituiren.  Man 
erfaftlt  dann  eine  Gleichung,  ans  welcher  die  Gn'^^se  K  als  einzige 
noch  anbekanute  QrÖBse  berechnet  werden  kann.    Wenn  man  in 

dieser  Gleichung  abkurzangsweise  das  Yerhftlteifls  wik^  eo 

nimmt  dieselbe  fdr  K  aufgelöst  die  Form  an: 

pli  3  +  3«— I6n»  +  n» 
"         l-|_n  — 2»« 

P  Fig.  71. 


) 


Für  den  Gegendruck  jeder  Ton  den  beiden  MittelatÜtzen  ergiebt 
sich  liiemadi  der  Werth: 

Wenn  z.  11.  dio  vier  Stützpunlftß  in  pl-Mchen  Abj^tändeii  von  einander 
liegen,  so  ist  n  =  ^  zu  setzen,  und  man  erhalt  aus  den  letxteien  beiden  Qlei-  - 

o 

chuiig«!!  die  Werth«; 

^^^^^ 


16 
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Enter  Abschnitt.  §  18. 


Die  graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  kaini  für 
die  mittlere  Abtheilung  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  39,  und 
für  jede  von  den  beiden  Seiten -Abtheilungen  auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig,  ö5  aufgeführt  werden.  Der  allgemeine  Atisdruck  für 
das  Biegungsmoraent  an  der  im  Abstände  x  von  der  Mitte  befind- 
lichen Stelle  hat,  weuu  die  Stelle  der  mittleren  Abtheilung  ange- 
hört, die  Form: 

6)   Jtf=-£i^-:^_p(«_«)_Ä^(i  — ar> 

Wenn  dagegen  die  Stelle  einer  von  den  beiden  Seiten-Abthei- 
lungen angehört,  80  ist  das  Biegangsmoment  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung: 

Die  hiernach  in  Pig.  75  ausgeführte  graphische  Darstellung 
der  Biegungsmomente  zeigt,  dass  für  den  oben  als  Beispiel  ge- 

Fig.  7§. 


wählLeu  Fall:  n~—  die  absoluten  Werth«  der  Biegungsraomente 


an  den  fOnf  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maiimnm  erreichen,  sich  vei^ 
halten  wie  16:20:5:20:16. 


§  13. 

VarlMIhaflMle  lleliwmiiiinwwiie  llr  dm  flelkMi  vA  vitr  SttlMat 

DeDkt  man  eich  den  Balken  anf  die  in  Fig.  76  angedeatefee 
Weiee  dnrchechnitten  nnd  nnteretfltet,  sc  findet  man  —  auf  die- 
.eelbe  Weise,  wie  in  §  11  ans  Fig.  66  eich  ergeben  hatte  —  dass: 

1)    a  =  ^  l  2 

sein  muss,  wenn  die  absoluten  Werthe  der  Maximalmomente  ein- 
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ander  gleich  sein  sollen.  Wenn  man  ia  der  »08  Fig,  76  zu  eut* 
nebmendea  Oleichnog: 

den  übigi  ii  Werth  für  a  subsütuirt,  so  nimmt  dieselbe  für  z  auf- 
gelöst die  Jb'orm  an: 

3)  z  =  ^  =0,2612.1. 

1  -h  2  V2 

Fig.  70. 

JP'V^  V^'f  P*"^ 

I 


1 


i 


Die  absoluten  Werthe  der  MaximalmomeDte  haben  bei  dieser 
UntereUltniDgsweiee  die  gemeiDScbaftliche  Grtaee: 

4j    m  =  ^  =0,0341 

und  für  die  Gegeodrücke  der  Stfitspunkte  eigeben  sieli  oich  Fig.  76 
die  Werthe: 

5)  K  =  pz  =  0,2rA2  .pl, 

6)  P  =  2;>o  =  0,7388. 

Dasselbe  Resultat  würde  mittelst  der  in  Fig.  76  dargestellten 
UnteretützuDgaweise  auch  daoD  erreicht  werden  kOnnen,  wenn  die 

Kg.  77. 


Ml. 


I 


Fig.  7a 


4. 


fünf  Balkenetttcke  in  gleicher  Hohe  Hegend  an  den  Schnittstenen 
doich  SdMndere  Terbnnden  wiren.   Di  nneb  den  Oeeatae  des 
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Elfter  AbMlmitt  §  18. 


Hebels  tiir  die  Gegendrücke  der  vier  ünterstötznngspunkte  genau 
di-'selben  Werthe  sich  ergeben,  wenn  in  Fi^.  76  entweder  die  bei- 
den mittleren  oder  die  beiden  äusseren  Schnittstellen  fortgelassen 
werden,  so  kaao  statt  der  obigen  auch  die  in  Fig.  77  oder  die  in 
Fig.  78  dargestellte  ünterstützunEfsweise  gewählt  werden. 

Wenn  man  bei  dem  con ti n u irlicben  (nicht  durchschnittenen) 
Balken  die  iStuLzpunkLe  so  Ipgt,  ila-^=;  die  Nullpunkte  der  Hiegungs- 
momente  dieselben  Lagen  erhalten  wie  die  Schnittstellen  in  Fig.  76, 
80  werden  auch  die  Maximalmomente  bei  dem  continuirlichen  Bal- 
ken dieselben  Werthe  annehmen  wie  bei  dem  durchschnittenen 
Balken.  Um  also  für  den  coDtiouirlichen  Balken  die  TortheÜhalteste 
UntMitfttioDgsweise  hennstdlen,  hai  man  die  HoTi»mtal-AlMtiiid6 
der  Sifttsponkte  so  wa  wählen,  wie  oben  in  Bezug  auf  Flg.  76  ge- 
fünden  wurde,  und  aliduin  die  Mitteletttliien  so  weit  zu  senken, 
dass  die  Gegendrflcke  der  StQtspnnkte  ebenfUls  die  oben  (in  den 
Gleiehnngen  6  und  6)  gefundenen  Werthe  annehmen  (E$g.  79). 

Ilg.  79. 


Zur  Berertiniing  dieser  vortheilbaftesten  Senkung  der  Mittel- 
stützen k.uin  man  die  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  be- 
nntzeu,  indem  man  darin  auf  der  linken  Seite  die  Grösse  ,^/**  an 
die  Stelle  von  Null  setzt  und  für  tg  a  den  Werth  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  substitnirt.  Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

weklie  nach  Substitution  der  oben  für  die  Grössen  a,  M  ge- 
fundenen Ausdrucke  den  Werth  liefert: 

8)  /  =  0.004712  Ij. 

Wenn  der  Balken  auf  solche  Weise  unterstützt  ist,  so  hat  das 
grösste  Biegungsraoment  den  in  Gleichung  4)  angegebenen  Werth; 
also  ist  das  Trägheitsmoment  des  erforderlichen  Querschnitts  zu 
berechnen  aus  der  Qieichuog: 
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9)  ^  %  =  0,03ii,pn, 

in  welcher  die  praktisch  zulässige  SpaDoung  (pro  QuadratmilU» 
meter)  mid  10  =  -^^  ^         Höhe  des  (symmetrisch  Tonrosge- 

setzten)  Querschuittä  bedeutet.  Nach  Substitution  des  hieraus  für 
die  Grösse  %  sich  ergebenden  Wertbes  nimmt  die  oben  für  /  ge- 
fundene Gleichung  die  Form  an: 

10)  /=o.27«4  |  ~ 

Ffir  eioeo  Mbrnkdeisernen  Brückenträger  wUrde  E  =  20000  and  S=6  KU. 
stt  Mttm  adiL  Wenn  alM»  1.  B.  die  LIng«  2f  ^cflOOOOOB»,  und  die  HIHm 
A  =  iO000n»  ift,  eo  hat  die  TortheilbtfiMte  Senkmig  der  ]ßttelst«tien  die 
Gftoe: 

Hu  «riiilt  hnmt  «hb  itoii  QleiohiingeD  8)  nad  1)  resp.  ftr  die  Gitaien  « 
nod  •  die  Werths: 

z  =  89l80»«  und  a  =  39180.  V  2  =  55410"". 
E=  mnss  also  der  Mittelöfifcunp  die  Grnsse  2«  =  1 10820^™^  und  jeder  Ton 
den  beiden  Seitenöffnungen  die  Grö^e  /  — a  =  94ö90""  gegeben  werden. 

§  14. 

Für  die  vortheilhafleste  Lage  der  Schnittstellen  (oder  Null- 
punkte der  Biegungsmomente)  erhält  man  nach  Fig.  80  die  Glei- 
chungen: 

1)  »-i-3«V^2  =  i,  oder:  «=  - --^—=  =  0,19074. i, 
2)  a  =  2»y 2^=1 0,6395. ^. 


1 
I 


Fig.  80. 

?vi.  äs:  ..;_^..„,  ! 


'—K — '   ^ 

 J|..»^*..«...r.|^*«*,...^.^«^...^^  1^0- 


Bei  dieser  Lage  der  Schnittstellen  eigebeD  sich  fOr  dis  Q^gmi- 
drficke  der  Stütspnokte  die  Wertbe: 

3)  K  =  pz  =  0,miA.pl, 

4)  P  =  pa  0,5395. 

Bitter,  Isgcaieor-Meciiuiik.  3.  aoH.  4 
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und  die  Maxima  der  absoluteu  Werthe  die  Biegungsmomeate  haben 
die  gemeinschaftliche  Grosse: 

Um  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnittenen)  Bal- 
kea  den  gleichen  BiegungsmsUuid  hereustellen,  hat  man  die  Hoii* 

sontal-Abstände  der 
St&tBpaiikta  80  in 
wählen,  wie  oben  tu 
BesaganfFig.SOge- 
fanden  wnrde,  und 
abdtnn  die  Mittel- 
Btfltun  80  weit  ta 
senken,  dass  die 
DraekTeitheilnng 
auf  die  Stdtsen 
ebenfidls  dieeelbe 
wird  wie  in  Fig.  80. 
Die  hiersu  erforder- 
lichen Senkungen 
der  flfittetetatwn 
kann  man  naeh 
Fig.  81  berechnen, 
indem  man  8ich  die 
Bieguogszustände 
der  beiden  Abthei- 
lungen auf  die  in 
Fig.  82  und  Fig.  83 
angedeutete  Weiso 
veranschaulicht 

Far  die  Durchbiegung/  nnd  die  QrOsse  tgaerh&lt  man  aus  Fig.  82 
(nach  der  Tabelle  des  §  6)  die  Gleichungen: 

(  9 

6)  /=  ' 


Fig.  88. 


SEX 


SEX 

welche  nach  f^nbatitiition  der  obon  für  die  Grössen  a  und  SR  ge- 
fundenen Werthe  die  Formen  annehmen: 
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8)  /=  0,0008826-^^^,      9)    tg  a  =  0,00327  •  ^Z^- 


Auf  ähnliche  Weise  kaon  man  die  Grösse  s  nach  Fig.  88  be» 
raehnen.  Di«  AnweiiduDg  der  T^he^e  des  §  6  führt  zonlehst  in 
der  Glriohiing: 

' — im  —  sm^^^-''^^^^ 

und  nach  Substitution  der  fftr  die  Grossen  JT,  Op  tga  gefiindeiMD 
Anadrficke  erblH  man  für  die  HAhendiffereni  «  den  Werth: 

11)  8  =  0,0020^4.-^. 

Da  bei  dieser  UnteratAtrangBweifle  das  grteete  BiegungamoiDeiift 
den  in  Gleichung  5)  angegebenen  Werth  annimmt,  so  kann  das 
Trägheitsmoment  der  erforderliehen  Qaersehnittsflftohe  berechnet 
werden  ans  der  Gleichung: 

12)  ~X  =  0,018 19^>^^ 

und  nach  Svbstitation  des  aus  diessr  Gleichung  für  die  Grüsss  % 
an  entnehmenden  Warthes  erhilt  man  ans  den  Gldchaogen  8)  nnd 
11)  für  die  Tortheilhaftesten  Senkungen  /  und  t  die  Werths: 

13)  /=  0,097 027. 

U)  «=0,23026.^. 

Fttr  «inen  schmiddeisernen  Brackeotriger  von  d«r  Lange  2/  =  400000™" 
nod  d«rH5iie  AastOOOC"™  wBide  mtn  ;9asSKiL  und  jBsSOOOO  n  aetien 
haben;  man  «rhtlt  dann  die  Werth e: 

/=  U6ß>"»,4  und  8  =  276'«™. 9 
Ks  ergeben  sich  femer  nach  Gleichung  2)  für  die  erforderlichen  Horizonial- 
abstände  der  Stützen  die  Wcrthe:  a  =  107 900°»™,  Z—o  =  92100"^. 

§  15. 

Allgemeine  Theorie  des  Balkens  auf  Stutzen. 

Wenn  man  bei  dem  in  Fig.  84  dargestellten  Balken  an  irgend 
einer  Stelle  innerhalb  der  n-ten  Abtheilang  einen  Verticalsclinitt 
duroh  den  Balken  hindurch  legte,  so  würde  man,  um  das  Oleieh- 


*)  Nach  Mohr 's  „Beitrügen  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-CoDatmo- 
tleDen"  (Zettsobrift  det  Arehlteoten«  und  Ingeniaiir-Fmiat  für  dai  KSnigielfih 
Hannotttr,  Jahigug  iWf^ 

4* 
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gewicht  wieder  herzustellen,  bei  jedem  der  beiden  durch  den 
Schnitt  getrennten  Balkentheile  an  der  Schnittstelle  irgend  ein 
Kräftepaar  vom  Momente  M  und  irgend  eine  Yerticalkraft  vod 

Fig  U, 

iL  Kn 


A 


^  II  IT  " 


,  I,. 


/Cr 


der  Grosse  Y  hiotuflBgen  müseeB.  Das  Moment  wird  das 
BiegungsmomeDt  und  die  Kraft  V  inrd  die  Terticale  Ab- 
sclieerungskraft  (oder  aucli  kuraweg  die  Yerticalkraft)  f&r  die 
betreffende  Stelle  genannt 

Die  Beäebungeo,  welche  xwiseben  den  beiden  Grossen  V  nnd 
9R  stattfinden,  können  aus  der  Flg.  85  entnommen  «erden,  welcbe 

den  Gleicbgewicbtsanstand  des  xwiseben  swei 
benacbfaarten  Verticalscbnitten  befindlichen  Bal- 
kenstflekes  von  der  unendlich  kleinen  Lftnge  dt 
Yennschaiilicht.  Wenn  man  die  algebraische 
Summe  der  statischen  Momente  sftmmtlicher  auf 
dieses  Stück  wirkenden  Kräfte  in  Bexug  auf 
den  Drehpunkt  J  gleich  Null  setzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 


fig-  8& 


I 


I 


welcher  man  nach   Weglassung  des  letzten 
Gliedes  (als   einer  unendlich  kleinen  GrOsse 
zweiter  Ordnung)  auch  die  Form  geben  kairn: 


1) 


und  wenn  man  ein  anderes  Mal  die  iilgebniisehe  Summe  der  Vei« 
ticalkräfto  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
0^(F-f  f/F)—  oder; 

Die  Verticalkraft  V  ist  eine  Grösse,  welche  innerhalb  der  zwi- 
schen zwei  benachbarten  Stutipunkteo  liegenden  Strecke  stetig 
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sich  ändert.  An  jedem  Stützpunkte  selbst  aber  Ändert  sich  die- 
selbe sprungweise  am  eine  Grösse,  welche  gleich  dem  Gegendrucke 

dieses  Stützpunktes  ist.   Wenn  allgemein  mit  A 

der  Werth  bezeii^hnet  wird,  wplrhen  die  Ori^5)8e 
V  luiiniitt^lbar  links  lu'bon  eiiiPiu  Stützpunkt« 
auuiiijüit,  Ulli  mit  /»'  der  Werth,  welrluni  die- 
selbe  ijiiinittelbar  recht?  nebon  dt^m  Stütz- 
punkte annimmt,  so  ist  nach  der  Fig.  8(>,  welche 
M^J  \        den  Gleichgewicbf'^/n^tjind  des  über  dem  n-tpn 
)        Stüt/ptinkto  lu  LT-Mhien  unendlich  kleinen  lial- 
kHiistücks    Vi'i  iiisi'haulioht,    df»r  Gegendnick 
dieses  StätzpunkUis  zu   besUmmeo  aus  der 
Gleichung: 

3)  Kn^An—!K. 
Zur  Berechnung  der  Gr53««en  A  und  H  kann  man  di<»  Pi^.  87 
benutzen,  in  welcher  die  auf  dka  zwischen  dem  n-tcn  und  dem 

n     l-ten  Stfltz- 


Wg.  S7. 


punkte  [befindli- 
che lialkenstflck 
wirkenden  Kräfte 
angegeben  sind. 
Wenn  man  die  al** 
gebraisobe  Som- 
me  deritfttifeliMi 
Horoento  iftmmi- 
llober  Krftfto 
gleiob  Noll  M«it 

und  den  linkiMitigen  Endpunkt  des  Balkeoitfleks  dabei  alt  Dreb« 
ponkt  wftblt,  so  eiliilt  man  die  OlelebiiQg: 

0=:3».+i  — aR.+  2  j>„tt-A.+t/..  oder: 

i)     A^i^   j-^  1-^  • 

Die  Gitae  Bn  kann  mmniebr  bestimnit  werden  *as  der  OM« 
^nog  der  Teiticalkrifte: 

wikbe  flir     wafgML  nach  Sabstttatioii  des  ftr  die  OrOsss 
Werthes  die  Form  amrimmt: 


/.   2 
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Wenn  man  das  in  Fig.  87  darirestellte  Balkenstück  als  einen 
an  beiden  Enden  eingemauerten  HalkPii  iietracbtet.  und  auf  die 
Berechnung  der  Durchbiegung  desselben  das  in  §  8  erklärte  Ver- 
fabreo  anwendet,  so  erh&lt  man  nach  der  Tabelle  des  §  6  die 
01eichaogeii: 

yn+1  — y»~/Btga„  +  ^^  +  -  2^  , 

weldieii  man  nach  Substitution  des  in  Gleichung  4)  fOr  die  OvOsse 
-^B+i  gefondeiieii  Werthei  auch  die  folgenden  Foimen  geben  kann: 

6)   i^(tga»+i-tgap)  =  ^(a)?n+t4-2H»J^— -li.Ü, 

Die  letztere  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn 
in  derselben  der  Index  überall  um  „Eins"  erhöht  wird,  und 
geht  dann  in  die  folgende  über: 

8)   £Z        —  y»f  1  —  /»+t  tg  a^i) 

Wenn  man  von  den  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  die  erster» 
dudi  In,  die  letitere  durch  /b+i  dividirt,  und  alsdann  die  letitere 
von  der  ersteren  subtrablrt,  so  erb&lfe  man  eine  Gieicbnng,  welcher 
man  die  folgende  Form  geben  kann: 

Die  Gleicbsetziing  der  beiden  in  den  Gleichungen  6)  und 
für  die  Grösse  E%  (tg  On-f  i  —  tg  an)  gefundenen  Werthe  führt  end- 
lich zu  der  Gleichung: 

4  l  /n+l  ^         ?n  ' 

Wenn  man  diese  91eiefaiing  darch  ^  dividirt  und  alsdann  ab* 
kännngs  weise: 
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11)  -*.f-^(yn+i  —  yu )  =  12)  = 

Mtlt,  80  erbftli  man  die  folgende  allgemeine  Gleichung  fdr  <Ua 
BiegnogsiDOiDeDte  an  drei  auf  einander  folgenden  StAlipiinkteo: 

13)   SR«  +  2l»iH-t  (1  4-  «M-t)  H-  a»H-»  »».+1 

Balken  auf  teim  Sttttiea* 

Wem  man  in  den  aUgemeinen  Gleiehnngen  dee  Torlgin  Para- 
graphen die  folgenden  Wertbe  enbotttatit: 

«t  =  Mf  =     =      —  0, 

fMi  =  fftf  ^tn^  ÄS  •  •  •  .=  l, 

80  gelten  jene  Gleidmngen  nnnmebr  flllr  einen  Balken,  denen 
Belastung  gldehfftnnig  Aber  die  guiae  LAnge  deeielben  vertbelH 
iet,  nnd  dessen  StAUpnnkte  slmmtlfch  in  einer  und  deitelben 
Horisontalen  liegend  die  gnnze  Lftnge  des  Balkens  In  AbOiellnngen 
von  gldcher  Uoge  zerlegen.  Die  Oleiclinngeii  13),  4),  6),  B) 
ndunen  fftr  diesen  ipedellen  Fall  die  folgenden  Vonnen  an; 


2) 

+  2« 

3) 

~  2' 

4) 

JEb    =^  J^m  *~  Bm  • 

MttUIsi  der  enten  dieser  ffer  Olelebnngen  kann  man  die 
Kegnn^mNMseBte  übsf  den  Statsponkten  bereefanen*  Wenn  man 
•telick  in  dieser  Gkkkoog  tär  den  Ind»  ^  der  Selbe  nacb 
fie  WciOe  1,  2,  3 . . .  snbstitiiiit  —  nnd  aagMcb  berfick^icbtigt^ 
dHS  dsa  Hilf  ngsrnmueBl  am  bdvnnkte  des  frei  aiifli«Keu4«D 
Beft«  imM  gleicfc  SnU  ist  —  so  eibftlt  man  miebst  die 
G^isfhisgw; 
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6) 

0    -h^S'^t  +  SXts 

2  ' 

ß) 

— T' 

7) 

~  2  ' 

8) 

2 

Diese  GleichUDgen  kann  man  benutzen,  um  die  unbekannten 
Grössen  ,  Tl^  , , ,  sftmnitlidi  durch  die  eine  unbekannte  Grösse 
3ßi  auszudrücken.  Indsm  man  die  erste  für  antiöst«  den  ge* 
fundenen  Werth  in  die  zweite  einsetzt,  um  Wl^  daraus  zu  berech- 
nen, und  auf  diese  Weise  fortl&fart,  gelangt  man  der  Beihe  naeh 
zu  den  folgenden  Gleichungen: 


8 


9)  ajia--^— 4a)i 


'81 


10)  m^  =  ^YP^'-\-ibm,. 

12)  2»,=  — 22jjl«  +  209a»,  .... 
Die  Bi^angsmomente  Uber  zwei  Stfltzpnnkten,  welche  gleich 
weit  Ton  der  Mitte  des  Balkens  entfernt  sind,  haben  gleiche 
Grössen.   Für  den  Balken  auf  zehn  Stötten  kann  man  daher  die 
Grösse  Wl^  nunmehr  berechnen,  indem  man  die  Werthe  von 
und       einander  gleichsetzt,  also  aus  der  Gleichung: 

6|rf» 568»,  =  —  221^«  + 2093»,,  oder: 

Hiernach  ergehen  sich  für  die  fibrigen  Bieguugsmomente  aus 
den  Glsichnngen  9),  10),  11)  die  Werthe: 

41  45  4.4 

uud  wenn  die  Grösse  i^^  uls  Einheit  betrachtet  wird,  30  stellen 

die  in  Fig.  88  angegebenen  Zahlen  die  Biegungsmomente  über  den 

zehn  Stützpunkten  dar. 

Uni  die  Gegendnicke  der  Stützpunkte  zu  berechnen,  hat  man 
in  den  Gleichungen  2),  3),  4)  för  den  Index  ,,n''  der  Reihe  nach 
die  Zahieo  l,  2,  3,  4,  5  zu  substituireo  und  dabei  zu  barücksich- 


Vierfach  iiiitenfctttitar  BAlkeii  mit  ciret  fii]iielg«wi«htoii  ImlMtet  57 

tigen,  dass  die  Gr^Vsse  als  Verticalkraft  links  neben  der  ersten 
Stfltie  JedeD&Us  gleich  Null  ist  litt  Bemittiiiig  des  fOr  9R,  g»- 

Fig.  b-S. 


56 


41 


4< 


1 1 


15 


41 


T 


I 


f Uli  denen  Warthes  erhält  mui  demnach  zur  Bestimmang  der  QrOsse 
iCi  die  Qleichungen: 


209 
Ö30 


Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  aar  Beetimmang  der  Qrtese 
iC,  die  folgenden  Gleichungen: 

j  0  .   pl      321  . 

r    +  2"-  öäÖ^'' 
R       a»,  —  8»,      jrf         280  . 

^*  i  ^""  630^ 

r.       321    ,  ,  280    ,     601  , 

^*  =  530^  +  Ö30 


m  tu 


Fig.  8«. 


&3B 


520 


53S 


601 


t   t   I  I 


2M 


I   1  I 


und  findet  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  die  in  Fig.  89  zu- 


sammengasteltten  Zahlen,  welche  mit  dem  Factor 


pl 

ö3Ö 


mnltiptieirt 


die  wirklichen  Gegendrücke  der  zehn  Stützpunkte  darsteilen. 


§  17. 

VierlMli  MtorsUHitor  BaUwn  iiit  drei  EiiuMlaMricUm  MaML 

Uan  bmn  den  in  Fig.  90  dargestellten  Balken,  welcher  in 
WirMiehk^t  nur  an  Tier  Pankten  nnteratfitact  ist,  anch  als  Balken 
auf  sieben  Sttttnu  betrachten,  indem  man  in  den  StAtipnnkten 
aneh  die  drei  Belastnngspmikte  tfthlt  nnd  die  drei  Oewichte  Q 
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als  negative  Gegendrücke  derselben  beh;indelt.  Um  die  allgt  inöinea 
Gleichungen  des  §  15  auf  den  vorliegenden  Fall  anzuwendeo,  hat 
man  die  Werthe: 

Pi  ^  /•»  =  =  ^» 


in  denselben  tj}  suh^atihiiren.  Die  Gleichung  13)  des  §  iö  nimmt 
alsdann  die  folgende  Form  an: 

S».  -h  4SR.+1  -f-  8».+«  =    (««+1  — 

und  wenn  man  in  derselben  fiir  üen  index  der  }{o\h<'  nach 

die  Zahlen  1,  2,  3  substituirt,  so  erhält  man  —  in  Berücksicb- 


Q 


1 ' 

a 


tigung  des  ümstandes,  dass  liü^i  =  0  nnd  d&ss  8R5  =  9Rt  vti 
die  drei  Gleichungen: 

0  +  43«,  4-  a».  =    («,  -  "1)» 

Nach  Oleiehnng  11)  des  §  16  enthalt  der  Ansdroek  för  die 
Höhendifferenz  swischen  dem  ersten  and  sweiten  StQttpnnkte  als 
Fkctor;  ebenso  der  Ausdruck  für  die  Höhendifferenz  zwischen 
dem  zweiten  nnd  dritten  Stützpunkte.  Da  die  beiden  Stfitipnnkte 
1  und  S  in  gleicher  Höhe  liegen,  so  ist  m,  »  —  it,  su  setzen. 
Ans  demselben  Grande  ist  «4  =  —  «,  zu  setzen,  und  man  erhält 
nach  Ausfübraog  dieser  Sabstitntionen  die  folgenden  drei  Gki- 
changen: 
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1)  49R,+3)?.=-~ 


u 


1' 


3)  2aR,+49K,=--^«,. 


W«  ma  die  am  den  Gleichungen  1)  und  3)  resp.  fflr  die 
Grössen  tij '  und  u,  zu  entnehmenden  Werthe  in  Gleichung  2)  sub- 
8ütiiirt|  80  nimmt  diese  letztere  auf  Xnll  redncirt  die  Form  an: 

Die  zur  Bestimmung  der  drei  uabekannten  Gr^^ssen 
11^^  noch  fehlenden  zwei  Gleichungen  erhält  man  nn?  den  allge- 
meinen üleichuDgen  3i,  4),  5)  des  §  15,  indem  man  zunilcbst  die 
Ausdrücke  für  ä',  und  aus  denselben  ableitet  und  alsdann 
jeden  dieser  beiden  Ausdrücke  gleich  „ —  Q^*  setzt.  Man  gelangt 
dabei  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


 ^    — . 


A|  ^  ,        A4  =  j  , 

6)  23??, -2aje3  =--g/. 

Aus  den  drei  Gleichungen  4),  5),  6)  ergeben  sich  nunmehr 
für  jene  drei  Biegungsmomente  die  Werthe: 

7  ^,  .   ^  ^.     ^  4 


8».  20«'- 


Fig. 


I 


30  >i 


U 


Warn  man  fenier  aus  den  allgemeinen  01eiehangen  8)«  4X  f^) 
des  I  16  die  Aaedrfiidce  Ar  JTi  und  IT,  ableiiet,  bo  gelangt  man 
dabei  xn  den  feigenden  Gleiehungen: 
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^1=0. 


l 


i 


und  nach  Substitution  der  oben  für  die  drei  Biegung:3momente  ge- 
fundenen Ausdrücke  erhält  man  hierauf  für  die  Gegendrücke  der 
Stützpunkte  die  in  f'ig.  91  angegebenen  Werthe. 


B«i  Abloitiing  der  allgemeinen  Oleichnngen  des  §  15  wurde 
xwar  ToiEuflgesetet,  dass  xwisehen  je  zwei  auf  einander  folgenden 
Stützpunkten  die  Belaetnog  gleichfilrmig  Ungi  der  betreffenden 
Balkenstrecke  vertheilt  war.  Man  kann  jedcx^  jene  Gleichungen 
anob  anf  den  Fall  noch  anwenden,  in  welchem  eine  eolcbe  Strecke 
ans  mehreren  Theilen  besteht,  deren  Belastungen  pro  Längeneinheit 
ungleiche  Grössen  haben.  Für  diesen  Fall  hat  man  die  Grenzpunkte 
der  gleicbförmii?  belasteten  Strecken  (oder  die  Discontinuit&tspnnkte, 
in  welchen  die  Belastung  pro  Längeneinheit  sprungweise  aus  einem 
kleineren  in  einen  grösseren  Werth  übergeht)  mit  zu  den  Stütz- 
punkten zu  zählen  und  die  Gegendrücke  dieser  fingirten  St&tspunkte 
nachher  gleich  Null  zn  setzen. 

So  z.  B.  würde  man  den  in  Fig.  92  dargestellten  Balken 
—  obgleich  derselbe  in  Wirklichkeit  nur  drei  Stützpunkte  hat  — 


alN  einen  Balken  auf  vier  Stützen  zu  beiuindflu  liaben,  und  in 
den  alltrenieinen  Gleichung»^n  des  §  15  würden  für  diesen  Fall  die 
folgenden  Werthe  zu  substituiren  sein: 


§  18. 

BelkM  Mfl  dittoiitiieMich  wertlniltcr  BeUttang. 


Fig.  91 
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in,««»«!, 
iii  8  —  M|    und      =  0. 

Miii  erhftlt  duin  nach  Qleicbung  13)  d«8  §  15,  indem  mm 
dsrin  ein  Mal  n » 1  und  «in  anderes  Mal  n  =  2  Mtat,  die  beiden 
Okiekiuigeii: 

indem  man  jede  dieser  beiden  Gleichungen  Ar  die  QfOiM  if, 
anflflet  nnd  die  beiden  anf  eolche  Welae  gefundenen  Aiiadrflcke  als- 
dann einander  gleicb  seUt,  gelangt  man  ferner  tu  der  Gleiohung: 
3)   243»,  +  363»,  «  (p^  -f  3ii,  +  2/>,) 

Um  die  snr  Beredmung  der  beiden  OrOseen  iD?,  und  fiR,  noch 
erforderliche  xwelte  Gleiehnng  sn  erhalten,  hat  man  nach  den  all* 
gemeinen  Glelehungen  3),  4) »  6)  des  §  15  den  Ausdruck  flir  die 
Grosse  JT,  su  bilden  und  diesen  Ausdruck  dann  gleich  Null  lu 
setzen.  Die  Ausführung  dieser  Operation  ftthrt  su  den  Iblgenden 
Gleichungen: 


O)     •Di—  j  2  » 


oder: 


Durch  AuflOeung  der  beiden  Gleichungen  3)  und  7)  erbftlt 
man  ftr  die  beiden  Biegungsmomente  SR,  und  9^^,  die  Werthe: 

8)  a»,  =  i^p^  -  ibp,  -  Up,)  . 

Die  Gegendracke  der  drei  wirkliehen  Stiltspunkte  kann  man 
nunmehr  nach  den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  16  bereebnen, 
indem  man  mit  Hfilfb  derselben  die  Ausdrfleke  flllr  die  GrOseeo 

K^t  biUet: 

=     ^   i-  2  • 
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■ 

Ä4  —       pH-  ^2-, 

nod  die  oben  gefundeneu  Ausdrücke  für  die  Monu ute  Ü)ij,  3)^,  in 
diesen  Gleichungeo  substituirt.   Man  erhält  dann  die  Werthe: 

jr.  =  (66ft  +  löft-2ft)l. 
iJi  =  (4öji,+99A+64Ä)^'g, 


§  19. 

BritefcentaNim  taf  drti  ttBtm. 

ETmittelung  der  tortheilhftftetten  Senkung  der  Mittelattttse 
mit  Berttoksiebttgnng  der  mobilen  BeUetang. 

Um  die  yortheiUiafteske  Lage  der  Stfitspqnktie  ffir  einen  Btlkeo 
auf  mehreren  Stützen  za  finden,  hfti  man  —  wie  in  §  11,  §  13, 
§  14  an  mehreren  Beispielen  geseigt  wurde  —  die  abeolnten 
MaximalwerUie  der  Biegongsmomente  einander  gldeh  m  eetien. 
Wenn  der  Balken  aaeeehliesslicb  dne  gleichfilnmg  Aber  seine 
Lftnge  vertbeilte  permanente  Belastung  —  wie  z.  B.  sein  eige- 
nes Gewicht  —  zu  tragen  liat,  so  hängen  die  Werthe  dieser  Maxi- 
malmomeute  lediglich  von  der  La^^e  der  Stätzpunkte  ab.  Bei 
Brückenträgern  dagegen,  welche  zeitweilig  ausser  der  permanenten 
Belastung  noch  eine  (entweder  aber  die  ganze  Länge  oder  einen 
Theil  derselben  gleichförmig  vertbeilte)  fremde  Belastung  —  die 
sogenannte  mobile  Belastung  —  zn  tragen  haben,  hängen  jene 
Maximalmomente  ausserdem  von  dem  jedesmaligen  Belastungs- 
zustande ab.  Um  die  vortbeilbafteste  Lage  der  Stützpunkte  für 
einen  solchen  Brückenbalken  zu  ermitteln,  hat  man  also  zuvor 
die  ungünstigsten  Belastungszustände  aufzusuchen,  d.  h.  diejenigen 
Belastungszustände,  bei  welchen  jene  Maximalmoniente  ihre  grösst- 
möglichen  Werthe  anueliuien.  Durch  Gh'irhsetzung  dieser  grössten 
Werthe  findet  man  nachher  die  vorUieühaiteste  Loge  der  Stäts- 
punkte. 

Für  den  in  Fig.  98  dargestellte  n  Balken  würde  man  in  den 
aUgememen  üieichungen  des  §  15  die  Werlhe    =  ^  =  f n,  =  1 
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Qod  ^  —  ?.i  711  substiLuir^r^n  haben.  Die  Gleichung  13)  nimmt 
alsdann,  wenu  dahu  n  =  i  gesetzt  wird,  die  tolgeode  Form  an: 

0  +  m,-i-0^^ip,  -\-j>,~2u,), 


oder: 


0  ^2==lliP^ 


Pt  —2  m,). 


Das  Biegungsmoment  Aber  der  Mittelstütze  wird  bei  Jedem 
BelastODgtanstande  eines  von  den  Haximalmomenten  sein,  und 

dasselbe  nimmt  — 


Fig.  fiS. 


 1.  

1  

f 


wie  Gleichung  1) 
seigt  —  einen  um  so 
grösseren  Werth  an, 
je  grösser  die  Be- 
lastungen pi  und 
sind. 

Wenn  die  perma- 
nente Belastung  pro 
Längeneinheit  die 


Grösse  /'  bat,  und  mit  q  die  (ini'sse  bezeichnet  wird,  bis  zu  wel- 
cher die  Belastung  pro  Läugeneinheit  durch  das  Hinzutreten  der 
mobilen  Belastung  gesteigert  wenien  kann,  so  ist  p  der  untere 
und  q  der  obere  von  den  beiden  Grenz werthen,  zwischen  welchen 
eine  jede  von  den  beiden  Grossen  und  sich  ändern  kann. 
Um  das  Maiiinuin  von  SR^  zu  erhalten,  hat  man  demnach  =  ^ 
and     =  j  zu  setzen,  also  ist: 

2)   SK,(mtt)=  ^  (7  — mJ. 

Ein  anderes  Maiimnm  wird  der  absolute  Werth  des  Biegongs- 
momentes  stets  an  irgend  einer  swischen  dem  ersten  und  zweiten 
8tfitzpiinlcte  befindlichen  Stelle  annehmen,  deren  Lage  von  dem 
Jedeemaligen  BelastuDgsuutande  abhftngt.   Diese  Stelle  wärde  im 

Abetande  l  von  dem  ersten  Sttttspunkte  liegen,  wenn  die  Be- 
lastung pro  Längeneinheit  äberall  gleich  q  wäre,  und  die  drei 
Stützpunkte  in  gleicher  Höhe  lägen  fs.  Fig.  56).  An  dieser  Stelle 
würde  das  Biegung' moment  ein  Minimum  (oder  negatives  Maximum) 
eneichen  von  der  Grösse: 

^  22  128  ^  • 
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Fig.  M. 


Zu  diesem  negativen  Biegungaraomente  liefert  —  wie  aus 
Fitr.  HO  zu  ersehen  —  eine  jede  Belastung  der  rechtsseitii^en  Bal- 
keuhallte  einen  positiven  Beitrag.  Es  würde  daher  das  liiu- 
wegnehmen  jedes  I5elastungstheiles  der  rechtsseitigen  Balkenhälfte 
zur  Folge  haben,  dass  jenes  negative  Maximuni  einen  grösseren 
absoluten  Werth  annimmt,  wobei  zugleich  eine  Verschiebung  der 
Stelle  eintreten  wird,  an  welcher  dieses  Maximum  stattfindet.  Die 
QrOsse  ^äl'  würde  also  ein  Minimum  oder  dem  absoluten  Werthe 
nach  ein  Maximum  werddn,  wenn  die  recbteseitige  Baikenhftlfte 
gans  nnbebwfcet  und  die  linksseitige  BalkenldUfle  voll  belastet  wftre. 

Obwohl  in  Fig.  d8 
die  Mittelstfltze  tie- 
fer liegt  als  die  bei- 
den Endstützen,  so 
gelten  doch  —  wie 
man  sich  durch  An- 
wendung des  In  Fig. 
60  erklärten  Gon- 
struetionsferfidirens 
leicht  überzeugt  — 
die  obigen  Scblussfolgerungen  auch  für  den  ?orliegenden  Fall.  Um 
also  das  Minimum  von  SR'  zu  berechnen,  hat  man  in  der  (aus  §  10 
zu  entnehmenden)  allgemeinen  Gleichung: 


3) 


für  die  Grössen  iv»  und  die  Werthe  zu  substituiren,  welche  dem 
in  Fig.  94  dargestellten  Belastungszustande  entsprechen. 

Nach  §  15  erhält  man  zunächst  für  den  in  Fig.  93  angenom- 
menen Belastungszustand  die  allgemeinen  Gleichungen: 

il,  =0,    JS^  =  — I  2  , 

^»  1^2 

Die  letztere  Gleu  hung  nimmt  nach  Substitution  des  in  Uleichung  l) 
gefundenen  Werthes  die  Form  au: 

4)  K;-y^(7A-A-h2ti,), 

und  aus  Gleidiung  3)  ergiebt  sich  nunmehr  für  das  Biegungs- 
moment  M'  der  Werth: 
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Um  das  Minimum  von  äK'  zu  erhalteD,  hat  man  hierin  jpi  =  $ 
und  Pi=p  tn  setien,  also  ist: 

Durch  QleichsetzuDg  der  aus  den  Gleidinogen  2)  und  6)  zu 

•atnehmenden  absoluten.  Werthe  fon  Sg^t««)  und  %it\vMt  erh&it 
man  endlich  die  Gleichung: 

welche  für  die  unbekannte  Grösse  aufgelöst  die  folgende  Form 
annimmt: 

Nach  der  in  ^  15  (Gleichung  11)  angegebenen  Bedeutung  der 
Grösse  %  ist  zugleich: 

^)  «1     -74-  dft  —  0),  oder:   t/j  =     ;;cj  . 

und  wenn  man  hierin  den  in  Gleichung,'  7)  gelundenen  Werth  für 
substituirt,  m  erhält  man  für  die  Tortheilhafteste  Senkung  der 
Mittelstütze  den  Werth:   

Don  ijrö=?^tpn  Worth,  wel«  litm  das  Maximaliiionit nt  bei  dieser 
ünterstützuiigsweise  erreichen  kann,  findet  man  au.s  einer  von  den 
beiden  Gleichungen  2)  und  6),  indem  man  darin  den  tur  ge- 
fundeoen  Werth  einsetzt   Nach  Gleichung  2)  wird  z.  B.: 

und  ebenso  gross  kann  der  absolute  Werth  von  Wl'  bei  dieser 

ünterstützungs weise  werden. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  9)  und  10)  ergeben  sich  die  in 
nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


0 

0,1 

1 

0,2  :  0,8 

0,4  \  0,5 

0,6 

0,7 

0.8 

0,9 

.1 

421 

462 

1 

503  543 

583 1 622 

662 

701 

740 1 779 

817| 

823 

807 j 792 

776j761 

746 

781 

716 

701 

686j 

BItttr«  bictotanr-HMlMiilk.  3.  A«A.  5 
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Enter  AbaohnttL  §  20. 


Die  in  der  ersten  Vertical-Coliunoe  stehenden  Zableowertbe  beliehen  sich 
auf  dfln  «peeMlen  Fall,  in  waleham  4i«  perniaiiente  Last  glsich  Natt  ist, 
and  dia  in  der  letxten  Vartieal-Golumna  »tehaaden  Zahknwerthe  bciiahao  sieh 

aaf  den  Bpeciellen  Fall,  in  welchem  die  mobile  Last  gleich  Null  ist. 

Wenn  das  Verhältnis«)  der  permanenten  Balastang  aar  Totalbelastosg 
gleich  0,6  ist,  so  wird  nach  t biger  Tabelle: 


_  g(2/)* 


0,000662    und   «.(«m,  = •  0,746. 


Die  erforderliche  Grösse  dea  TrIgbeitsmoiiMDtea  dar  QnerschnittoflSehe 
würde  (auf  ähnlicha  Waise  wie  am  Sahtnasa  dea  §  11)  tu  bcraehnaB  sein  aus 

der  Gleichung: 


t» 


in  welcher  6  die  practisch  zulässige  Spanmug,  und  h  die  Höbe  daa  Balkens 
badaatat.  Naah  Babatitation  des  ans  dieser  Gleichmig  fUr  SC  tu  aataahmacdeii 
Wartbea  erbalt  man  fOr  jf^  die  Gleichung: 


=  0,2272  • 


S 

h  e' 

Für  Schmiedeisen  wurde  ^  :=6Kil.  und  £=20000  zu  setzen  sein. 
Wenn  also  s.  B.  1=  100000»»  and  »  =  10000»»  iat.  so  wiid: 

yg  =  68»»,1S. 

Auf  gleiofae  Waise  wflrde  fftr  den  Fall,  In  welchem  -£-=1  Ist,  dar  Warth 

y,  =  91^"^,4  sich  ergeben,  also  derselbe  Werth,  weicher  in  dem  am  öcliiusse 
dea  §  11  berechnatan  Zahlenbeispiele  gefunden  wnida. 


20. 


VaHheilhaftasta 

Um  fOr  den  1d  Fig.  95  dargestelltea  Balken  die  Qegendrficke 
der  Stfitspunkte  zu  berechnen,  hat  man  in  den  allgemeineo  Qlei- 
chnngen  des  §  15  die  Wertbe  tf»  =  0  und        —  »|  an  anbsti* 


tuiren.  Da  feroer 
sprechend: 


—  ist,  so  kann  m  statt      und  dem  eot- 
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mL 


3) 


24-tn 

gesetit  werden.  Man  erhält  dann  aus  der  Gleichung  13)  des  §  15, 
indem  man  darin  das  eine  Mai  »  =  das  andere  Mal  11  =  2  setit, 
4ie  beiden  Gleidwngen: 

l)  0  +  23^,(1  4-  m)  +  mSH,  ^^-^^^^y  iPi  +  fn*p,-u,l 

m  weleheii  für  die  beideii  Bi^DgRDomeDte  die  Agenden  Weithe 
eieh  ergeben: 

•~  4  l  (2-f.»,)t(2+3iii)  r 

A\  qo  ^l^V2jt;3(l  +  m)+;>,m»(2  +  m)— p^m-tt^(24-m)l 
4  1  (2+m)M2  +  3m)  /' 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichuugen  kann  man  die  beiden 

Gegendrücke  Ä",  und 
nach  der  in  §  1 5 
erklärten  Methode  be- 
rechnen, sobald  der 

Belastangsmstand 
und  die  Lage  der 
Stfibpnnkte  gegeben 
sind. 

Auf  der  UnkiNl*' 
tigen  Balicenhalfte 
wird  ee  —  wie  in 
§  12  gezeigt  wurde 
—  im  Aiigemeinen 
drei  Stellen  geben, 
an  welehen  der  ab- 
solute Werth  des 
BiegnngNDoments  ein 
Maximum  erreiohl. 
Obwohl  die  in  §  12 
hinsk^tlich  des  Bela- 
stnngsnietaodee  und 
deif  Stfltzenlage  gemachten  Voraussetzungen  hier  nicht  zutreffen, 
•e  kann  dodi  die  in  Fig.  75  aosgeffthrte  graphische  Darstellnng 

5* 
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der  Bie^üngsmonient«  weDigst«ns  so  weit  ffir  den  vorliegr^nden 
Fall  benutzt  werden,  als  es  sich  nur  daiuii]  handelt,  die  Anzahl 
und  ungefähre  Lage  'ier  Stellen  zu  bestimmen,  an  wekheii  das 
BiegungsiL  'U^cHt  ein  Maximum  oder  Miniffi'im  wird.  Man  erkennt 
aus  Fig.  75,  dass  die  Grösse  2.1?,,  als  Biegungsmoment  über  der 
zweiten  Stütze,  bei  jedem  Belastungszustande  eins  TOn  den  Maxi- 
malmomenten sein  wird.  Ein  Minimum  (oder  negatives  Maximum), 
wMm  wie  im  Torigen  Paragraphen  mit  9K'  bezdclmet  werden 
Mdl,  eneielit  das  BiegungsmomeDt  an  iiigend  einer  Steile  swisclien 
der  ersten  und  zweiten  Stütze.  Ein  andwes  Minimum  ftllt 
in  die  Mitte  des  Baücens. 

üm  diejenigen  Belastnngsznstflnde  so  finden,  liei  welclien  die 
absoluten  Wertlie  dieser  drei  fiiegungsmomente  am  grflssten  werden, 
hat  man  mit  Hfilfe  der  in  Fig.  96,  Fig.  97,  Fig.  98  ausgeftthrten 
grapliiselien  Darstellungen  der  Biegungsmomente,  welehe  in  dem 
gewiditlos  gedaditeB  Balken  dureh  ein  Binielgewicht  Q  heryor- 

gebradit  werden,  die* 

 jentgen  Strecken  anf- 

Ji^BBS^^fcixvilZr^"^  — ^    zosuehen,  deren  Be- 

lastnngen  posi- 
tiTo,  und  diejeni- 
gen Strecken,  deren 

^  Fir  100.  Belastungen  nega- 

^_      ^-^  — ^  ^   -T-  HcitrS*:?  7.U  dem 

-» — --  A      ^ '     ^    i)etreflfenden  Masimal- 

momente  liefern.  Man 
fiberzeugt  sich  auf 
^  diese  Weise  leicht, 

dass  es  die  in  Fig.  99, 
sr- —    Fig.  100,    Fig.  101 


•  *       fffV^i^      ^  dargestellten  ßela- 

8tuni:szr,=;t!\nde  sind, 

bei  welchen  rosp.  die  Momente  %Sl\  fßt"  ihre  grössten  abso- 
luten Werthe  annehmen. 

Dem  in  Fig.  99  dargestellten  Bela8tuiii:.>zu>iande  entsi^rechen 
die  Werthe  p^  ---'j.  =  p^=j<,  und  nach  Substitution  der- 
selben erbalt  man  für  das  Maximum  von  ^|  aus  Gleichung  3)  den 
Werth: 
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Das  Biegnngsmoment  W  ni  wi«  Im  vorigen  Pftrtgrapkfii  tu 
besttmiDeii  m  der  Gleichung: 

6)   3«'  =  -< 

Dasselbe  wird  ein  MininmiD  bei  dem  in  Fig.  100  dvgeeUUten 
Bela8tiiDg9sastand6f  welohem  die  Werthe  j>i  9,  Pt^p^  P$*^9 
eotspreeheD.  Nach  $  15  ist  bei  diesem  BelastangsiuaUnde: 

7^   A-  _  Li  7(3  + 6m)     pm•'\-u^  \ 
*J  ^1  —  4  \  m)~{2  +  3m)  J* 

und,  wenn  man  fftr  die  Gr&ssen  ^j,  A'^  ihre  Werths  substitulrti 
so  erbftlt  man  aus  Gleiobnng  6)  fflr  das  Ifinimiim  vod  SR'  de& 
AusdradE: 

Nach  Fig.  95  hat  die  äUgemeioe  Glelobung  für  das  Biügungtt- 
moment  in  der  Mitte  des  Ballcens  die  Form: 

Dasselbe  wird  ein  Minimum  bei  dem  in  Fig.  101  (iurguHlellioii 
BelastungsEiistande,  welchem  die  Werthe  p^  =  />,  —  p 
eotspreciieD.    Bei  dieBem  BelastungszuHtatidB  int  nach  g  16: 

in        =  L  f  i?w(5  j-  ömj  -I-  y(4  -|-  Ow  r  m'j  —  m^w  > 

und.  wenn  man  in  Gleichung  '.))  diese  W«'!"'!]  •  HubitlLulrt/  10  erbiU 
man  für  das  Minimam  von        die  Gleichung: 

,0^    TO"                Z,«/7(2  +  m)iw'-    2;;  :  2m,I 
l->    IK   8T'  r2Xii)»(2  -,  .im)  r 


Indem  man  den  absoluten  Werth  von  9K''<^,  dM  eln<^  Htl 
dem  Warthe  Ton  9R,.»«i;,  das  andere  Mal  dem  abfoluteo  Werth« 
imi  »'1^  glflidiMtst,  erUUt  man  die  zwei  GMehiiogifi; 

lö)    u,-  4(2  +  «)  * 

V  ff'' 
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aus  denen  die  beiden  unbckiinnten  Grössen  und  m  berechnet 
werden  können.  Das  grösste  Biegungsmoment  Reibst  findet  man 
alsdann  aus  Gleichung  5),  indem  man  darin  für  die  Qrtesen  Ui 

und  m  die  gefundenen  Werthe  substituirt. 

Aus  den  obigen  Gleicbun^en  fr^^ebeii  sich  die  in  nachfolgender 
Tabelle  zusduimeugetstellteu  Zählenwerlhe: 


0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

un 

l,t4 

145 

1,169 

1.17 

JfL  — 

0,47 

0.53 

0.59 

0.65 

0,72 

«(-«)=  mal 

0,82 

0,78 

0,74 

0,69 

0.65 

0.61 

Wenn  z.  B.  i,=a000O0"^  and  ^  =:0.6  ist,  lo  wird  Dach  obiger  Iab«Ue 

9 


ii»sl,t6,alto;,s5-- —  =  95000"»,  ind  /,  =  ni/,  =110000 


(Qleiehang  11)  sogleich:  Ui  =  — ~  ^     eigiebt  aieh  f&r  die 


tn  nehmeik 

sein.   Nach  der  Tabelle  ist  ferner:  u,  =0,599  '°  setzen,  and  da  nach  §  15 

vor- 

theilhafteste  Senkung  der  MittelstQtien  der  Werth:   y,  =  j^/^J  (ir^-  )** 

24  A  'i     4  -j-  wi  / 

Die  Grösse  %  als  Trägheitsmoment  der  erforderlicli  n  QoerschnitteÜäche  ist  wie 
im  Torigen  Pangrapben  m  beitiraiiMii  mw  der  Gleiehnng:     —  %  =  Sk^uit 

in  weleher  ueh  obiger  Tabelle:  SR  (w)  =  ^  •  0,69  eq  satten  itt.  Nach  Sob- 

«tttntton  dleeer  Warthe  aimmt  die  obige  Oleiehang  für  pt  ^  Vcm  an: 

_      2  .  72  .  0.59  .  S.L* 
«4  .  0,69  .      * .  (2  +  »)*  ' 

FAr  Sohmiedeisea  lat  5^:3  6  KiL  «ad  JTsSOOOO  >o  aetiea.  Wann  alao 
AaslOOOO""»  iit,  ao  wird: 

2  .  72  .  0.59  .  6  .  800000» 


24  .  0,69  .  20000 .  10000  . 6,16« 


=  189'">". 


Der  Werth  ~~  =  ^  entspricht  dem  Falle,  in  weleham  die  nobile  Last 

gleich  Null  ist.  Für  diesen  Fall  würde  man  mit  Benotzong  der  obigen  Tabelle 
wieder  dieaelben  Wartha  arhalteo,  welche  in  dem  am  Schlvaso  des  $  13  bereeh- 
netan  Zahleabeiaplala  gafoaden  wordea,  aimlich  die  Warthe:  ^  =  94590"**, 
110820»»  nad  y^ssl86' 


Digitized  by  Go  -v^i'- 


EtafliiM  tnftlUger  mbeniodifiuigttn  d«t  Sttttipmikt«.  71 


§  21. 


DI0  Tabellen  und  Zahlenbeispiele  der  lettteren  beiden  Pam- 
grapben  käsen  erkennen,  dass  eine  verbftltnissmftssig  geringe  Sen- 
kung der  HitteletAtien  schon  eine  erhebliche  Verringerang  des 
grOseten  Biegnngamoments  berbeifDhren  kann.  Es  ist  daher  so 
ervarfteni  diss  andrerssits  eine  verbftUnissnilssig  geringe  Hebung 
der  Hittebtfltmn  —  oder  fiberhanpt  eine  geringe  Abweichung  m 
der  Tortheilbaftesten  Höhenlage  der  Stfitipunkte  —  unter  üm- 
stftnden  eine  betiichtiiohe  YergrOsaerung  des  Maximalmomettts  lur 
Folge  haben  könnte.  Oenflgenden  Anfiichluss  Ober  den  Qrad  der 
Empfindlichkeit  des  Balkens  in  dieser  Beilehung  wird  man  schon 
dadurch  sich  Tcrschaffen  können,  dass  man  von  Irgend  einer  be- 
liebigen Unteistfitinngsweise  des  Balkens  ausgebend  untersucht:  in 
welchem  Uaasse  eins  der  Maximalmcmente  durch  dne  iif  ungfln- 
stigem  Sinne  erfolgende  Höhenyerftnderung  der  Sttttspunkte  ver- 
grOssert  werden  wflrde.  Wenn  es  sich  z*  B.  herausstellt,  dass  bei 
einem  Balicen,  dessen  Stfltspunkte  ursprfinglich  in  einer  und  der» 
selben  Horizontalen  lagen,  ein  geringes  Heraustreten  einzelner  Stfits» 
punkte  ans  dieser  Horizontalen  schon  eine  betrAchtUcbe  Yergrösss- 
ruflg  des  Maximalmoments  hervorbringen  kann,  so  wird  man  zu 
dem  Schlii'^sf?  berechtigt  sein:  dass  auch  bei  ursprfingUch  vortbeil« 
hafkester  ünierstdtzungsweise  eine  geringe  fiöhenftndemng  einzelner 

Stfitzpunkte  mög* 
licberweiie  einen 
ftbnlicben  ungOnsti- 
gen  Einflt]»H  haben 
kann.  Es  soll  die 
betreffendo  Untfr- 
siK'hun^  hh'j  zu- 
nächst für  den  iial- 
ken  auf'lrf'i  HiiW.rm 
ausgeführt  werden.  Nach  der  in  §  15  (Qleichaog  11)  aii^'-  i't'horM.'D 
Bedeutung  der  Grösse  un  ist  für  den  in  Fig.  102  dargeäteilt^jo  Fall: 

SU  asteen,  und  das  BiijguagsmomeDt  HHm  der  M f ttelstStia  Ist  (nach 
§  1^  Oleichniig  13)  lu  bestimmen  ans  der  OMdiung; 
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"Wenn  die  drei  Stützpunkte  in  einer  und  derselben  Horizon- 
talen lägen,  so  wäre  —  0  und  Wg  =  0.  Angenommen:  man 
hätte  beabsichtigt,  die  drei  Stützpunkte  in  eine  Horizontale  zn 
legen;  es  wären  jedoch  bei  Aufstellung  des  Trägers  Fehler  be- 
gangen, in  Folge  deren  die  beiden  Grössen  und  .  anstatt 
gleich  Null  zu  werden,  irgend  welche  von  Null  verschiedene, 
zwischen  den  Grenzen  +  //  und  —  u  liegende,  übrigens  beliebige 
Werthe  augeuommen  hätten.  Man  erkennt  sofort  aus  Gleichung  1): 
dass  der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  «  —  u 
und  =  u  geworden  wäre.  Da  ausserdem  37^2  ^™  ^  grOtser 
wird,  je  grosser  und  sind,  so  hat  man  nach  der  in  §  19 
eingefiQh^n  Bneichnungsireise  pi  =  q  und  p^  —  q  tn  fletsan,  um 
den  grössten  Werth  su  erhalten,  welchen  da»  Biegungsmoment  9K, 
im  ungQastigsten  Falle  annehmen  kann;  es  ist  also: 

Für  das  Yerhiltniss,  in  welchem  das  Sfaximalmoment  durch 
jene  Fehler  ToigrOssert  wird,  ergiebt  sieh  hiernach  der  Werth: 

Dem  vorausgesetzten  negativen  Werthe  der  Grösse  ent- 
spricht ein  negativer  Werth  der  Grösse  oder  der  Fall,  in  wel- 
chem die  Mittelstatze  höher  liegt  als  die  Endstützen.  Wenn  dem- 
gemftss     »  —  y  gesetzt  wird,  so  ist: 

m  setzen,  und  die  Gleichung  3)  nimmt  nach  Substitution  dieses 
Werthes  die  Form  an: 

5)   «  =  l+ü^. 

Hierin  ist  für  die  Grösse  X  derjonifio  Werth  zu  substituiren, 
welcher  als  Trägheitsmoment  der  Qtierschnittäfläche  erforderlich  ge- 
wesen .sein  würde,  wenn  die  fehlerfreie  Aufstellunir  irehingen  wäre, 
•1.  h.  wenn  die  drei  Stützpunkte  wirklich  in  einer  Horizontalen  lägen. 
Dieser  Werth  ist  au3  der  Gleichung ; 
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m  flntiMlimen,  und  oaeb  SnbstitatioB  dwselbea  erhftlt  man-  für  tB 
dw  Gleiebmig: 

^  ^  2    S    n  h 

w  E      200Ö0      ,   A       1      .  ^ 

Wenn  man  uierin  wieder  -.-== — 7,      und   ,  =      setzt  —  wie 

5  6  /  10 

bei  den  früher  berechneten  Zahlenbeiepielen  —  so  wird: 

8)    3J  =  1  -f  50  •  f. 

Für     =  ,^  ^  wird  IB     2.   Es  wflrde  also  eine  ErbObanff  der 

n  o<) 

Mittelstützi^  nm  den  fünfzigsten  Theil  der  Höbe  des  Trägers  schon 
hinreichen,  um  das  Maximalmornent  7.11  verdoppeln. 

Dieselbe  nnrffmstige  Wirkung  würde  offenbar  auch  bei  Ab- 
weichung des  Balkens  von  dpr  wradlinigen  Form  entstehen,  wenn 
bei  spannungglosem  Zustande  desselben  die  Unterkante  eine  nach 
unten  convexe  Curve  von  der  Pfeiihöhe  //  hildtte.  Denkt  man 
sich  bei  Festlegung  jedes  der  drei  Stützpunkte  eiaeu  Fehler  von 

der  Grösse  /•  began- 
Fig.  168.  ^   ^^^^  jjpj  ggj.^ 

y^^--^,..   sfelluug  der  ünter- 

^4;;— -•  ..^^^^      kante    des  Balkens 

i                        j  i      drei  Stellen,  welche 

^  "i-  *  i      nachher     auf  den 

^ ''^ tzpun k ten  zu  1  i e- 
gen  kommen,  eben- 

fails  einen  Fehler  Ton  der  Qrösse  v  begangen,  so  erkennt  man  aus 
Fig.  103,  daes  bei  imgftnsügstem  Falle  des  Zasammentreffens  aller 
dieeer  Fehler  Jedir  danlno  deneUMo  nur  die  Grösse: 

zu  haben  bianehte,  um  ehie  Terdoppelniig  des  Maximalmoments 
beibeisnfilbreD. 

Bftlken  »nf  vier  Statseo. 

Für  den  in  Fig.  104  daigeatellten  Balken  eigeben  eidi  aus 
$^16  die  Gleichungen: 
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*     SW,H.4a»,+0  =  ^(|>,^fi,-fA-|-iie). 

Durdi  ElimlnatioQ  der  QrOsse  ^01^  erhält  man  hieraus  für  das 

Fig.  m. 


.Biegungsmoment  als  eines  von  den  Maximalmomenten,  d«D 
^nsdrack: 

10)  g*Q{4i»,H-8A-ft-4«^4.6ii,— 

Diese  üleichung  zeigt,  dass  hinsicbtlich  der  Vergrösseruug  von 
der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  in  Folge  der 
fehlerhaften  Aufstellung: 

Mi  =  — M,    M,  =  +  M,    u^=  —  u 

gewordeu  wäre.  Ausserdem  hat  man,  dem  ungüostigsteu  iiela^tungs- 
zustande  entsprechend: 

SU  setsen,  nm  den  grtesten  Werth  zu  erhalteo,  welchen  das  Bie- 
gnngsmemeiit  fR^  ftberhaopi  annehmeD  kann.  Es  ist  also: 

11)  2»,(„«^  =  g^(7j-i>+lO«). 

Ibdem  man  diese  GiOsse  di?ldirt  dordi  den  Weitli,  welefaen 
dieselbe  für  ««0  annebnien  wOrde,  erhUt  man  für  das  VerhUt- 
iiisa,  iD  wekhem  Jenes  Bi^ngsmometit  duieh  die  AbwefehmigeQ 
der  Stfitepnnkte  von  der  Horizontalen  TeigrOssert  wird,  den  Werth: 

— — —  =  1  -t  j ' — 


12) 


Dem  Werthe  «j  =  —  u  entspricht  ein  negativer  Werth  von 
y,,  d.  b.  der  Fall,  in  welchem  die  sweite  Stütze  höher  liegt  als 
die  erste.  Wenn  man  demgemäss  ij,,  =  —  y  setzt,  so  ist  wie  bei 
dem  vorigen  Falle  der  in  Gleichung  4)  angegebene  Werth  f&r  u 
an  substituiren,  und  man  erhillt  für     die  Gleichung: 
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,3)  «J=M 

{(q—p)l' 

Hierin  igt  für  die  Grösse  %  deijenige  Werth  su  substitaireD,  wel- 
cher am  der  Gleidiuegf: 

14)    ^2:  =  a»t(»«> 

sich  ergiehi,  wenn  man  f Or  die  iof  der  rechten  Seite  stehende 
Grösse  den  in  Gleiehimg  11)  gefundenen  Ausdruck  snbstitiiirt  und 
darin  zagleiefa  «  =  0  setst  Es  ist  also  der  Werth  von  %  aas  der 
Olsichnng: 

an  eDtnehmen,  imd  die  Qleicfaong  13)  nimmt  nach  Subetttution  dee* 
selben  die  Form  an: 

16)    JB=  1  4- 2.-g-.||^.^. 

Wenn  man  hierin  wie  früher  die  Werthe:  -^  =  ??^?5 
h      10000     .  _ 

T  =  100000  ««»»t^»^- 

IT)  «=IH-^.f 

3 

Es  wftrde  abo  dem  Werthe  f^-^^^  ^  150^  schon  eine 

Verdoppelung  des  Biegungsmouientes  9R,  entsprochen. 

Wenn  bei  Festlegung  eines  jeden  der  vier  Stfltzpunkte  ein 

Fehler  von  der  Grösse  t'  begangen  war,  und  weuu  bei  Herstellung 

derllfiterkante  des 
Balkens  an  jeder 

/"•^■•....^^^  -.-.^         Ton  den  Tier  Unter- 

/L^..!^^r?rrr^rrr::^  stfitsangsst^len 

r I I       1er  Yon  der  QrOese 

^  begangen  war,  so 

\  \-   wflfde  bei  dem  in 

FiglOftdaigestell- 

teo  imgfloftigisten  Mle  dee  ZniaDmeotrsiens  alier  dieser  Fehler 
ein  jeder  einzefaie  nnr  die  Grosse: 
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zu  liaben  brauchen,  um  bei  diesiein  ßrückenbalken  von  300  Metern 
Länge  eiue  Verdoppelung  des  Maximalniomentes  herbeizuführen. 

Es  ergeben  sich  hieraus  gewichtige  Bedenken  gegen  die  An- 
wendung von  coutinuirlichen  Trägern.  Denn  selbst,  wenn  es  gelingt, 
bei  Aufstellung  des  Trä?ers  alle  Fehler  zu  vermeiden,  so  bleibt 
immer  noch  die  Gefahr  voiluiüden,  dass  durch  später  erfolgende  ge- 
ringe Senkungen  einzelntr  Pfeiler  eine  beträchtliche  Vergrösserung 
der  l^egungsspannungen  herbeigeführt  werden  kann. 

Für  den  Fall  aber,  dass  mau  trotz  solcher  Bedenken  dennocb 
sich  enlschliesst,  einen  solchen  continuirlichen  Träger  als  BrfickeD- 
balken  zu  verwenden,  ist  es  wünschenswerth,  eine  Methode  zn 
kennen,  durch  welche  man  sich  wenigstens  von  den  bei  Anfstel- 
long  des  Trfigers  begangenen  Fehlem  nnabbftngig  machen  kann, 
und  ^esa  Ifethoda  soll  in  dem  folgenden  Paragraphen  erklftrt 
werden. 

§  22. 

VorllieniuifiMtt  Mltlliiiii  conlliHiifiielier  Triger. 

Denkt  man  sich  bei  dem  Balken  auf  drei  Stütxen  das  eine 
Mal  die  MittelstOta»  so  weit  gehoben,  dass  der  Balken  die  beiden 

Endstfltzen  nicht  mehr 
ber&brend  nur  nodi 
von  derMttteUtfltce  ge- 


tiagen  wird  (Fig.  106), 
^  A  und  das  andere  Mal  die 

Mittelstätze  so  weit  ge- 
^»K*  senkt,  dass  der  Balken 

dieselbe  nicht  mehr  be» 
rührend  nur  noch  Ton 
den  beiden  Endstützen 
getragen  wird(Fig.l07), 
~  so  erkennt  man,  dass 

das  Biegnngsmoment  Aber  der  Mittelstdtse  das  eine  Mal  positiv, 
das  andere  Mal  negativ  werden  wird.  Es  muss  also  zwischen 
diesen  beiden  Lagen  der  Mittelstätze  nothwendig  eine  Zwischen- 
lage geben,  für  welche  das  Biegnngsmoment  SK,  Werth  Null 
annimmt. 

Dem  Falle,  in  welchem  die  Mittelstütze  um  die  Höhe  /  tiefer 
liegt  als  die  beiden  Endstützen  (Fig.  108),  entspricht  (nach  §  16, 
Gleichung  11)  der  Werth: 
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24£X(/— 0) 

1)  "1=  ji  

Wenn  hierin  /  diejenige  Grösse  bedeutet,  um  welche  bei  dem  nur 
durch  sein  eigenes  Gewicht  belasteten  Balken  die  Mitteistütze  ge- 
senkt werden  niuss, 
Fig.  108.  damit  das  Bif^irnrK^^s- 

monient  über  dersel- 
ben den  Werth  Null 
annebnie,  so  hat  man 
in  der  Gleichung  l) 
des  ij  19,  um  dieselbe 
.|  auf  den  voriiegendeu 

Fall  aiiz;uwenden,  die 

Gerthe  Wl^  =  0,  j?,  =|»,  tVL  substituiren;  man  erhält  dann 

die  Gleichung: 

1* 

2)  0=y(p— ih),  oder:  i*i  «i». 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  die  Grösse  m,  gefundenen  Aus- 
drücke erhält  man  für  die  Senkung  /  den  Werth: 

^-  UKZ' 

Anstatt  durcli  Senken  der  Mittelstütze  zu  bewirken,  Jass  das 
Biegunjjsmoment  den  Werth  Null  annimmt,  kann  man  diesen 
Zweck  auch  dadurch  erreichen,  daas  man  den  Balken  über  der 
Mittelstütze  durchschneidet  und  die  SehniUstellen  alsdann  wieder 
?erbindet,  oder  auch  dadurch:  da»  man  die  Ton  Tomherein  ge- 
trennten beiden  Hftlften  des  Balkens  eine  Jede  ftbr  sich  auf  die 

Stützen  legt  und  nach- 
Fig.  10».  her  Aber  der  Mittel- 

  stfitse  Eusammennietet 

.  .  """*   -  -   „     '  *  -        (Fig.  10»).  Ein  auf 

\  — ""^^ü??"  ^"^^^^•*'  wiche  Weise  aulise- 
l^^;::::^:^!:^::^^^^^^  stellter  Balken  befindet 

sich  —  obwohl  die 

drei  Stfltzpunkte  desselben  in  einer  Horizontalen  liegen  —  genau 
in  demselben  Biegnngszusiande,  wie  wenn  die  Kittelstatse  bereits 
um  die  Hdhe  /  gesenkt  wAre,  insofern  derselbe  in  spannungslosem 
Znstande  —  d.  b.  Ton  der  Wirkung  seines  eigenen  Gewichts  be-* 
fkeit  —  nach  oben  sich  krümmen  und  dabei  in  der  Mitte  um  die 
BBhe  /  rieh  heben  würde.  Wenn  also  luflUlig  der  obige  Werth 
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Erster  Abwlimtt.  §  22. 


von /  übereinstimmen  soiit«  mit  dem  in  S  19  (Oleichaug  9)  für  die 
Grösse  y^,  als  vortheilbafteste  SenkiiDg  der  üiitelstätxe,  gefundenen 
Werthe,  so  wäre  für  den  auf  solche  Weise  aufgestellten  Träger 
die  Bedingung  der  vortheilhaftesten  Unterstütziiniarsweise  bereits 
eriulit,  und  keine  weitere  Senkung  der  Mittelstüue  mehr  eiforder- 
lich.  Wenn  d  iu^een  /  kleiner  ist  als  //j,  wird  man,  um  die 
vortheilhaflesic  Unu  rsi  itzungsweise  herzustellen,  die  MittelstAtie 
noch  zu  senken  haben  um  die  Grösse: 

Nach  Substitution  des  in  §  19  fnr  gefundenen  Ausdrucks 
erhÄlt  man  demnach  für  die  \m  v  rliepnden  Falle  erforderliche 
Senkiiog  der  MiUelstötze  iie  Gleichung; 

Aua  dieser  Gleichoog  eigeben  sich  die  nacbfolgeodea  zosammen- 
gbhMgea  Ztlilfiiw»rUi»  ftr  die  beid«&  QiMii  ^  und  si 


i  '  I 

'  ^=  0    !  0.W  .    0,2      0,4      0.6      0.8  1 

9  '  ' 


1 


»  =  Ts£ÄrW  "»^     +42      0      —2    -4«  -90  -IM  —219 

-  —  '    ■  BM^^^—  ^^^^^  I  ^M^^^M^—  ■  ■  ■         -««^   —   


FQr  den  itt  S  19  da  Beispiel  gewihltM  Triger  wttrde  man  alw  dem  W«Ttba 
^  =     entqirrdiciid  die  Glciehuig  «halten: 

welche  auf  «lieselbe  Weise  nie  in  ^  19  behandelt  nach  Sobstitnikn  der  dort 
ange^benea  Wen  he  die  Form  »animmt: 

t  =  — 0.3088  - -|  •  ^  =  - 92 

Ei  mOMte  Um  bei  dam  anf  dia  oten  b«achriah«nt  Waat  nnffwlalltmi 

Triger  die  MittelstQtte  noch  um  92™"»,6  gehoben  werden,  oder  es  mü^sten 
die  Endatützen  om  ebenso  rie!  f^e?enkt  werlen,  wm»  man  t.  P.  dadorch  be- 
werkstelligen kaon,  da«8  mtD  »d  den  beiden  Lodstütten  Platten  Toa  92.6  Milli- 
metern Oi^a  nntwlift  nnd  (KeMlbea  nach  «rfbigter  lafclallaiv  wieder  weg- 


Balken  aaf  Tier  Stätxen. 

Um  für  den  nur  durch  ean  «genes  Ge'^:  bt  belasteton  Träger 
Oitase  /  zu  finden,  um  welche  die  Mittelstatiea  gesenkt 
mrdeii  müsaeo,  damit  das  Biegnngsmoment  äK,  den  Werth  Null 
imiehiiie,  hat  nao  nmlehst  in  der  Qleichuiig  3)  des  §  20  die 
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Weni«     —  y,  Ps=P  <uid  iK,  =0  tu  sabitItnirNi;  man 

ieridit  i&ac  ^  Gleichnog: 

e)  0=^i2-^«-f  2«i»-|-«i*)— «|(2-|-«),«dir:Mi=j>(l  +  ii«K 
Di»  GrftM  M,  iMft  wiite  dto  in  Qfoi^ug  1)  ijgurtwi  Bt- 
4«iitaog,  ud  ^  Oleicbsetxaiig  diHtr  Mm  Ar  %  gefMiM  A» 
Mel»  Ahil  tu  Olciehoig: 

vtkke  ÜMichtlidi  des  ftr  di»  Griaw  Z  la  subsiiiuinodtt  Wirtte 
uf  dMlM  WdM  ra  behuidelii  ist  wie  dto  am  ScUiisw  des  §  20 
fir  die  Ortw  dl  vortheUlialtMU  Seokmif  der  MitletilttMii, 
gefaideiie  QleicbuDg.  Die  eben  gefnadeite  Grtese  /  isl  m  den 
flfr  gefoadeBen  Werthe  in  Abreehnoog  tn  bringen,  und  die  noch 
erflnderiidie  Senkung  der  UitteMtaen  wieder  ntdi  Gleichung  4) 
m  benchaen. 

Bd  wm  ScUuM  dM  §  90  btredhnttM  Z«Mcnbeia|4«l«  mudt  Ittr 
dk  TQcthcOhiflMto  8«Bkwg  der  mtUMHwm  dar  Wttths 

geranden.  Hätte  irtftn  den  B«lk«B  in  drei  getrennten  Stocken  aaf  di«  in  gteidMT 

«uDmengenietet,  so  würde  der  Baiken  in  deiijselben  Utegung^instand«  tich  be- 
finden, wie  wenn  die  MitteUtaUen  bereits  um  die  nach  Oleichaug  7)  la  be- 
icdumida  CMm»: 

/=  362"™ 

jresenlt  wären.  Es  wurdo  also  bei  dem  auf  solche  We'se  aufjirestolltrn  Triftr 
noch  eine  SenknDg  der  Mittelstützen  erforderlich  sein  von  der  Grösse; 

*  —  139     862  —  223»"", 
d.  h.  die  UitteUtuUcu  mussten  um  22<ä  MilUiuoter  gehoben,  oder  die  £nd- 

•titiai  «B  eteiiM  viel  gesanki  «erdeii. 


Digitized  by  Google 


ZWEITER  ABSCHNITT. 


Theorie  der  Abscheerangskräfte. 


§  23. 


Redpcirto  QvertelmHMncliMi. 


Das  Gesetz,  nach  welchem  die  BiegHugsspaniiungen  über  die 
Qiier?chnittsii3che  des  ^ebogeueo  Balkens  sich  vertheilen,  kaun  man 
sich  mittelst  Construction  der  sogenannten  „reducirten  Querschnitta- 
flächen"  auf  folgende  Weise  geometrisch  veranschaiilicbpn 

Nach  §  2  hat  die  im  Abstände  u  von  der  Neutralea  befind- 

liehe  laser  die  Spaniiiing  8*-^  in  jeder  Flftcbeneinheit  ihres 

Querschnitts.  Wenn  man  sich  auf  die  iu  Fig.  HO  angedeutete  \\  eise 
doreh  parallel  zur  neutralen  Achse  gelegte  Linien  die  ganze  Quer- 


im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen  Fsser  der  in  Fig.  lU 
angegebene  Ansdrnck. 

Genau  denselben  Ausdruck  wflrde  man  für  die  Spannung  der 
Faser  auch  dann  erhalten,  wenn  man  annfthme,  dass  ihre  Span* 
nung  pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  den  grosseren  Werth  S 
hatte,  und  dass  die  Breite  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  dafür 
auf  den  kleineren  Werth: 


Fig.  uo. 


Fijr.  III. 


Schnittsfläche  in  un- 
endlich schmale  Flft- 
chenstreifen  zerlegt 
denkt  und  diese 
FttcheoBtreifen  als 
Quersehnittsflftchen 
der  gespannten  F^ 
sem  betrachtet,  so 
ergiebt  sich  für  die 
ganxe  Spannung  der 


1)  V 


U 
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Fig.  112 


\ 


IT 


I  • 

 ^ 


reducirt  wftre.  Diese  reducirte  Breite  v  kann  auf  die  in  Fig.  112 
angedeutete  Weise  durch  Construction  gefunden  werden,  und  wenn 

man  an  den  übrigen  Stellen  die  Breite  des 
Querschnitts  auf  dieselbe  Weise  reducirt, 
so  gelangt  man  zu  der  in  Fig.  113  darge- 
stellten Form  der  reducirten  Querschnitts- 
fläche. Denkt  man  sich  in  jeder  Flächen- 
einheit dieser  reducirten  Querschnittsfläche 
die  Maximalspannung  S  stattfindend  —  und 
zwar  in  der  einen  Hälfte  als  Zug- Span- 
nung, in  der  anderen  Hälfte  als  Druck- 
Spannung  —  so  erkennt  man,  dass  aus 
dieser  Annahme  für  die  Qesammtwirkung 
der  Spannungswiderstände  dieselben  Gleichungen  sich  ergeben 
müssen,  welche  in  §  2  für  die  wirklichen  Bieguogsspannungen  ge- 
funden wurden. 

Fig.  113.  Fig.  114.  Die  Mittelkraft 

der  Zug- Spannun- 
gen und  die  Mittel- 
kraft der  Druck- 
Spannungen  bilden 
zusammen  ein  Kräf- 
tepaar, dessen  Mo- 
ment als  Wider- 
standsmoment der 
Fasernspannungen 
gleich  dem  Biegungsmomente  für  die  betreffende  Stelle  des  Bal- 
kens sein  muss.    Wenn  also  mit  F  die  eine  Hälfte  der  reducirten 

Querschnittsfläche  bezeichnet  wird,  so  ergiebt 
sich  nach  Fig.  114  für  die  allgemeine  Biegungs- 
gleichun^  11)  des  §  2  die  neue  Form: 
2)  Tl=sIi.t  =  SFt. 
Die  Angriffspunkte  der  beiden  Mittelkräfte 
B  fallen  mit  den  Schwerpunkten  der  beiden 
Hälften  des  reducirten  Querschnitts  zusam- 
men. Die  Grösse  e  als  Hebelarm  des  aus 
den  beiden  Kräften  J{  bestehenden  Kräfte- 
paares ist  demnach  (bei  der  hier  vorausge- 
setzten Symmetrie  des  Querschnitts  in  Bezug  auf  die  Biegungs- 
ebene) gleich  dem  Abstände  dieser  beiden  Schwerpunkte  zu  setzen. 

Ritter,  logenieoT-MachADlk.   3.  Aafl.  Q 


82 


Ziraiter  MMcbaitt.  §  24. 


Es  würden  also  z.  B.  für  den  rechteckigen  Qaerschnitt  nach  f ig.  U5 
die  Werthe; 


Fi«:  116. 


2  . 


zu  subetitniren  sein,  und  die  grOsste 
BiegongsspaonuDg  würde  xa  berech- 
nen sein  ane  der  Gleichung: 


oder: 


3)  a)i  =  5.^.|-A, 


Flg.  117. 


MS 


welche  mit  der  am  Schlosse  des 
§  2  gefundenen  Gleichung  überein- 
stimmt. 

Bei  einem  symmetrisiäien  Blech« 
trSger  von  sehr  geringer  StArke  der 
Bleohwind  wird  —  wie  ans  Rg.  116 
zn  ersehen  ist  —  die  Gritose  F  nahezu 
mit  dem  Flansehenquerschnitte  flber- 
einstlmmen,  und  die  GrOsse  t  nur 
wenig  Tersehieden  sein  von  dem 
Schwerpunktsabstande  der  beiden 
Flansehenquerschnitte.  Bei  unsym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  neuMe 
Achse  geformtem  Querschnitte  wflrde 
die  Gonstruction  der  reducirten  Quer- 
sehnittsflftche  auf  die  in  Fig.  117  an- 
gedeutete Weise  auszuffihren  sein. 

§  24. 

Horizontal«  AbicbetriMgiltrifli. 

Den  Gleichgewichtszustand  des  zwischen  zwei  unendlich  nahe 
bei  einander  liegenden  Querschnittsflftcfaeo  befindlichen  Balken- 
stflckes  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  118  angedeutete  Weise 
Teianschaulichen.  Indem  man  —  auf  dieselbe  Weise,  wie  in  §  16 
mit  Bezug  auf  Fig.  86  geschehen  —  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  simmtlicher  auf  das  Balkenstack  wirkenden 
Krftfte  gleich  Null  setzt,  erh&lt  man  die  —  der  Gleichung  1)  des 
§  15  analog  gebildete  —  Gleichung: 
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HoriMBtelt  Abeohetnoifakiifta. 


1)   i^^dR.t-^V.dx,  iOmi^^  — 

'dx  t 

Auf  <iie  obere  Hälfte  des  Balkenstöckes  wirken  nach  ent- 


gOgangeielitM  BichtangtD  die  b«deu 


rig,  m 


Fig.  uft. 


11 


3m 


EM 


2)  0  =  rfÄ  — ©o-*B.  oder:    .  = 


Horizontalkr&fie  E  und 
Es  wird  also 
dnrek  den  Ueberadm» 
der  letzteren  —  wie 
Fig.  119  venuMcbaolicht 
—  in  der  neutralen 
Fasernschicht  ein  hoii- 
lontaler  Abscheemnga- 
widerätand  hervorge- 
rufen. Indem  man  die 
algebraische  Summe  der 
auf  die  obere  H&lfte 
wirkenden  Horizontal- 
kräfte  gleich  Null  setzt, 
erhält  man  die  Glei* 
chuDg: 
dB 
dx 


in  welcher  $o  die  horizontale  Abscheerungskraft  pro  Längenein- 
heit der  neatcalen  FMerneehichi  hedeutei.   Die  Qleiehsetiiuig  der 

dR 

beiden  ftr  den  DifferenxMqttotienten  ^  gefundenen  Werthe  ffthrt 

2U  der  Oleichung: 

3)   *o  =  7- 

Man  erhält  also  die  in  der  neutralen  Fteemsohicht  wirkende 
horizontale  Abscheerungskraft  pro  Längeneinheit,  indem  man  die 
ganze  in  dem  Querschnitte  wirkende  Terticale  Abscheerungskraft 
dividirt  durch  den  Schwerpunkteibitnnd  der  beiden  Hälften  des 
reducirten  Qaersdinitts. 

üm  ffir  diejenige  FBsemsehicht,  welche  in  der  Höhe  y  Ober 
der  nenimlen  Faeemsehicht  liegt,  die  horizontale  Abscheerongekraft 
pio  Längeneinheit  in  bestimmen,  hat  man  fHlr  den  oberimlb  dieier 
Euer  befindlichen  Theil  des  BallEenatfiekes  —  in  derselben  Weise 
wie  Torher  In  Being  anf  die  ganze  oben  Hftlfte  desselben  geschehen 
—  die  algebraisehe  Snmme  der  Horiiontelkrifte  gleich  Moll  in 
istsen,  und  erhält  nach  Fig.  190  die  Gleichung: 
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Zweiter  Abschnitt.  §  85. 


dr 

4)  0  =  dr  —  ^dx^  oder;  ^  =  -^. 

Fär  das  Yerbältoisa  der  beiden  Qrflem  $  und  $o  ergiebt  sich 

Liernftch  der  Werth: 

Fig.  121.  Fig. 

r+dr 


6)    ^  = 


Wenn  mit  5  und 
S-\-dS  resp.  die  Werthe 
der  grössten  Biegungs- 
spannung pro  Flächen- 
einheit in  den  beiden  be- 
nachbarten Querschnit- 
ten bezeichnet  werden, 
und  mit  F  die  eine 
H&ifte  des  reducirten  Querschnitts,  so  ist: 

6)  ß  =  S.F  und  B-j-dJt^iS-i-dSj.F 

ta  setseo,  und  nach  Fig.  121  ergeben  sich  für  die  beiden  Erftfte 
r  und  r-\-dr  in  derselben  Weise  die  Gldehongen: 

7)  r  =  8./  und  r -h « (S  +  dS) ./. 

Die  SpaDnungsdifTerensen  dB  and  dr  haben  also  die  QrOssen: 

8)  dR  =  dS.F  und  dr  =  dS./, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  5)  substituirt,  so  erhält 
man  für  das  Verhältniss  der  beiden  horizontalen  Abscbeerungskräfte 
die  Gleichung: 


9) 


©0  F 


Es  yerhalten  sich  also  die  horizontalen  Abscbeerungskräfte  pro- 
Längeneinheit  in  den  verschiedenen  Horizontalschnitten  wie  die  ober- 
halb derselben  liegenden  Theile  der  reducirten  QaerscbnittsflAche. 


§  26. 

Verticale  Abscbeerungskräfte. 

Die  Art  und  Weise,  wie  das  in  der  Höhe  y  über  der  neu- 
tralen Fasernscbicht  befindliche  rechteckige  Balkenstück  von  der 
Höhe  dy  und  der  Länge  dx  gleichzeitig  durch  die  verticalen  und 
horizontalen  Abscbeerungskräfte  in  Anspruch  genommen  wird,  ist 
in  den  Figuren  122  und  123  Teransehaulicht  Wenn  diese  Absehee«- 
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roDgBkrtfte  die  eiodgeii  Srifle  wftreo,  welche  an!  das  Balken- 
elemest  wirken,  eo  wflrde  man  nach  Fig*  124,  indem  man  die  al- 

gebralielie  Sqmme  der 
Fig.  1S8.  Fig.  12a.  aUtMien  Homeiite  der* 

selbflii  In  Besag  anf  den 
Drehpunkt  0  gleleh  Kall 
•etsk,  die  Olrtdinng  er- 
^■^dß]dM  halten: 

1)  0=x^dsB»d^ 

in  weither  fß  die  verti- 
eale  Abicheeningekraft 

pro  Längeneinheit  des 
Yerticalsehnitts  bedeutet 
an  derjenigen  Stelle, 
welehe  in  der  Hobe  ij 
flher  der  neutralen 
semschicbt  liegt. 
Ausser  den  in  Fig.  124  angegebenen  Kräften  wirkt  auf  das 
Balkenelement  noch  dae  in  Fig.  125  daigesteUte  Kräae- System, 
welche  nseb  Weglassung  der  einander  gegenseitig  aufhebenden 
Kräfte  auf  das  in  Fig.  12B  angegebene  Kräfte- System  redncirt 
weideo  kann.  In  den  Aoedrooken  fflr  die  in  Fig.  125  angegebenen 


Fig.  Ui. 


Fig.  12». 


Fig.  136. 

ff — 

L 


k.äxdy 


Kräfte  bedeutet  8  die  Normalkraft  pro  Längeneinheit  des  Vertieal- 
schnitts,  3  Normalkrafl  pro  Längeneinheit  des  Horizontal- 
schnitte  und  k  das  Eigengewicht  des  rechteckigen  Ballceoelemeoti 
pro  Flächeneinheit  der  Rechteckfläcbe.  Die  statischen  Moment« 
der  m  Fig.  126  angegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt 
0  rcuTiten  noch  hinzug^efi^  werd<*n  zu  den  in  Gleichnn?^  1  )  z'i- 

Momenten.   Wenn  man  iodeüen  be- 
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Zwtüa  AHebaHt.  %  15. 


rücksichtigt,  dass  die  beiden  statischen  Jlon.ente  J»^r  GleichuDg  1) 
unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind,  während  die 
hinzuzufugenden  -t^tischen  Momente  der  in  Fip.  antreijebenen 
Kräfte  sämmtlieh  unendlich  kleine  GrAgsen  dritter  Ordnung  sind, 
80  erkennt  man,  dn^^s  die  Hinzufügung  dieser  letzteren  in  dem 
Resultate  nichts  ändern  würde,  dass  also  die  Gültigkeit  der  Glei- 
choog  1)  durch  da?  Fortlassen  derselben  nicht  beeinträchtigt  wird. 
Nach  ünterdnu kung  dp?  gemeinscbaftlicheD  Factors  dx,dy  oimiDt 
jene  Gleichung  die  Form  an: 
21  n=^fb 

und  zeigt,  da?.s  die  verticale  Ab?cheeruräg>]fraft  pro  Längeueinheit 
des  Verticalschnitts  immer  gleich  ist  der  horizoDtalen  Abscheerungs- 
krafl pro  Längeneinheit  des  Horizontiilsihuiits.  Es  können  daher 
die  im  Torigen  Paragraphen  in  Betreif  der  horizontalen  Abschee- 

mngskräfte  gewonnenen  Re- 


F!g.  1». 


Fig.  188. 


/ 


sultate  benutzt  werden  zur 
ErmitteluDg  und  graphischen 
Darstellung  des  Gesetzes, 
nach  welchem  die  ganze  ver- 
ticale Abscheerungskrafl  V 
über  die  ganze  Länge  h  des 
Verticalschnitis  sich  ver- 
theilt. 

Nach  den  GleicbuDgeri  3) 
und  9)  des  vorigeu  Püragraphen  erhält  man  z.  B.  für  den  in  Fig.  121 
dargestellten  rechteckigen  Querschnitt  die  Werthe: 

F  V 

3)  »•-»•  =  -r= 


4) 


Die  graphische  Darstellfiiig  des  Oeeetsee,  nach  welchem  8  mit 
y  sich  ändert,  ist  —  wie  Fig.  128  TeiMiecliaiilklii  —  ein  ptn- 
bolischer  Bogen  fon  der  PMlbÖbe  S«*  sebraffirte  Flidwo» 
streifen  stellt  die  GrOese  IMIacte  fß,dy  dar,  und  die  gann 
Parabelllftcbe: 

6)  jödy^F 

nsptiMBürt  die  giue  yerticale  Abeebeeningskraft  dee  Qnendmiita. 
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Für  d?n  fr.  Fie.  129  darp^tellten,  aus  dm  Koohtocken  lU- 
aromengesetttea  Qaeradmitt  eines  Blechtrftgers  erhält  nnn  als 

Kf.  Fig.  1Ä  st^llun.c  der  vor- 

ticalen  Ah^^ohd*- 
ninc^'krilff«^  oino 
uu->  drei  r:ir;tbol- 
bö^jen  r.ns.iiiimon- 
j(esetztoCurve(Pig. 
130).  Der  mittlere 
Parabelbopfen  wird 
eint»  um  so  flachere 
Form  annehmen» 
je  fferinper  die 
Dicke  der  lUe«"h- 
wand  ist,  und  wenn  zugleich  dio  Uöho  der  Flanschen -Querschnitte 
sehr  klein  ist  im  Verhältaisa  zur  ganzen  Höhe,  so  wird  der  von  den 
Flanschen  aufgenummene  —  in  Fig.  130  durch  die  schraffirtei» 
Flächenstücke  repräsentirte  ■ —  Theil  der  ganzen  verticiileu  Ab- 
scheerungskraft  sehr  klein  sein  im  Verh&ltnisd  zu  dem  yon  der 
Blechwand  aufgenommenen  Theile.  Die  ganze  Figur  130  wird  in 
diesem  Falle  nahezu  die  Form  eines  Rechtecks  erhalten,  und  man 
wird  annäherungsweise  annehmen  dürfen,  dass  die  ganze  vertical0 
AbscheeruDgskraft  V  ausschliesslich  von  der  Blechwand  aufgeoomnien 
wird,  da88  sie  gleichförmig  Aber  die  Höbe  derselben  ilch  TsrtbtUt, 
and  dass  dfs  Tsrticils  Absdieeniiigsknift  pro  LAngmeinhdi  dsr  E6b» 
m  bsBÜmmen  ist  ans  der  Ql^ehnng: 

6) 

Zugleich  darf  unter  dieser  Vorausaetzung  die  in  Fig.  113  mit 

£  bezeichnete  Grösse  annäherungsweise  gleich  h  g(>Hf»t,/.t,,  r<»)glioh 

rnach  §  23,  Gleichung  2)  die  grösste  Biegungsspaonuog  aus  der 
Gieichoog: 

7)  Vl^SF.h,  odsr:  5^= 

berechnet  werden,  in  weicher  für  die  Grösse  /'',  al '  FfTilfl«  d^tr 
redoctn«n  Querschnitt.^H^irhe,  annäheningswsiis  nach  der  Fianichea- 
Qqenchnitt  gesetzt  werden  darf. 
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§  26. 

Ißebt  nnr  in  den  horixonialMi  und  vertlfitleD  SehmttftigeD, 
soDdem  auch  in  jadw  baliobifeii  m  iigend  einfln  Winkel  «  gegen 
die  Horiioiitale  geneigten  Sebnittfnge  sind  Abedieerangskräfte 
tlifttig.  Dieie  AbBcheemngeMfte  soUeii  als  positiv  angesehen 
werden,  wenn  dieselben  in  dem  Sinne  wirken,  wie  in  Fig.  131  an- 
gegeben; als  negatiT,  wenn  dieselben  in  entg^ngesefeEtem  Sinne 
wirken. 

Die  ganze  längs  der  Schnittfoge  wirkende  Abscbeerungskrafb 
wild  aaeb  irgend  ^em  Oeeette  Aber  die  Lftnge  derselben  sich 


Fig.  131. 


Fig.  1S2. 


i 


▼ertheilen,  und  wenn  mit  9  die  pro  Längeneinheit  der  Schnitt- 
fuge wirkende  Abscheerungskraft  bezeichnet  wird  für  irgend  einen 
Punkt  P,  dessen  Coordinaten  ar,  y  sind,  so  wird  die  Grösse  % 
als  eine  Function  der  drei  Grössen  a,  j",  y  sich  darstellen  lassen 
mässen  {¥ig,  132).  Bei  Vergleichunsf  der  Fig.  131  mit  den  Figuren 

122  und  123  erkennt  man  zugleich, 
daes: 

9  s  -h  $  wild,  wenn  a  =  0«  ist, 
a  =  — 55    „      „     a  =  90M8t. 

Um  für  eine  bestimmte  Stelle  P 
das  Gesetz  sa  finden,  nach  welchem 
die  Abscheerungskraft  ?t  mit  dem 
Winkel  a  sich  ändert,  hat  man 
sich  die  Schoittfuge  durch  das  un- 
endlich kleine  rechteckige  Balken- 
stück von  der  Breite  dx  und  der 
Höhe  di/  80  hindurchgelegt  zu  denken,  dass  dieselbe  mit  der  Dia- 
gonale dieses  Beobtecks  nuammenftUt  (Fig.  133)^  Das  Beebteck 


Fig.  m 

f 

- 
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wir-i  üsdtkiiD  darch  den  Srbinin  \n  ▼w*!  rddktwinkdi|rf  Dreieck«  iw- 
!rrri.  MMü.  wenn  die  DuigonAle  des  Kecbt^$  al$  |^iiwn#ch>iUidt< 
Hjprfte&itM  4er  beiden  rfditvinkeligeB  Dreiecke  mit  bemefco^t 
wird.  90  finden  zwisclien  dem  Winkel  a  und  den  Dr^eckseiteo  «ir, 
t^3h  ^  {uktk  Fig.  134j  die  BeoeiiiiQgeii  statt: 


l)  «««»-T-,  — 


Id  Betreff  d«r  Krtftfi,  «ate^  Mf  das  fitlken-Klement  wirken, 
Toriinfig  die  VoransetiuDg  gemicht  wwdi,  tes  in  den 

I,  dass  tUo  dl«  in 

Fig.  125  mit  3  betdeb- 


ist  Dm  fiadingungeo, 
ron  welchen  die  Zu* 
^JSp^  linigiwil  dieser  Vor- 
ameetiung  abUngt^ 
sollen  spttsr  gvprtfl 
werden. 

Wenn  man  sich  jede 
von  den  auf  das  eine 
d'f    beiden  Dreieck- 
*'  suickt-'  wirVe!id(:'n  Kräf- 

xwei  rechtwinkelig  zu  einander  irenchtt'tf  Seit  enkrätt-e,  von  denen 
die  eine  |iar.illel,  die  andere  normal  2u  der  Hypotenuse  gerichtet 
ist,  und  wenn  man  alsdann  die  algebraische  Sumuie  der  eraterea 
gleich  Null  seist,  so  ergiel  t  sieb  daraus  für  den  längs  der  Hjpo* 
teftiiae  wirkenden  Abseheerungswiderstand  die  Gleichung: 

2)    Ä  (i«  =  S     cos  a  -f-  Ö  rfx  cos  a  —     f/y  sin  a, 
wMit  anf  Inidaii  Selleii  dmeh  dt  dindirt,  nadi  Suhstitetioii  d«r 

dx 


aus  den  Gleichaogeü  1)  f&r       \Mid    *   zu  entnehmendeD  Aus» 


(fii 

dB  (h 
I,  die  Iblgwide  Foim  amiiiiinii: 

fCs=Siinac(»a  +  Q(cMa*  —  sliia')  oder: 

Au  dieser  Gl«cbiiog  kami  tum  fftr  Jedeo  Werth  ?oii  «  den 
nigehOngeii  Werth  von  9  bereehiieii.  Um  demjenigen  Werth  as 
xa  finden,  IBr  welchen  die  GrOese  9  dn  Marimnm  oder  Ifinlmiim 
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wird,  hat  man  den  DifFerzenz.iälquütieDten  von  21  uacii  a  gleich 
Noll  zu  setzen.    Man  eriiait  dann  die  Gleichuug: 

4)  ^1  ^0»@oo82oei.— Sf^sinSoai,  oder: 


da 


6)   tg2«„  = 


93 


üm  denjenigen  Werth  %  =  ?Ib,  zu  finden,  welchen  die  Ab- 
scheeruii^'ski aft  annimmt,  wenn  a  =  wird,  hat  man  lier  allge- 
meineren UleichuDg  3)  zunächst  die  folgende  Form  zu  geben: 


±V\   !  (tg2a)» 

und  hierin  für  tg2a  deD  oben  für  die  Grösse  tg2an  gefundenen 
Atudroek  la  flubstitairai.  Mui  orhftlt  dann  fOr      den  Werth: 


7)    a-.  =  ±|/»«  +  (2@)'- 


Zwischen  den  hier 
in  Betracht  kommenden 
Orenzwerthen  Null  und 
180  Grad  giebt  es  zwei 
verschiedene  Warthe  des 
Winkels  ot,  welche  der 
Gleichung  5)  Genfige 
leisten.  Diese  beiden 
Winkel  sind  nm  90  Grad 
von  rinandpr  verschie- 
den. Dem  einen  ent- 
spricht das  Maximum, 
dem  andern  das  Mini- 
mum der  Grös?e  %; 
und  nach  Gleichung  7) 
ist: 


8)  « 

9)  % 


--|/«5*4-(i@)'- 
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Da  das  Maximom  stets  positir,  und  das  Miiinniini  stets  nagi- 
istf  so  kann  man  zur  BeantwortoDg  der  Frage«  welcher  tob 
Jenen  beiden  Winkeln  dem  Maximum,  und  welcher  dem  MiDimnm 
entspiicht,  die  allgemeine  Qleichang  3)  benutzen,  indem  man  unter- 
sucht, ob  nach  Substitution  der  betreffenden  Winkelgrösse  aus  dieser 
Qleichung  ein  positiver  oder  ein  negativer  Werth  für  91  sich  ergiebt. 

Die  beiden  Richtungen,  f&r  welche  Q  resp.  ein  Maximum  oder 
Minimum  wird,  kann  man  auch  auf  die  in  Pigf.  135  dargestellte 
Art  durch  Construction  ermitteln,  indem  man  mittelst  der  beiden 

gegebenen  QrOem  8  und  ^  €  nnf  die  in  der  Plgor  angegebene 

Weiee  eine  Kreislinie  vom  Halbmesser  91« ^  +  (y  ®  j '  dntck 

den  Punkt  P  legt  nnd  alsdann  von  dem  Punkte  P  ans  naoh  den 
beiden  Endpunkten  des  yertiealen  Durehmessers  geiade  Linien  debt. 

§  27. 

araptihelii  DaftMlMf  der  MkMhemiiiikHHIt* 

Die  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  würde  man  be- 
nutzen können,  um  das  Oesetz,  nach  welchem  %  mit  a  sich  ändert, 
graphisch  darzustellen.  Es  empfiehlt  sich  jedoch,  zu  diesem  Zwecke 
jene  Gleichung  zuvor  auf  eine  andere  Form  zu  bringen,  indem  man 
die  Winkel- Differenz  a  —  mit  9  bezeichnet  uüd  demgemuös  den 
Werth: 

1)  a  =  tta,  -f  9 

in  jener  Oleiokung  substitnirt  Hau  gelangt  alsdann  ra  den  fol- 
genden Qleicbungen:  * 

2)  a  =  y  @8in(2a,„-f2(p)-fÖ008(2a„-f  29), 

3)  IC  =  Y  6  (sin  2a.,  eos  29  -)-  ooa  2a«  sin  2^) 

-|-  SS  (COS  2  am  cos  2  9  —  sin  2  am  sin  2  9), 

4)  9(=^y6eos2a.(tg2aBeo629  +  8in29) 

-t-SB8in2a.»(,^^^^''^  —  8in29Y 
Vtg  2  a„  ^/ 

Der  letzteren  Gleichung  kann  man,  da  die  ausserhalb  der 

Klammern  stehenden  beiden  Grössen  nach  Gleicljuiig  4)  des  vorii^^eii 
Paxagrapheü  einander  gleich  sind,  aucii  die  foigeude  Form  geben; 
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6)  ?l  =  8aio2ot„(tg2aBCOs29 -f  oder: 

6)  a  =  ^;;.^f^»«üos29Vl+t«2«Ä 

und  nach  Substitution  des  im  vorigen  Paragraphen  für  die  GrOsse 
ig  2am  gefoüdeiieD  Werthes  erhält  man  die  QleicbuDg: 

7)  «  =  (|/««4-(|©)')cos29. 

Nach  den  Gleichuiü^Tii  S)  und  9)  des  voricron  Paragraphen 
reprtsentirt  der  Wurzel-Ausdruck  den  abso1iit»^n  W^rth  der  Grösse 
oder  ^Imtn-  und  wenn  man  liiestn  absoluten  Werth  mit  Äm 
bezeichnet,  so  kann  maa  der  obigen  Gleichung  auch  die  noeh  eia*» 
fächere  Form  geben: 

8)  «  =  9In,cos29, 

indem  man  zugleich  unter  dem  Winkel  otm  in  Gleichung  1)  den- 
jenigen Winkel  versteht,  für  welchen  ?l  =  -f-Än,  wird.  Aus  der 
obigen  Gleichung  ergeben  sich  die  nachfolgenden  zusammengehörigeo 
Werthe  der  Grössen  9  und  9: 

9=     0«       46«      90«  13Ö« 
-f«m       0    —  0 
Die  Riehtangen,  in  welchen  die  Abscheerung^raft  gleich  Null 
iet,  scUfossen  also  Winkel  ton  45*  ein  mü  den  Btchtangen  der 
grtesten  und  kleinsten  Abeeheeningskraft. 

Wenn  man  auf  Jeder  von  dem  Paokte  P  aoBgehenden  geraden 
Unie  die  ihrer  Biehtang  entspreehende  OrOsee  von  %  als  Längen» 
grosse  abträgt,  so  bilden  die  Endponkte  dieser  Streeken  eine  kramme 
Linie,  deren  form  das  Qeseto  yeransefaauUcht,  naeh  welcliem  di« 

OrOsse  8  mit  dem  Winkel  9  sieh 
Flg.  IM.^  ändert   Die  Oonstroetion  irgend 
  eines  Punktes  Q  diessr  krummen 

<'^^"^\  Linie  kann  anf  die  in  Fig.  136  an- 

gedeutete Weiss  ansgeflUirt  wer» 
^  den.  Durch  Wiederholung  dieser 

^^^  ^   \  Coostmotlon  gelangt  man  sehliess- 

SU       »  Fig.  137  daige- 

-  Btollten  Idnie.  welche  fttr  alle 

Werthe  des  Winkele  9  swisehea 
0*  und  ISO*  die  Grössen  der  Abscheenmgskrftfte  erkennen  Usst 

Die  Grösse  des  Winkels  Om  oder  die  Lage  der  beiden  loeht* 
winkelig  su  einander  stehenden  Aehssn,  welche  die  lUchtungen  der 
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giOttten  und  kleinsten  Abscheernngskraft  darstellen,  hän^t  i\b  - 
wie  aus  Gleichung  5^  des  §  26  zu  ersehen  ist  —  von  den  beiden 
Grössen  8,     welche  ihrerseits  Functionen  der  Coordinaten  .r,  y  sind. 

Wena  Q  —  0  und  55  iugl»'ich  positiv  ist,  so  wird  «„,  =  0  und 
9.  =  $  =  ^.  In  diesem  Falle  ist  die  Horiiontale  die  Richtung 


BalkeriH,  weil  in  der  neutrale!!  Fasernschicht  l^eme  f^iogiinj^sspannnng 
stattfindet.  Bei  negativem  Wertbe  von  "i^  würde  die  vertirale 
Achse  die  Richtung  der  grössten  und  die  horizontale  A(li  die 
Richtung  der  kleinsten  (oder  gröesten  negativen;  Abscheerungü- 
kraft  darstellen. 


Falle  bildet  jede  der  beiden  Achsen  einen  Winkel  von  45^  mit  der 
Horizootaleii.  Eine  edche  Lage  wird  das  Achsen-System  «noebmen, 
ertt«Ds:  m  dem  bödieteD  und  in  dem  tieftten  Funkte  eliies  Jeden 
YertiGi]fehiiitti,  weU  (nadk  Fig.  128  und  Fig.  130)  die  ChrOne  0 
nach  oben  imd  nach  nnien  hin  bis  auf  Kall  abnimmif  avetteoi! 
in  Jedem  Pttnlrte  dee  Vertiealsehnitts  an  solchen  Stellen  der  tla- 
Büsehen  Ltnte,  wo  das  Biegungsmoment  9t  ein  Mailmam  oder 

Minimum  wird,  weil  an  solchen  Stellen  ^j—  ^  0,  folglich  auch 

ÜX 

r  =5  0  ist  Wiean  6  positir  iet,  so  bildet  die  ron  rechte  aaeb 
linki  aoiteigeBde  Achse  die  Bichtnng  der  grössten,  die  foo  link« 
nach  reehta  anetiigeiMie  die  Bichtnng  der  kleiuten  (oder  grOsetan 


Fig.  187. 


der  grOsaten  und  die 
Verticale  die  Rich- 
tung der  kleinsten 
(oder  grössten  negativen) 
Abscheerungskraft.  Eine 
solche  Lage  nimmt  das 
Achsen -System  an,  er- 
stens: in  jedem  Punkte 
des  Vertiralschnitts  an 
denjenigen  Stnllen,  wo 
die  einstische  Linie  ihre 
Wendepunkte  hat,  well 
an  diesen  Stellen  das 
Hiegungsmoment  Null 
ist;  zweitens:  in  jedem 
Punkte  der  Achtie  dea 
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negativen)  Abscbeerungskraft.  Bei  iuHMtivem  Werthe  von  S  wür- 
den die  beiden  Achsen  ihre  Bedeuluugeii  mit  einander  vertauschen, 
d.  h.  es  würde  die  nach  recht>  ansteigende  die  KiihtuDg  der  grössten 
und  die  nai  Ii  link?  ansteigende  dir  Kichtung  der  kleinsten  (oder 
grössteu  negativen)  Absüheeruügäkraft  darstellen. 


§28. 


Ausser  dem  längs  der  Hypotenuse  wirkenden  Abscheerungs- 
widerstaode  Sir/«  wird  durch  die  in  Fig.  lo4t  dargestellten  Kraft« 
auch  noch  ein  normal  zu  der  Hypotenuse  gerichteter  Widerstand 
berYorgerufen.    Wenn  mit  ^  der  Normalwiderstand  pro  Längen- 

einheit    des  Hypote- 
^'     *  nusenschnitts  bezeich- 

net wird,  so  ist  ^J^  ds 
der  gesammte  Normal- 
wider^tand,  welcher 
einer  Trennung  der 
beiden  Hälften  des 
rechteckigen  Balken- 
Elemeots  entgegen- 
wirkt Indem  man  «nf 
die  recbtwinkelig  zu 
der  Hypotennse  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  gericfateton  Seiten- 
krftfte  des  in  Fig.  188  dargestellten  Krüfte-Systems  die  allgemeinen 
GleicbgewiditB- Bedingungen  anwendet,  gelangt  man  sun&chst  in 
der  folgenden  Gleichung: 

1)  ^ds  —  "ö^///  cos  a  -|-  ^(1  (•  sin  a  +  ®%  sin  a, 

welche  auf  beiden  Seiten  durch  d$  dividirt  in  die  folgende  Form 
gebracht  werden  kann: 

2)  9i  =  2S8inacoaft-f®sina*,  oder: 

3)  K  =  ^  aiü  2a  4-  ^  a  (1  —  cos  'Iol). 

Man  erkennt  ans  dieser  Gleichung,  nach  welcher  man  f&r 
jeden  Werth  von  a  den  lugehGrigen  Werth  von  ^  berechnen  kann, 
dass  9l==@  wird  fflr  a  =  90^  und  dass  92  =  0  wird  für  a«0 
(ratsprechend  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  in  den  Horisontal- 
schnitten  keine  Normalspannungen  stattfinden). 
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Um  dmjeoigeii  Winkel  a=:oa  sa  finden,  für  welchen  9t  ein 
Maximam  iMler  lii«*mmn  wird,  hat  man  den  Differeniinlqneiaenten 
von  91  nach  a  genommen  gleiofa  NaU  in  aetien.  Man  erhftlt  dann 
die  Gleidiang: 

4)    4~  =  0  =  2SJcos2aa4- ©Bm2a«,  oder: 

Um  denjenigen  Werth  SR  »  9ln  zu  finden,  welchen  die  Normal- 
kraft  91  annimmt,  wenn  a  —  ctn  wird,  hat  man  der  allgemeinen 
Gleiehong  3)  znniehst  die  folgende  Form  an  geben: 

6)  9l=-^©-j-coa2a(iatg2a—  2 '^j,  oder: 

7)  »=4-©^--  ^   . 

2  ±Vl-i-(tg2a)* 

nnd  hierin  für  tg2a  den  in  Gleichung  6)  fQr  tg2aa  geftudeoeo 
Werth  Sil  rabatttnunen.  Man  erhtit  dann  ffhr  9U  die  Gleichung: 

8)  »a  =  ^  @  ±  -  /  .  .  «d«! 


9)    SRm  =  |©±|/ö«-i-(|@)* 


Zwieehen  den  Orenzen  0^  und  180*  giebt  es  swei  um  90*  von 
einander  verechiedene  Werthe  des  Winkele  a,  welche  der  61^ 
ehunt^  6)  Genflge  leiaCen.  Dem  einen  entspricht  das  Maximum, 
dem  andern  das  Minimum  von  %  und  nach  Gleiehiing  9)  ist: 


10)  9e(««)=y®-f  j/ö^  +  li®)*, 

11)  iR(-i««=|@-)/ö»+(|@r- 

Die  Frage:  welchem  von  jenen  beiden  Werthen  des  Winkels 
an  das  Maximum  und  welchem  das  Minimum  von  91  entspricht, 
kann  mit  Hülfe  der  all^emeineQ  Gleichung  3)  leicht  beantwortet 
werden,  da  ^iaua  stets  positiv  und  ^Jlnm  stets  negativ  ist 
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Die  beiden  Richtongen,  für  welche  92  ein  Maximum  und  ein 
Minimum  wird,  kann  man  auf  die  in  Fig.  139  dargestellte  Weise 
dorcli  Coneiraction  eniiitteln,  indem  man  mittelst  der  beiden  ge- 
gebenen Grossen  fß  und  y€  anf  die  in  der  Flgar  angegebene  Art 


eine  Kreislinie  vom  Halbmesser  9»—  ^ 

Pnnkt  P  legt  und  fon  dem  Punkte  F  ans  nach  den  beiden  End- 
punkten des  bori* 
Flg.  IM».  sontalen  Durch- 

messers gerade 
Linien  sieht 

Die  beiden  Ab- 
schnitte LN  nnd 
AN^  in  welche  der 
horisontaleDoreh- 
^  messer  dnreb  den 
Fnsspnnkt  des  von 
dem  Punkte  P  auf 
denselben  gefftll- 
ten  Perpendikels 
serlegt  wird,  stel- 
len xngleich  die 
absoluten  Warthe 
resp.  len  9^»»  nnd  SRni»  dar. 

Bei  Yeigleichung  der  in  diesem  Pteagraphen  gefundenen  Qlel* 
chnngen  mit  den  in  §  26  geftindenen  erkennt  man,  dass  swisehen 
den  QtCssen  Vm«  «m  einerseite  und  den  Grossen  91»,  Oo  andier- 
seite  die  Beiiehnngsn  stettflnden: 


12)  üu. 


1 


Die  lefartnre  Gleichung  xeigt,  dass  die  flächen  der  grOssten 
und  kleinsten  Normalspannungen  Winkel  Ton  45^  einsobliessen  mit 
den  Flftchen  der  grOssten  mid  kleinsten  Abscheerungsspaunnngen. 
Aus  den  Gleichungen  9)  des  §  27  ergiebt  sich  sngleich,  dass  in 
den  Flftchen  der  grössten  und  kleinsten  Normalspannungen  die  Ab- 
scheerungsspannung  Null  ist 
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GrapUisciie  Darstellung  der  Kürmabpannuugeu.  ^7 

§  29. 

GrapWMli*  DantoHHiif  dtr  lliniMiii|«Miiiiim. 

Um  das  G086tac,  nach  walchem  ^fl  mit  a  sieb  ftndert,  graphiacb 
dannstoUeii,  bat  man  die  allgem^e  Gleichung  3)  des  vorigen 
Paragraplien  suTor  auf  eine  einfiwliere  Form  zu.  bringen,  indem 
man  die  Winlieldifferena  «  —  ocb  mit  ^  bneicbnet  und  dem  ent- 
spreohend  den  Werth: 
1)    a  — + 

in  jener  Oleicbnng  snbetitoiri  Man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
gendeo  Gleidinngen: 

2)  91  =  y  ©  H-    sin  (2a„  +  2^]»)  —  y  @  cos  (2a«  -\-  2^), 

3)  in  =x  1  ®    IB  (ein  20«  oos  2^»  +  oos  2««  sin  2^) 

—  ^<5(co8  2(XttC08  24t  —  sin  2aii8in  2^|»), 

4)  31  —        +  SS  cos  2aB  (tg  2an  cos  2^*  +  sin  2^) 

Der  letztereü  Gleicbiint^  kann  man,  da  die  ausserhalb  der 
Klammeru  stehenden  Pactoren  der  letzteren  beiden  Glieder  (nach 
Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen)  einander  gleich  sind,  auch 
die  folgenden  Formen  gehen: 

6)  9l  =  -l.«  +  B<M2a.(tg2«.«»i2+  +  -^'^^), 

^  2  Sin  2  an 

Wenn  man  hierin  die  Grösse  sin  2  an  ausdrückt  durch  tg2an 
und  alsdann  für  letztere  Grösse  den  in  Gleichung  5)  des  vorigen 
Paragraphen  gefinidenen  Ausdruck  substituirt,  so  erh&It  man  die 
folgenden  Gleichungen: 

7)  9i  =  i©±SBcos2^|^A  f  (,^)'. 

8)  9l  =  |@±(|/^-f  (^@)')co8  2^, 

welcher  leCrteien  man  nach  Gleichimg  7)  des  §  26  anch  die  ein- 
fiMhei»  Fenn  geben  kann: 

9)  =  |  8-}-?(mC08  2v;^. 

Kitter.  IiLg«ni*ar<M«o]a*alk.   3.  Aufl.  f 
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Zudtor  AhMhKitt  §  29. 


In  Gldchang  8)  ist  das  Plas-ZeiclMii  als  gttltig  in  iMUiciiteD, 
wenn  unter  Om  d«ij«nige  Winkel  Terstanden  warde,  welcher  dem 
MfifiinnF"  von  ^  entspricht;  das  Minns- Zeichen  dageg<'n,  wenn 
unter  On  derjenige  Winkel  verstanden  wurde,  welcher  dem  Mioimnm 
von  '}l  eDtepricht  Rs  soll  im  Folgenden  der  e^^t€^e  dieser  beiden 
Fälle  ToranageBetat  werden.  Dem  Werthe  0  =  0  entapridit  alse 
das  Maximum  von  9{,  und  för  die  Grösse  ist  nunmehr  unter 
allen  Umatftaden  der  pesitiTe  Werth  dee  Wonelanadrocka  in  Bechnaog 
in  bringen. 

Aus  Gleichung  9)  ergeben  sieb  die  nachfolgendeB  snsaBiinen- 
gehteigen  Werthe  der  beiden  Grossen  ^  und  ^: 


10) 


Da  9(m  positiv  ist  nod  stets  grosser  als  ~3,  so  wird  das 

Ma?:ininm    ier  absoluLeü  Wertiie  von  9i,   wenn  S  positiv  igt, 
dem  \\%rtiie  ^  =  0,  dagegen,  wenn  B  negativ  ist,  dem  Werthe 
=  Du   entsprechen.   Die  grösste  Normalspannung  ist  im  ersteren 
Falle  eine  Zn t::-Spannnn£r,       letzteren  eine  Druck- Spannung. 

Die  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  ^ 
mit  0  sich  ftndert,  würde  man  aus  Fig.  I.i7  ableiten  k5nnen,  in- 
dem man  für  jeden  Punkt  der  dort  gefundenen  Ourve  zu  der  Länge 

des  Badinsfeetora  die  GrÖSM  y  @  binsafögt,  und  alsdann  die 

ganie  figm  in  diejenige  Lege  bringt,  welche  dem  Werthe  des 
Vnnkels  flc  entspricht  6^  den  Fall,  in  welchem  6»0  ist» 
wfirde  also  der  Form  nach  eine  ▼(Hlige  üebereinstimmnng  statu 
finden  swiaeben  den  beiden  Gurren ,  welche  die  Grössen  SU  nnd  K 
als  Fmictionea  des  Winkels  a  datstellao.  FQr  diesen  Fall  wiid: 

II)  «,«  =  -«„  =  ±0, 

d-  h.  an  allen  denjenigen  Stellen,  wo  keine  Biegungs5jpannung  statt- 
findet, ist  die  pröÄste  NormaUpannunc"  trleich  der  horizontalen  oder 
verticalen  Ahscheerungsspannnni::.  A\t  :ie>en  St^-Ilen  gehören;  erstens, 
allt"  Püukie  üer  i^iuiralen  Fi-viiiSchicht.  zweitens,  alle  Punkte  des 
Vertical>chnitts  an  solchen  Stelieu  des  Balkens,  wo  das  ßieguugs* 
moment  Null  ist 

Form  und  Lage  der  Figur,  welche  die  Grösse  91  als  Function 
des  Winkels  <y  graphisch  darstellt,  werden  verschieden  ausfallen, 
Je  nachdem  die  beiden  Grössen  8  nnd  13  positive  oder  negative 
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Krtttr  Fall       t40\  6  tu«  9  M  WMt  positiv.  D« 

Rf .  140.  flf.  Ml. 


xwiscben  45*  woA  90^  Die  GKtew  9t(aM}  büdffc  mgleieh  ta 
liaximom  der  abeolateo  Werths  von  91.   Die  grtiito  Noruil- 

epaniraog  ist  eine  Zugspannung. 

Zweiter  Fall  (Fig.  141).  8  ist  positiv,  $  ist  negativ.  Der 
Winkel  an^  für  welchen  91  ein  positives  Maximum  wird,  lie^tt 
zwischen  90^  und  135^  Die  GrOsse  %mn)  bildsi  zugleich  dos 
Manmom  der  absoiateo  Werths  ?qd  91.  Dls  grOists  Normal« 
Spannung  ist  eine  Zugspannung. 

Dritter  Fall  (Fig.  142).  @  ist  negativ,  Q  ist  positiv.  Der 
Winkel  o«,  fär  welchen  91  ein  positives  Maximum  wird,  üsgt 
zwischen  0®  und  45®.  Das  Maximum  der  abHoItitnn  Werthii  von 
92  wird  durch  die  GrOsss  92(min)  gsbildet  Die  grOssts  Normal» 
Spannung  ist  eine  Druckspannung. 

Vierter  Fall  (Fig.  143).  ®  und  ^  sind  beide  negativ.  Der 
Winkel  o^,  für  welchen  91  ein  positives  Maximum  wird,  liegt 
zwischen  135^  und  180^  Das  Maximum  der  absoluten  Warths 
von  92  wird  durch  die  Grösse  gebÜdst.  Die  grOsste  Nomal* 
apannoog  ist  eine  Druckspannung. 

In  sämmtlirhen  vier  Figuren  ist  der  Halbmenser  des  gr/>gseran 
£rmes  gleich  der  Summe  der  absoluten  Werthe  von  den  beiden 

Ortsssa  J/««-f    S)'  nad  |  @;  der  HalNnsüsr  des  kMasm 


Digitized  by  Google 


100 


Zweit«  AbMhniU.  §  80. 


Kreises  ist  gleich  dem  üeberscbiUM  des  absolaten  Werthes  der 

Grosse        >f-  ( [       Aber  den  absoluten  Wertb  der  GrOsse  ^6. 

Als  Aufacgsriuhtuug  mit  „0"  bezeichnet  ist  iu  allen  vier  Figuren 

Fi^.  1^  Fig.  ItiK. 


diejenige,  für  welche  91  ein  positives  Maximum  wird.  Von  dieser 
dem  Werthe  ^  =  0  entsprechenden  Richtung  anfangeud,  sind  für 
alle  Werthe  des  Winkels  4>  zwischen  C  und  180®  die  absoluten 
Werthe  von  'Sl  auf  der  jedesmaligen  Bichtung  des  Badiosvectors 
abgetragen  und  zwar  nach  vorwflrts  oder  nach  iflckwlrts,  je  nach* 
dem  91  eine  positive  oder  negatiTO  GrOsae  ist 


ä  30. 

ErmlHifaiog  der  T«lili|Muiiuiif  auf  grapkleelMii  Vesi. 

IHe  Mittelkiaft  der  beiden  Krftfbe  Zd$  und  fftdi,  oder  dio 
Totalspannung  in  dem  Scfanitt* Elemente  <2s,  ist  diejenige  Kraft, 
welche  den  drei  Krftften  ^dff,  fßdx  and  das  Gleiofagewiehi 
hftlt  (Fig.  138).  Diese  Mittelkraft  DA  =:  ffid$  kann  auf  die  in 
Fig.  144  angedeutete  Weise  dnrch  Gonstructton  des  Erftfte-Polygons 
ABCJ)  ans  den  drw  gegebenen  Kräften  AB  =  edy,  SC  =  ^d» 

~  ^^^^  und  CD  —  'Bäy  dargestellt  und  hiernach  iu  ihre  beiden 
iff  ft 

Seitenkrftfte  EA  —  ^üdB  und  DE  =  9td9  zerlegt  werden.  Die 
VertiealpTojection  der  Kraft  EA  =  %d9  bat  die  GrOsse  FA  = 
sin a  =  Hdy,  und  die  Horixontalprojeotion  der  Kraft  DE ^^Hd» 
bat  die  Grtsse  OE=:^d$wna^^ftdy. 


Digitized  by  Google 
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Fig. 


Die  Art  und  Weise,  wie  diese  letzteren  beiden  Krlf^e  nnt  Iv'- 
natnog  eioer  durch  die  drei  Punkte  P,      1>  gelegten  Kreislinie 

dnrch  Constniction 
gefunden  werden  kl>n- 
nen.  ist  in  FiLT-  l+o 
dar^'^stelU ,  in  wel- 
cher dieselben  Funkte 
mit  denselben  Rurb- 
staben  bezeicbnet  .>iud 
wie  in  Fig.  144.  Denkt 
man  sich  in  Fii^.  145 
alsdann  die  sümmt- 
liehen  Dimensionen 
der  Figur  durch  dy 
dividirt,  so  gelangt 
man  zu  der  in  Fig.  146 
angegebenen  Con- 
stniction, durch  wel- 
che die  drei  Kial'te 
%  %  dl  ihrer  QrOsse 
nach  auf  folgende 
Weise  gefunden  wer» 
den  können. 

Iba  tragt  yon  dem 
Paokte  P  m  in  Ter- 
tiealW  lUditafig  die 
Qrtwo  PC»  210, 
hiernach   von  dem 

  Pnnkte  C  aus  in  hori- 

sonialer  Bichtnog  die  Ortes»  CD  =  6  ab,  nnd  legt  duroh  die  drti 
Fonkte  P,  C,  D  eine  Kreislinie.  Wenn  man  alsdann  durch  den 
Faakt  P  eine  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  geneigte 
gerade  Linie  PS  legt  und  von  dem  Durdischnittspunkte  in 
welchem  dieselbe  jene  Kreislinie  sefaneidet,  ein  Perpendikel  auf  den 
hotiiontalen  Durchmesser  der  Krnsliaie  fUlt,  so  stellt  dieses  Psr* 
pendikel  EN  die  GrOese  der  Kraft  9  dar.  Wenn  man  femer  von 
dem  Punkte  D  aus  das  Perpendikel  DL  auf  den  horisontalen 
Durehmesser  fUlt,  so  stellt  der  Abschnitt  WZ  die  Greese  der  Kraft 
91  dar.  Die  Hittelkraft  81  m  den  beiden  Krftften  9  und  9^  ist  alsdann 
durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  L  und  E  gegeben. 
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Zweiter  Abschnitt,  Sl. 


Indem  man  sieb  die  obige  Gonstroction  ffkr  mdm  Wttttfl  des 
I^eiguDgswiDkeU  a  wiederliolt  denkt,  fiaM  ntfui  alfldtim,  di»  die 


iviid,  und  dMB  die  Werttie  toh  Rms  und  ttnki  iwp*  mit  den  ab- 
eoluboi  Werttitn  fon  91.»  vnd  %^  übeieinstininen,  wu  mit 
d«n  bereits  oben  geAindenen  Beeoltiri»  übereinstimmt,  dass  in 
dan  Hieben  w  %m  -luid  SRm»  die  Abeelieemngsknft  gleich 
NnU  ist 


DwwleH  im  srintie  HarMlipeiiiMiii  pie  FlIefcenelalNlt 

Bei  den  vorstehenden  üntersuchun^eu  war  mit  dem  Buch- 
staben ©  die  Normalspannung  pro  Längeneinheit  des  Vertical- 
schnitts  bezeichnet  fflr  diejenige  Stelle,  welche  in  der  Höbe  t/  über 
der  Neutralen  liegt.  Folglich  ist  S  dy  die  ganze  Horizontalspannung 
der  in  diesem  Abstände  von  der  Neutralen  beliutilichen  Faser  von 
der  Höhe  oder  Dicke  dtj.  Wenn  also  mit  5  die  Noriualspaunung 
pro  Fl&cheneinheit  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  bezeichnet 
wird,  80  ist  nach  Fig.  147  und  Fig.  148: 

1)  6.4^=Bi.dr.%,  oder:  t= — , 

d.  h.  man  findet  die  Spannung  pro  Flächeneinheit,  indem  man 
die  Spannung  pro  Längeneinheit  dividirt  diireb  die  Breite  des 
Qoerscbuitts  an  der  betreffenden  Stelle. 


Fig.  146. 


beiden  Abtebnitte  LJ 
und  LR  des  horiaon- 
talen  Dnrebmessen  resp. 
das  llazimum  mid  das 
Minimum  von  91  dar- 
stellen. Bei  Verglet- 
ebmig  der  obigen  Figur 
mit  Fig.  139  erirennt 
man  femer,  dass  die 
Bitibtnngeii,  Ar  welcbe 
91  ^  Maximum  oder 
IQnimnm  wird,  an* 
gleicb  diejenigen  sind, 
Ar  welobe  9k  ein  Maxi- 
mnm    oder  Mioimimi 


§  31. 
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Berechnaiig  der  j^rSetteu  Noniuütpaunuii^  pro  FlaoheneinheiU  |0S 


Die  analogen  Beziehun^n  finden  statt  /wisi  lieti  den  Grössen 
iR,  ^,  8,  31  einerseits  und  den  Grössen  n,  1),  u,  a  andrerseits, 
wenn  überall  mit  den  entsprechenden  kleinen  dentsclien  üuebstabeu 
die  betreHendea  iSpaonungen  pro  Fläch eaeinheit  bezeichnet  werden. 

Es  ist  also: 

Tig.  U7.  Flg.  148.  ^ 

  2)  n-^. 

« 

z 

Man  kann  daher 
die  in  den  vorigen  Paragraphen  für  die  Maximalspannungen  pro 
Längeneinheit  gefundenen  Resultate  auch  benutzen  zur  Berech nnn^^ 
der  Maxi  mal  Spannungen  pro  Flächeneinheit.  So  z.  B.  erhält  man 
aus  Gleichung  9)  des  §  28,  indem  man  dieselbe  auf  beiden  Seite» 
durch  die  Querschnittsbreite  z  diTidirt,  für  die  grOsst»  Noimal« 
spannang  pro  FUcheneifibeit  den  Ausdruck; 


8)   li.=|»±)/»'  +  (f*)'- 


Wl6  in  Torigm  FNngraphan  ber«lto  irklirt  wurde,  entiprleht,. 
I  positiv  ist:  das  PlnsiddMD,  dagegen,  mm  i  negatir 
ist:  das  KiniisieidMn  dem  giOsstSD  alisoliitaii  Wsribs  toa  i. 
WsBB  nnm  also  dsm  Boebstabn  i  dis  Badratwig  das  absolatan 
Wsrthas  dar  BiegmigsspaaDiiDg  bsilagt,  so  wfid  dar  giOssta  a^ 
aointa  Warth  fsu  n  uater  allao  ünatiiite  an  bsattmnao  ssIb  aoa 
dar  CHsieiitiDg: 


Für  den  Fall  des  rechteckigen  Querschnitt«  würde  (nach  §  2ß, 
GltacIiUDg  4j  die  Grösse  q  zu  bestinuuea  sein  aus  der  Gleichung: 


inkhsr  ftr  dto  OiQbn  o»,  als  giMs  TsrtSeata  oder  borim* 
tala  AbachasmsisMpainraBg  pio  Flidusalohalt,  dar  ans  |  25,  GM-» 
3)  aa  aaiaahmsnda  Warth: 
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6)  ».=  2— 

ta  nibstituiriD  ist  Die  giOsste  Bieguogsspannaiig  des  QuendmittB 
bat  in  dlMem  Falle  (nach  §  2,  Gleidiung  16)  dea  WerUi: 

und  die  Biegungsspaouuug  in  der  Höhe  y  über  der  Neutralen  hat 
die  Qrö8se: 

8)   «  = 

w 

Die  allgemeine  Gieichung  für  die  gröbste  NormalspannuDg  pro 
Flächeneinheit  nimmt  also  fär  den  rechteckigen  Querschnitt  die 
Porm  an: 

Wenn  man  hierin  abkurzuugsweise  das  Verhaltniss  --^=-j- 

mid  das  Verhftltnieg  -^  =  ?  sotct,  so  kann  man  dieser  Gleichung 
Aucli  die  folgende  Form  geben: 

Diese  Gleichung  kann  man  nunmehr  benutsen,  um  die  grOsste 
in  dem  7ertieal8€fattitte  flberhaupt  Torkommende  Normatspannung 
anftnsnchen  and  dieselbe  tu  Tergleichen  nfit  der  grMsten  Biegungs- 
spMinnng  des  Yertfcalschnitits.  FOr  den  FiU,  in  welchem  fi  =s  1 
ist,  erhftlt  man  ans  dieser  Gleichung  die  nachfolgend  snsammen- 
geslellten  Zablenwerthe: 

9=  0  0,1      0,8      0,8     0^     0.S     0.S     0.7     0,8     0,9  1, 

— =   1    1,041    1,Ü65   1.072   1,063   1,041    1,007  0.968  0,939  0,938  1. 

Diese  Tabelle  zei^t,  dass  für  n  =  i  die  grOsste  Normalspan- 
nnng  nahezu  in  allen  Punkten  des  Yerticalschnitts  gleiche  Wertbe 
hat,  und  daes  dieselbe  in  allen  diesen  Punkten  nur  wenig  ab- 
wcidit  von  der  grössten  Biegungsspannnng.  Der  grösste  Werth 
M  n(mM)  entspricht  einem  Werthe  von  9,  welcher  zwischen  0,2 
nnd  0,3  liegt,  nämlich  dem  Werthe  9  0,294,  fär  welchen 
=  1,073  •  S  =  1,0<3 .  Uo  wird. 
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Der  bei  obiger  Tabelle  angenommene  Wertii  n  l  onUpricht 
dem  Falle,  in  welchem  u^,  -  -  S  ist.  Nach  Substitiiti.Mi  der  an?;  den 
GleichuDgen  6)  und  7)  zu  entnehmenden  Ausdrücke  erhält  mau  itlr 
«fieseo  Fkll  die  Bediogaogsgleichung: 

11)  ^ 


8 


bh 


Wenn  man  hierin  die  Werthe  V  ^  K  und  -  Kl  substitulrt 
—  entsprechend  dem  in  Fig.  149  uod  Fig.  150  dargwtellUa  FiüU  — 
80  erbftlt  man  die  Gleichung: 


12) 


2^ 
8 


hh 


6  Kl 
bh*' 


odor:  I «  -~  ä. 


Fig.  U9. 


FSg.  IM. 


am» 


£b  mnss  also  die  L&nge  dw 
Balkens  ein  Viertol  der  HOhs 
betragen,  wenn  %=^8  uin  soll 
In  diesem  Falle  ist  die  grOsste 
Normalspannnng  an  den  drei 
Stellen  C  gleich  groii 

nnd  iwar  von  derselben  QrOese 
wie  die  grOsste  Btegnngsspannnng 
oder  die  ihr  gleiebe  grOeste  Ab* 
scheemngsspannnng.  Die  grOsste 
in  dem  Baken  flberbaupt  vor^ 
kommende  Normalspannnng  fin- 
det an  den  beiden  Stellen  D  nnd 
E  statt  und  ist  nm  etwa  7  Pro- 
cent grtsser  als  8  oder  Oq.  Dieeelbe  ist  bei  D  eine  Zog-Spannnng 
nnd  bei     nne  Druck-Spananng  von  der  Gidsse: 
13)  ii(M«)=*lt073.5ss  1,073. n«. 

Die  Lage  der  Fliehen,  in  welchen  m  den  vcrnch'u'ihnen  Stellen  den  V^r- 
ticAlflchnitta  dio  Normalspannung  ihren  grßssten  VV<  rfli  f-rreichl,  kArui  fnif  llhlf«i 
der  Gleichaog  6)  des  §  26  bestimmt  werden,  welche  auf  der  rechten  h<;iLo  im 
Zähler  and  Nenner  darch  die  Qaersebnittsbreit«  dividirt  dl«  Form  «nnliainli 

1  8p       '  nf  ' 

2 

I dieser  Gleicbang  ergeben  rieh  f&r  den  i  ail  n .  -  l  '/der  tut  den  V«r« 
tkalMkaitt  BCim  Hg.  IM  die  BMfafolgend  smeauMiigMtelltts  SSeblts»«rtb«f 

18*M' 

lorse' 


14)   tg2a.  =  — 


tg2»,=  0 
«•(Zagfp.is  90^ 
fbgNMletlaslSy 


—  0,75  —  oo 
lfl«84'  189^ 


0 

0» 
SO* 
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Zweiter  Äbschoitt  §  82. 


Obcrhftlb  der  NcntrakD  Ut  ec  die  Zugepumong,  nnterfatlb  denelben  iit  ee  «Ue 
Drackipuiiiiing,  welche  den  grMen  alwoliiteii  Werth  der  Nennelneiiaiuiy 

repräsent  irt. 

Wenn  man  für  andere  Werthe  von  n  die  obige  BechDOng 
wiederholt,  so  findet  miD,  dass  der  greaste  Werth  von  n<nux)  immer 
entweder  genau  oder  wenigstens  nahezu  übereinstimmt  mit  dem 
grössten  der  beiden  Werthe  S  uod  Oq-  ^ür  den  Fell  n  —  1  be- 
trägt der  mit  dieser  Annahme  verbundene  Fehler  —  wie  obige 
Tabelle  zeigt  —  nur  etwa  7  Procent.  Noch  kleiner  wird  derselbe 
for  andere  Werthe  ?on  n.  Man  darf  daher  bei  practischen  An- 
wenduDgen  ebne  Bedenken  in  allen  F&Uen,  wo  l  grOeser  ist  als 

yA,  die  grösste  Biegangs^nnung: 

und  in  allen  Fällen,  wo  l  kleiner  ist  als  ^  A,  die  grüeste  (vertiGale 
oder  horiiontale)  Absebeerangsspinniing: 

16)  öo==y~ 

als  grösste  in  dem  Balken  überbaupt  vorkommende  Normaispannnog 
pro  Flftcbeneinh^t  betrachten. 


i  32. 

Berechnunf  der  erterderltcheR  OMncbeltttdlnentloiien  fir  BtediMlger. 

Wenn  man  in  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  S  =  ü  =  (x 
setzt,  so  erhalt  man  für  die  grösste  Normalspannong  pro  Flächen- 
einheit den  Werth: 

1)   n(„.„)  =        +       :  (i  )  '1=  1,618 .  lu 

Für  den  in  Figur  151  dargestellten  BlechträgerqueTsehnitt 
darf  bei  geringer  Stärke  der  Blechwand  und  geringer  HOhe  des 

Flanschenqnerschnitts  (nacb  §  25,  Gleichung  6)  annähemngsweise 

y 

fß^Sß^^-^  gesetst  werden,  oder: 

V 

An  der  oberen  oder  unteren  Grenze  des  Verticalsohnitts  der 
Blechwand,  also  da,  wo  dieselbe  an  die  Flanschen  grenst,  ist  die 
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Biegnnpspannung  nahezu  gleich  der  grössfeen  in  den  Fianschen- 
querschnitten  selbst  stattfindenden  Biegungsspannung,  und  (uach 

§  26,  Gleichung  7)  ist 

Fig.  löl.  Fig.  152.  dieselbe  aonäheruogs- 

 !^    weise  zu  berechnen 

P  ;    aus  der  Gleichung: 

 I  3> 

3  dem  in  Fig. 

15 2  (1  a rgestel ! t  e  n  1  '> i  e- 
TTTTTTTTTTTf  i  U  U  ^'f^;    gungszustande  des 

'»^^  Balkens  erreichen  so- 
wohl die  Verticalkraft 
V  als  anrh  das  Bie- 
gungsmoment  9J?  in 

lern  rtic^lschnitte  ßAC  ihr  Maximum.  £s  ist  nämlich  für  diesen 
Querschnitt: 

4)    V^pl  und  ö)  8»  =  ^. 

Die  grOsste  in  dem  Balken  forkommende  Kormtlspannung 
ist  daher  in  diesem  Yerticalschnitte  zu  suchen,  und  zwar  findet 
dieselbe  an  den  beidMi  Stellen  B  und  C  statt,  wo  die  Blee  h wand 
an  die  Flanschen  grenxt,  ioaofem  an  diesen  Stellen  die  grösstes 
Wfliibe  von  o  und  9  zuannmentreffen.  Wenn  also  die  Qaerschnitts- 
dimensionen  des  Balkens  so  gewählt  worden  wären,  dass  an  diesen 
Stellen  die  GrOssen  i  und  n  eine  jede  ffir  sich  allein  sehen  die 
Grösse  S  der  practisch  zulässigen  Spannung  erreichten,  so  würde 
der  Balken  zu  schwach  sein,  da  in  diesem  Falle  die  grOsste  Nor- 
malspannung (nach  Gleichung  1)  das  1,6 18- fache  der  practisch 
zulässigen  Spannung  betragen  würde.  Es  müssten  vielmehr  die 
Querschnittsdimension eD  so  gewählt  werden,  dass  jede  der  beiden 
GröBsen  A  und  D  nur  den  Werth: 

ta  JiBeD  SMleo  erreicht,  wenn  die  QrOese  nonmx)  daselbst  gerade 
gleieh  6  werden  soll. 

Bei  mgesehrielMiier  Hohe  des  Balkens  genügt  die  Bereeh- 
nang  der  beiden  OrOssen  6  und  inr  Beetimmnog  des  erfordef» 
liekso  Qnenehnitfs.    Diese  beiden  Grtsaen  kann  man  nonmehr 
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ZweiUr  Abschnitt.  §  82. 


aus  den  Gleichungeu  2)  und  3»  bereclincij,  indem  man  darin 
is=t)  =  \L  setzt.    Es  ergeben  sich  daraus  die  Werthe: 

V 

7)  4^.^^.  8) 

Hierin  sind  fiir  die  Grössen  V  und  3R  die  in  den  Gleichungen  4) 
und  5)  nnf^errpbenen  Maximalwerthe  und  für  die  GrOsse  (x  der  in 
Gleichung  ö)  angegebene  Werth  zu  substituiren. 

Für  pinon  s^'hmieflr^iprrnrn  Balkfri  wurd.'  .s'  =  6  Kil.,  al^o  u  —  0.618  .  6  = 
3^11,708  zu  setien  sein.    Wenn  f.Tiier  die  W'ertlie  /  =  20U0»''",  ä  =  &00°>», 

tO  .  2000* 

j>=slOKil.  gegeben  and,  lo  ist:  K 1 0.2000  =  20 000 and9K  =  1  

=  20000000  tu  Mtten.  Mtn  erbUt  also  ani  den  Gleiebungen  7)  und  8)  die 
Wertbe: 

.  200U0 

b  =  —   =  10™"*.8. 

3,708.500  '* 

20000000 
'  8,708.500 

Für  den  ganten  Inhalt  der  erforderUchen  Qoertebnittefifiche  ergiebt  «ich  hier- 
Dteh  der  Werth: 

J=2F-\-bh  =  2  .  10  800  +  10,8 . 500  =  27  000  □"»"•. 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  können  auch  noch,  für  andere  Fälle 
zur  Berechnung  des  erforderlichen  Querschnitts  eines  Blechbalkens 
benutzt  werden  —  für  alle  diejenigen  Fälle  nämlich,  in  denen  der 
Balken  auf  solche  Weise  unterstätzt  und  belastet  ist,  dass  das 
Maximum  des  Biegtingsmoments  9)?  und  das  Maximnm  der  verticalen 
Abscheeriingskraft  V  in  ^nem  und  demselben  Balkeuqueracboitte 
zusamwentreifen. 

Nach  §  10  (Gleichnnf;^  R)  hat  bei  liem  in  Fig.  53  dari^estellten 
Balken  auf  drei  Stützen  das  Biegungsmomeut  äber  der  MittelBtätze 
die  Qrösee: 

9)  a»-f , 

und  für  die  verticale  Abscheernngskrafb  an  dieser  Stelle  ergiebt  sfch 
nach  §  10  (Oldchnng  1)  der  Werth: 

10)  V^pl-^K^^^pL 

Bei  dem  in  Fig.  53  dargestellten  Falle  ist  der  Aber  der  Ifittel- 
stntze  befindliche  Balkenquerschnitt  deijenige,  in  welchem  das 
Maximiini  von  ^  mit  dem  Maximum  von  V  zusammentrifft.  Wenn 
also  ein  solcher  Balken  anf  drei  Stützen  als  prismatisehor  Bleck* 
tiftger  donstroirt  weiden  soll,  so  bat  man  ffir  die  QrOSflen  SR  nnd 
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V  die  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  angegebenen  Werthe  zu  sub» 

stttuim  und  kann  im  Uebrigen  die  I^^recbnung  der  erforderlichen 

Qaenchnittsdim^Dflionen  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem  in  Elg. 

dargestellten  Falle  ausföbren. 

Wann  i.  B.  die  Werthe  pslOKii.  nnd  IsslOOOOOn"  gegeben  eiiid, 
ao  wird: 

flt=  -^^'^y^'  «  12 500000000  und  K=  |-- 10, 100 000  =  625 000. 

Wenn  ferner  ft^lOOÜO"'"'  gegeben  ist,  und  wi'-  b'^i  'lern  vnripen  Zalilen- 
beispiele  wiederum  die  für  Schmicdeisen  geltenden  Zaiücuwerthe  6Kil.. 
ItsS^B-fTOa  gesetit  wüdeii,  so  erhiU  man  roi  den  Qleieliiingen  7)  nnd  8) 
die  Wertbe: 

^  625  000  .^„«o-  j 

8,708.10  000 

_  12^00000000 
5,708.10000 

Fiir  den  ganzen  FläcbeDinbalt  des  erforderlichen  Querschnitts  ergiebt  sich 
hiernach  d«r  Werth: 

J"=2.337  UO-f  16,86.  10000  =  842 820 C«"». 


§  33. 

■iRinMi  der  erferderlldiee  QuenohRlIlilllcht. 

Die  im  vorigen  Parae^raphen  erklärte  Berecbnungsweise  war 
anf  die  Voraussetzung  gegründet,  dass  an  der  Stelle,  wo  die 
grösste  I^öiOialdpanniing»  stattfindet,  die  beiden  Spannungen  $  nnd 
ü  gleiche  Grösse  haben  sollten.  Diese  Voraussetzung  war  eine 
willkürliciie;  der  vorgeschriebenen  Bedingung:  dass  an  jener  Stelle 
n<mAx)  =  S  werden  soll,  kann  auch  uoch  aui  andere  Weise  Genüge 
geleistet  werden. 

Nacli  Glcu  huuij;  4)  des  §  31  würde  die  eben  genannte  Be- 
dingung äuazuiliückeü  sein  durch  die  Gleichung: 

Wenn  m&ü  diese  Gleichung  quadrirt  (nachdem  zuvor  das  Glied  j  # 
auf  die  Unke  Seite  gebracht  worden),  so  erbftlt  man  die  Gleichung: 

welche  nach  Suhstifntkm  der  ans  den  CtleicfaiiDgeD  2)  nnd  3)  des 
Torigen  Paragraphen  ftr  die  Grossen  ü  und  s  an  entnehmenden 
Weitbe  die  folgende  Form  annimmt: 
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Zwdtflr  Abfolmitt  §8B 


Durch  AuflteUDg  dieser  Gleiehmig  erh&lt  man  f  Ar  die  Qrteee  F 
den  Werth: 

Aue  dieeer  Gleiehung  wflrde  man  dir  Grösse  F  bereehnen 
ktaneD,  wenn  die  OrOsse  6  schon  bekannt  wäre.  Die  inr  Be- 
stimmung der  Grtese  b  noch  erforderliebe  sweite  Gleichung  kann 
nan  sich  dadurch  Terschaffen,  daes  man  noch  die  Bedingung  hin- 
zufügt; es  soll  die  Grosse: 

6)  J=2F-\-bh, 

als  Flftcheniohalt  des  ganzen  Querschnitts,  zugleich  ein  Minimum 
werden. 

Um  diese  letstere  Bedingung  durch  eine  GMebung  auna- 
drflcken,  bat  man  zuoftcfaet  den  oben  fttr  F  gefundenen  Werth  in 
Gleidiung  5)  zu  suhetttuiren,  welche  dann  die  Form  annimmt: 

und  hierauf  den  Diferentialqnotientea  ^  gleich  Null  zu  setzen. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

welche,  als  Gleichung  vierten  Grades  nach  Potenzen  von  b  geordnet, 
■  auch  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

Aus  dieser  Oleichung  ist  zunächst  die  Grösse  b  zu  bestimmen. 
Nach  Substitution  des  gefundenen  Werthes  kann  alsdann  die  andere 
unbekannte  Grösse  F  aus  Gleichung  4)  berechnet  werden. 

Bei  dem  'Tsteii  ZaliltMibeispiele  des  vori|;f'n  Paragraiilien  war  «S^tiKil., 
A  — Oüü""«,  r  =  20oüO,  aJi  =  20  000  000.  Nach  Substitution  dieser  Zahlen- 
wertbe  nimmt  die  OleichnDg  8)  folgend«  Form  an: 

— 89.6»-  2870.6  + 1975^0. 

Durch  Anflömmg  di«Mr  Gtoiehang  erhilt  man  für  die  Stirke  der  Blech- 
wand den  Werth:  fc  =  15'»'",4.  Wenn  man  dieeen  Werth  in  Gleichung  4)  aub- 
stitnirt,  so  erhalt  man  für  rlen  erford-  rlichen  Flanschenquerschnitt  den  Werth: 
F=8204Uin>n.  Der  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts  würde  hiemaeb 
die  Grösse  erhalten: 
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J  =  2  . 8104+15,4  .  500  =  24  lOSC«"», 

also  289SO">»  winiftr  Utngwi  alt  der  im  vorigen  PtungnphMi  g«fiuid«De 

Werth. 

Bei  dem  iweiten  Zfthlenbeispiele  des  Torifjen  Paragraphen  war  S  =  6  KlU 
JkasiOOOO«»»  FasaaSOOO,  an  =  13500000000.  NMb  BaMtutloii  dieMT 
ZaUenwerthe  ainunt  di«  Gleiahiuig  9)  dii  fetfiiide  Fonn  aii« 

217 .  t»  —  9042 . 5  + 11 774  =  0. 

Dmth  ÄuflftioDg  derselben  erhiU  man  für  die  erfofderlicbe  Starke  der  Bleeli- 
wand  den  Werth  6  =  24™™,  nx\A  nach  Siibstitutiou  desselben  t^rhült  man 
ans  Gleichnnj?  4)  für  den  erforderlichen  Flan:=rh'-nqnerschnitt  Ion  Werth: 
ii';s256  69uU°ia>.  Der  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts  würde  hier- 
naeb  di«  Grilaie  «rbalten: 

2 . 260  690  +  24 . 10000  =  758  SSOO»». 

•Im  89440a"»B  weniger  betiafeo  »to  der  im  vwigaii  Paragrapban  fefimden« 
Werth. 


§  34. 


In  den  vüii<,^"'n  beiden  l\irai(rapben  wurde  gezeigt,  wie  der 
erforderli  he  Querichnitt  eines  Blechbalkens  für  den  alleriingün- 
stijjsten  Fall  zu  berechnen  ist  —  für  Henjoni^en  FrII  n^mlifh,  in 
v-elchem  das  Maximum  des  Mie^ningsmoments  1'^  und  das  Maii- 
mum  der  verticalen  Abscheernn^^skraft  V  in  einem  und  demselben 
Balken querschnitte  zusammentretfen.  In  diesem  Falle  erreichen  die 
Spannungen  d  uad  0  in  einena  und  demselben  Punkte  der  Blech- 


Fig.  laS. 


Fig.  154. 


t 


wand  ihre  Maximal- 
Werth  e;  es  musst© 
daher  jeder  ein/*'hie 
derselben  kleiner  sein 
als  di*^  practisch  zu- 
lässige bpannung 
wenn  die  grösste  Nor- 
malspannung  »^Ihst 
gleich /S  werden  sollte. 

Einen  Gegensatz  zu 
jenem  ungünstigsten 
Falle  bildet  der  in  Fig.  153  und  Fief.  154  dargestellte  Fall  eines 
an  beiden  Enden  nnterstüt/ten  DlecLbalküiis  mit  gleicbförinig  über 
seine  Länge  verlheilter  Llcla^tnn?.  Hier  erreicht  das  Biegungs- 
iüoiueiil       seineu  grössten  Werth: 


M~»  i  i » f  i  i  4 ;  i  u  *  i  4^ 
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Zweitor  AbMhnitt  §  84. 


1)  SDi.  =  'J' 

in  der  Mitte  des  Balkens,  und  ao  dieser  Stelle  ist  zugleich  die 
Terticale  A.b8eheeraDgBkmft  V  gleich  NqIL  Die  Grtlsse  V  dagegen 
eneicht  ihren  grOssten  Werth: 

2)  r,=^pl 

an  den  b^den  Goden  des  Balkens,  nnd  an  diesen  Stellen  ist  zu- 
gleich das  Biegnngaffloment  %R  gleich  Null  Bs  trifft  daher  der 
Malimalwerth  der  Biegungsspannung  (t,  nftmlich  der  Werth: 


6)  F=f!=£ 


3)  «.«--^ 

mit  dem  Werthe  ö  =  0  zusammen,  und  der  ilaximaiwerlh  vou  t», 
nämlich  der  Werth: 

triflt  mit  dem  Werthe  3  =  0  zusammen.  In  diespm  Falle  darf 
daher  jede  der  beiden  Grössen  §,  und  unmittelbar  gleich  der 
practisch  zulässigen  Spannung  i?esetzt  werden.  Für  die  Grössen 
F  und  b  ergeben  sieb  hiernach  aus  den  obigen  Gleichungen  die 
Werthe: 

ü 

Sh~2Sh' 

^         Sk~'  Sh' 

Um  SU  beweisen,  dass  bei  Annahme  solcher  Querschnitts» 
dimensionen  die  grOsste  Normalspannuog  an  keiner  Stelle  des 
Balkens  grosser  wird  als  die  pradaseh  inUsslge  Spannung  8^  hat 
man  die  allgemeine  Gleichung  absuleiten  für  die  grOsste  in  irgend 
einem  beliebigen  Verticalsdinitte  stattfindende  Normalspaonung. 
In  dem  Abstände  x  von  der  Mitte  haben  die  Grossen  SR  und  V 
resp.  die  Werthe: 

1)  m=p(^-^^y     8)  v^px. 

Die  grössten  Biegungsspannungen  in  den  Terschiedenen  Quer- 
schnitten verhalten  sich  wie  die  Werthe  des  Biegungsmoments  9)^, 
und  die  grOssten  verticalen  Abscheerungsspannungen  Tolialteii  tieh 
wie  die  Werthe  der  ganzen  Verticalkraft  V.  Wenn  also  mit  <  und 
die  Werthe  beseiehnet  werden,  welche  resp.  die  grOsste  Biegnngs- 
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spanoiiiig  die  grösste  verticale  AbscbeerangsapuiDiiog  im  Ab- 
stände T-  van  dfir  liiite  annehmen,  so  ist: 

Da  =  =  fi  angenommeu  wurde,  so  ergeben  sieb  für  die 
Grössen  0  und  D  die  Werthe: 

Die  grösste  in  dem  betrefTenden  Verticalschnitt  vorkommende 
Norraalapannung  findet  an  den  Stellen  F  und  Q  statt,  wo  die  ßlecb- 
wand  au  die  Flanschen  grenzt,  und  nach  Gleichuag  4)  des  §  31 
bat  dieselbe  die  Grösse: 

13)    lIo««  =  yÄ  +  )/»«-|-(y»)*. 

Wenn  man  hierin  die  obigen  Werthe  fOr  i  und  D  subetiinirt, 
80  erhilt  man  die  Gleiehnng: 

14)  n(-»=|s(l-^y')  +  )/(sf)*+[is(i-^i')]'.  oder: 

>6)  |s|l  -     +  1/4^+0-^)} 

Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  ist  das  Quadrat  von 

1  H-  |i*  &  ist  also: 

16)  nciMK}  =  2    i  ^  ~"  7«     *    7« )  ^  ^* 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  itfmax,  uii^bhängig  ist  von  x 
und  dass  längs  des  ganzen  ümf;lnL^^  ABCD  der  rechteckigen 
Blechwand  die  grösste  Normalspaniiu!i^'  überall  den  constanten 
Werth  S  hat.  Gleichzeitig  ergiebt  sich  hieraus,  dass  mau  an 
keiner  Stelle  des  Haikens  die  Querschnittsdimensionen  vermindern 
kanu,  ohne  dass  die  practisch  zulässige  Spannung  überschritten 
wird.  Obwohl  die  Biegungsspannung  in  den  Flanschen  von  der 
Mitte  nach  den  Enden  hin  allmählich  bis  auf  Null  abnimmt,  so 
muss  trotzdem  der  Querschnitt  derselben  an  allen  Stellen  dieselbe 
Grösse  haben  wie  in  der  Mitte,  weil  sonst  —  iwar  nioht  in  den 
Flanschen  selbst,  wohl  aber  —  in  der  Blecfawand  an  den  Stelton, 
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WO  dieselbe  mit  den  Flanschen  Terbunden  nt,  die  grteste  Normal- 
spannong  grosser  werden  wSrde  ate  die  praetlscb  tuUssige  Span- 
nung. Der  in  Fig.  154  duge^llte  prismatisebe  Blechbalken  ist 
daher  in  gewiasem  Sinne  ab  „Balken  von  gleichem  Widerstände** 
in  betrachten,  insofern  die  grOsste  Nonnalspannang  in  allen  Qner- 
sefanittsn  dieselbe  GrOese  hat 

Wenn  I.  B.  «in  tchiiiiedeiBenier  Ble«lil«llEeii  von  4  Metern  Lloge  nnd 
0,5  Metern  Höhe  eine  gleichförmig  üher  seine  Länge  vertheilte  Belastung  von 
48O00Kil.  vn  «ragen  hat.  so  wQrde  man  zur  Bestiramnn^  d^r  erforderlichen 
Qtierscbnittaüiiuensionen  in  den  Gleichnngen  5)  und  6)  die  Werthe:  .V  =  6Kil., 
f  SS  2000»»,  h  =  500»»,  p=zi2  KU  i«  raMtninn  hnben.  Hm  erhilt  dann 
die  Werthe: 


S  36. 

def  effofderHefeen  aewiil  vos  NieliMltee  in  den  Nlelfif'n* 

In  de»  horizontiilen  Nietfogen  sind  es  lediglich  die  horizon- 
talen Abscbeeruügskräfte,  welche  die  Abscheerungswiderstfin  ie  der 
Nietbolzen  in  Anspruch  ßehmen,  da  nach  der  in  §  26  fjt- machten 
VorauäsetKung   die  Normalkräfte  in  den  Uorizontalfugen  gleich 
Flg,  ^^^^  sind  (Fig.  155).  Wenn 

also  mit  ;/  die  pro  Längen- 
einheit der  Nietfuge  erfor- 
derliche Anzahl  von  Niet- 
bolzen bezeichnet  wird,  mit 
(/  der  Durchmesser  des  Niet- 
bolzens  und  mit  N  die  prac- 
tisch  zulässige  Abscheerungsspanuuug  juu  I  iutheui  inheit  des  Niet- 
^nerschnittSf  so  ist  die  Zahl  n  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)   fi  S  '^^''««. 

i?t  hierbei  einseitige  Vernietung  vorausgesetzt,  d.  h.  eine 
solche  Vernretuiigs weise,  bei  welcher  au  jedem  Nieibolzen  nur  in 
einem  QnersHinitt«»  der  Widerstand  gegon  Abscheerung  in  An- 
spruch genommen  wird.  (Wenn  «taH  dessen  die  Vernietung  so 
l>es<'haffen  ist,  dass  bei  jodem  Nieibol/.en  gleichzeitig  in  zwei 
Querschnitten  der  Widerstand  gegen  AbsclietTunj  in  Anspruch  ge- 
nommen wird,  so  braucht  die  Zahl  der  Nietboken  nur  halb  so  gross 
zu  sein.) 
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VUr  selmiiedeisanifl  Nietbolien  wftrd«  5=4  KU.  ra  Mtm  Min.  Bei  d«m 

in  ^  33  als  zweites  Zalilenb^iplol  gewibUen  Falle  des  Bleehbalkens  auf  dnl 

Stützen  war  ä=  10000"'"'  aneon  »rrnnf^n,  nm!  f^r  A'ie  ?erticale  Äbschoeningi- 
Iraft  unmittelbar  neben  der  Mittelstiitse  der  Werth  K  =  625 OOO  KU.  gefunden. 
Nach  §  25  (Gleiohaug  6)  ist  also: 

_r_6»5000  _ß2.KiI 

Wenn  also  der  Durchmesser  jedos  Niotbolzent  80  MiUiuMtor  batriglt  19 
ist  die  Zahl  n  la  berechnen  aus  der  Oleiohaag: 

90*  H 
4 

Bs  mOM  alw  in  4«r  Niba  dar  HitMlftfttte  dte  Nittboltaii  d«r  boriaoih 
talen  Nietfiigni  so  nahe  bei  einandar  gaaatit  weiden,  dasa  drea  50  NietboliaD 

*nf  die  Länge  eine«  Heters  kommen. 

Bei  den  verticalen  Nietfugen  ist  es  —  wie  Fig.  166  zeigt  — 
4li6  Mittelkraft  Ton  den  beiden  Kräften  93  und  8,  also  die  Kraft: 


1 


9 


I 




a : 

'-•I  - 


p.  welebe   die  Abeeiieeniogewiderstlnde 

der  Nietbolian  in  Aneprndi  trimmt 
Wenn  also  mit  v  die  pio  Lftngenaln- 
,.'Bl  lielt  der  Tortiealen  Nietttage  erftt^ 
deriiehe  Annlil  von  IQetbolnD  be* 
^  ]    -  seicbnet  wird,  so  ist:  _^ 

I::__^S      3)  V.5  -Y  =  »  =  ®K  A  +  Ii 

tu  eeteen,  und  nach  Oleldimig  ])  hat 
•  I  •  i  das  Yerhftltiriae  der  beiden  KietnUen 

...  ..•j.f.i  die  Giihne: 

Da  nach  §31  statt  -g-  aneh  gesetzt  werden  darf,  so  Itaoo 
mm  dieaer  Qleiebnng  auch  die  folgende  form  geben: 

Hierin  bedeutet  n  die  pro  Ldofnieinheit  erforderliehe  Aniahl 
der  Nietbolien  flr  eine  an  dereelben  Stelle  der  Bleebwand  be» 
flndUefae  boriaontale  Nietft^ 

Bei  daa  in  §  as  ak  sweitea  Zab1enbeia|iiel  benehnelan  Bleebbalkan 
wd  drei  Stätten  war  ft=10Ö00»^.  6=24»"»,  F=3M6eoa"",  «ad  in 
Mm  Tarfiealacbnitte  nrnnittelbar  neben  der  ICttalftatae  war  F  =  615000^ 

8* 
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SR  s9  Ii  500 000  000.   Nach  den  Gleichungen  2)  und  3)  des  §  32  l  aben  die 

Spannung*»»!  der  Blochwaiid  in  diesem  VcrticaUchDitte  AD  der  Stelle,  wo  die 

.  Blech wand  an  die  Flanschen  grenzt,  die  VVerthe: 

625000  „^^^ 

0  =  2.608. 

24.10000      •  * 

J2  5ÜO0O000O  _  ' 

256  690.10000  "  '  ' 
ui^d  vTPnn  man  (iit>Helben  in  Gleichung  5)  substiinirt,  SO  erhält  men  f&r  da» 
Verhältoiss  der  beiden  Ni-tzahlen  den  Werth: 

Fftr  dieselbe  Stelle  wer  im  vorigen  Zihtenbeieinele  w  =  0,0497  gefunden,  folg- 
lieh iet  V  =  2,1 18 . 0,0497  =  0.105. 

Da  in  der  neutralen  Fasernschicht  #  — 0  ist,  so  wird  für  die  Mitte  der 
verticalen  Nietfoge  ^  =  ».  mmn  also  die  Zahl  der  Nietbulzen  pro  I^ängen- 
cinheit  der  verticalen  Nietfage  von  der  Mitte  nach  üben  und  unten  hin  all- 
mählich zaDehmeo,  und  iwmr  von  50  Nietholzen  pro  Meter  We  anf  105  Niet^ 
bolseo  pro  Meter. 

§ 

Berechnung  der  Verticalstäiider. 

In  §  26  und  §  28  wurde  bei  Ableitung  der  allgemeinen  Glei* 
chuDgen  fiAr  die  Abscheernngsspannnngen  und  Normalspannungen 
die  VoraQMetzung  gemacht:  dass  in  den  Horizontalfugen  die  Nor- 
malspannungen  gleich  Null  sind.  Die  in  den  vorstehenden  Para- 
graphen gefundenen  Resultate  sind  daher  nur  dann  als  gültig  zu 
betrachten,  wenn  die  in  Fifj.  125  mit  3  bezeichnete  Kraft  überall 
gleich  Null  ist.  Um  die  Bedingung  zu  finden,  von  welcher  die 
Zulässigkeit  jener  Voraussetzung  abhängt,  hat  man  zunächst  die 
allgemeine  Gleichung  für  Q  abzuleiten  und  nachher  in  dieser  Glei» 
cbuug  3  —  0  m  setzen. 

Wenn  man  sich  aus  dem  Balken  durch  zwei  nahe  hei  ein- 
ander befindliche  Verticalschnitte  einen  Theil  von  der  Länge  X  her- 
ausgeschnitten denkt  und  die  algebraische  Summe  der  auf  dieses 
Balkenstiick  wirkenden  Verticalkräfte  gleich  Null  setzt,  so  erhiklt 
man  nach  Fig.  157  und  Fig.  156  die  Gleichung: 
1)    0  — ^  — AF. 

Hierin  liedeutet  Q  die  ganze  Üelastung  deü  lialkenstückes.  Es 
ist  anzunehmen,  dass  dies**  Belastung  nach  irgend  einem  Gesetze 
über  die  Höhe  des  Ikilkenstucks  verlheilt  ist,  und  von  der  Art 
dieser  Vertheilung  wird  die  Grösse  desjenigen  BelastungstheiLs  ub- 
hfitigen,  welcher  für  den  in  Fig.  159  dargestellten  oberen  Theil 
von  der  Höhe  w  —  y  die  Belastung  bildet    Dieser  Belastungstheil 
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ist  als  eine  Function  von  y  zu  betrachten  und  kann  gleich  Q -/{sf) 
gesetzt  werden. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  ganze  verticalp  Abscheeruogs- 
kraft  V  über  die  fiöiie  des  Balkens  sich  vertheilt,  ^viirde  bereits  in 

§  25  autgefunden  uud 


Fig.  157. 


Fig.  18& 


r 


Fig.  159. 


A 


graphisch  dargestellt. 
Nach  demselben  Ge- 
setze vertheilt  sich 
auch  die  Kraft  V-\'^V 
über  die  Höhe'des  Ver- 
ticalschnitts;  folglich 
gilt  dasselbe  Verthei- 
luDgsgesetz  auch  für 
den  Kraftäberschass 
AF.  Der  Bruchtheil 
von  aF,  welcher  auf 
den  in  Fig.  159  darge- 
stellten oberen  Theil 
des  Balkenstücks  wirkt, 
ist  daher  ebenfalls  eine 

Function  von  v  und  kann  gleich  A  J  .  9  (//  >  tjesetzt  werden.'  Wenn 
man  nunmehr  für  diesen  Theil  die  algebraische  Siimi^e  aauimtlicher 
auf  denselben  wirkenden  Verticalkrilfte  gleich  Null  setzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

2)    0  =  3.X  +  (?./(y)-AF.9(y), 

welcher  man  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  1)  für  AF  zu 
entnehmenden  Werthes  auch  die  Form  geben  kann: 

Wmd  also  3  =  0  80  muu  die  Bedlngimg  erfttUt  sein: 

d.  b.  die  Belastung  Q  moss  Aber  die  Höhe  des  Balkens  nach  dem- 
lelbea  Gesetm  Tertheilt  sein,  welches  in  §  25  fOr  die  Yertheilang 
dar  Taitiealkiift  V  geftenden  wnide. 

Bei  einem  Blechbalkea  darf  die  Verticilknft  V  als  gleich«* 
fdrjDig  über  die  Hdhe  des  Terticalscfaniits  dar  Blech  wand  rar* 
thdli  aogenommoB  werden.  Dia  Qfiltigkett  der  in  Bezog  auf  den 
BUdibalken  gefaDdenan  Beaultata  ist  daher  aa  cHa  Bedingung  ge- 
kafipft:  das»  die  eiaselnan  BelastUDgan  deMalban  —  sowie  auch 
dia  sonstigen  auf  denaalhen  wirkeaden  Vertiealkrftfte,  wie  1.  B. 
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die  vertical  aufwärts  wirkenden  Gegendrücke  der  Stützpunkte  — 
.gleichförmig  über  die  Höhe  der  Blech  wand  vertheilte  Kräfte  bilden. 


Fig.  m 


Eine  solche  Vertheilung  der  Belastung  Q  würde 
mau  auDüiiernd  daduixih  herbeiführen  können,  dasfl 
man  dieselbe  in  n  gleiche  Theile  zerlegt  und  an  dem 
Verticalstreifen  der  Blechwand  in  verticaler  Baihe 
ebenso  viele  gleich  weit  von  einander  abstehende  Niet- 
bolzen anbringt,  an  deren  jedem  ein  Blechtftfeilefaen 

mit  dem  Belastungstheile  —  angehängt  ist  (Fig.  160). 

n 

Wenn  nlsdftnn  alte  diese  Bleditäfeicfaen  so  einem 
Körper  Tereinigt  werden,  so  nimmt  derselbe  die  Form 
eines  an  die  Blechwand  genieteten  Verttealständers 
an,  welcher  mit  der  Summe  jener  Belastungstheile,  also  mit  dem 
ganxen  Gewichte  Q  belastet  ist,  und  es  kann  nachher  jeder  be- 
liebige Pankt  dieses  Verticalstftnders  als  Angriibpunkt  jener  Ver- 
tiealkiaft  gewählt  werden,  ohne  dass  in  dem  Oesetse  der  Verthei- 
Inng  etwas  gefindert  wird.  So  z.  B.  dfirfte  bei  dem  in  Fig.  161 

daigestellten  Blechbal- 
ken  jene  Bedingung  als 
erfüllt  betrachtet  wer- 
den, obwohl  für  die  Be- 
lastungen die  oberen 
Endpunkte  und  für  die 
"  "  GegendrückederStütz- 

punkte  die  unteren  Endpunkte  der  betreffenden  Verticalstftnder 
die  unmittelbaren  AngrifiTspunkte  bilden. 

Die  St&rke  des  (prismatisch  vorausgesetzten)  Verticalständers 
muss  so  gewählt  werden,  dass  an  der  Stelle  des  Angriffspunktes 
der  betreffenden  Verticalkraft  die  Spannung  pro  Flächeneinhett 
des  Querschnitts  gleich  der  practisch  zulässigen  Spannung  wird. 
Die  erforderliche  Anzahl  der  Nietbolzen,  welche  den  Verticalständer 
mit  der  Blechwand  verbinden,  findet  man  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
indem  man  die  Summe  der  Abscheerungswiderstände  aller  dieser 
Nietbolzen  gleich  der  Verticalkraft  setzt,  welche  dieselbe  in  An- 
spruch nimmt. 

Bei  dem  m  §  83  und  §  35  ab  Beispiel  gewählten  Blechbalketi  anf  drei 
Stützen  botrup  der  Gegendruck  der  Mittelstütze  12:)0  000  Kil.  Da  diese  Kraft 
au  der  Uoterkaute  des  Balkens  ihren  Angriffspunkt  but,  so  uiusa  über  der 
KitteUtQtn  «in  Vertictlstinder  aogebnelit  werden,  und  wenn  die  praetiieh 
zuUsiig»  Draefappavimag  gleich  6  Kit.  geeetst  wird,  eo  mtoM  die  QacfeelmiMe- 


1  1  1 
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1  250  000 
w 

IXe  Anxahl  dei  l^ietbolzen.  welche  diesen  Verticalständer  mit  der  Blechwand 
Terbinden,  ist  auf  ähnliche  Weiae  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu  berechnen 
aoa  der  Gleichoog: 

«•Ä- -^  =  1200000, 

nnd  wenn  man  wieder  S  =  4  Kil.,  d  s  SO'k'b  aeteti  SO  erUUt  man  für  die  arlbr» 
derlicfa«  Nietiabl  den  Werth: 

4.1250000 
§  37. 

BrUckenbaiken  auf  drei  Stütten.   Berechnung  der  grössien  vertlealen  Ahachee- 
fimilurMla  nlt  BtrOekstaliilfUiif  der  noMlen  Btlailng. 

In  ^  35  wurde  b«i  BerecbnuDg  der  erforderlidiflm  NletsihleD 
•ine  gegebene  eonetuite  BelagtoDg  TonuugeBetit  Wenn  aveser 
einer  soldien  permaneliteii  BelastoDg  noch  eine  (verftodeiliche) 
mobile  BelaetuDg  vorbanden  igt«  so  bat  man  die  Beredmiing  der 
fdr  diie  beetimnite  NIetfügenetreeIce  erfoideriidien  Aniabl  m  Niet» 
bolzen  itefes  unter  Yotatissetning  des  ungünstigsten  Belattongsia- 
Standes  ansanabfen«  d.  b.  man  bat  zoTor  denjenigen  Belastongs- 
snataad  anftusacben,  bei  wekbem  die  Absebeerongawiderstände 
der  an  jener  SteOe  befindlicben  Nietbobcon  am  stArfcaten  in  An- 
spmcb  genommen  werden.  Bei  den  borizontalen  Nxetfiigen  sind 
es  lediglidi  die  borizontalen  Absebeerangskrifte,  welebe  die  Ab» 
scbeerangswiderstinde  der  Nietbolzen  in  Ansprnob  nebmen,  nnd 
da  Or  den  Bleebbalken  (nacb  $  25): 

1)  *  =  Si  =  -^ 

an  setzen  ist,  so  wMe  man  bei  der  Bereebnnng  der  Nietnbl  Ittr 
die  borizootale  Nietfuge  saTor  denjenigen  Belastongssnstand  anf- 
losaebeo  beben,  bei  welcbem  die  Grosse  V  an  der  betreffenden 
Stelle  ibien  Mazimalwertb  aniümmt 

FQr  den  Bleebbalken  auf  drei  Stfitsan  kann  man  bei  dieser 
ütttsnnclmng  die  (schon  in  Fig.  60  ansgelUute)  gnjj^iiscbe  Dar* 
stdlong  der  tob  einer  Binzellast  Q  berfOtgebKaebten  Biegangs- 
momente  benutzen,  Iniofem  man  mit  Benntzmig  der  Oleiebmiig  1) 
des  §  15  ans  Jener  Figor  unmittelbar  die  giapbisebe  DamteUnng 
der  Yon  Jener  Belastung  berfoigebraebtan  vertiealen  Abeebserungs- 
kiffte  abldten  kann.  Wenn  man  sieb  den  Aagiiibi»nnki  der  Kraft 
Q  aUmShlidi  von  einem  Endpunkte  des  Balkens  bis  zum  anderen 
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Endpunkte  fortrückend  und  sich  zugleich  lur  jede  Lüge  desselben 
die  <,i  iphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  (Fig.  1G2  und 
Fig.  1G3),  sowie  die  aus  derselben  abzuleitende  graphisciie  Dar- 


stellaog  der  vertioaleii  AbscheenragskriLfta  (F!g.  164  und  Flg.  165) 
ausgeführt  denkt,  so  kann  man  auf  solche  Weise  leioht  diejenigen 
Strecken  ermitteln »  deren  Belastungen  positive  BeitrSge  liefern 
m  der  verticalen  Abscheeraogskraft  an  einer  bestimmten  Stelle 

und  diejenigen  Strecken,  deren  Belastungen  n^ative  Beiträge  zu 
derselben  liefern.  Man  erkennt  alsdann,  dass  es  die  in  Fig.  166 
und  Fig.  167  dargestellten  Belastun^szu  st  linde  sind,  bei  denen  die 
Ton  der  mobilen  Belastung  an  der  Stelle  M  hervorgebrachte  Ter* 
ticale  Abseheerun<2^skraft  F,  resp.  ein  Maximum  und  ein  Minimum 
wird.   Nach  Fig.  167  ist: 

2)     l^cCoria)  =  — 

zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  K  den  aus  der  Gleichung  22)  des 

§  10  zu  berechnenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


ql 


3)      n(u>ln>=—         17-16 -^-flO-y^- 


7^1 
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Für  daä  Maximum  der  QrOsse  ergiebt  sich  aus  Fig.  1(>6  zunächst 
der  Ausdruck: 


4)  V, 


qx  —  D, 


Bwr  Gegendruck  der  Bodetatie  iat  niete  nftch  der  iu  §  10  erkllxten 
Ifetbode  zu  berechnen  und  hftt  die  GrOsse: 

und  wenn  man  diesen 
Ansdraek  BiibeUtoirt  in 
der  Torigen  Gleichung, 
eo  eriiftlt  man  litür  die 
GrOeee  F^cm»!)  den 
Werth: 

Wenn  mit  p  die  per* 
manente  Belaatong  pro 

Längeneinheit  und  mit 
Vp  der  Beitrag  bezeich- 
net wird,  weichen  zu 
der  ganzen  verticalen 
Abscheerungskraft  an 
der  Stelle  M  die  perma- 
nente Belastuug  liefert, 
80  ist  (nach  §  10): 

;,7)    J,-^px  —  -^pL 

Aus  den  Gleichungen 
6),  7)  ergeben  sich 
die  in  nachfoigonder  Ta- 
belle zusammengestell- 
ten Zahlen  werthe: 


7 

\  (min) 


4=  0 


4 


8 


_1_ 


T 


0,4a75    0,2263   0,1402    0,0898    0,0193  0. 
0,0625    0,1013   0,1492    0,2148    0,3943  0,625, 


=-—0,375  —0,125     0   +0,125  +0,376  -i-0,62ö. 
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Fig.  171. 


Fig.  178. 


Die  Gesetze,  nach 
welchen  die  drei  Grös- 
sen F^^mintt  F^iin»X)i  ^  f» 

mit  X  sich  ändern,  sind 
resp.  in  den  Figuren 
168,  169,  170  für  die 
eine  Hälfte  des  Balkens 
graphisch  dargestellt. 
Die  ganze  verticale  Ab- 
scheerungskraft  V  setzt 
sich  aus  den  zwei  Bei- 
trägen Vq  und  Vp  zu- 
sammen.   Es  ist  also: 

8)  Fimin)  =  Fj  (mln)"l~  ^pi 

Die  graphische  Dar- 
stellung des  Gesetzes, 
nach  welchem  F,min)  mit 
./;  sich  ändert  (Fig.  171), 
kann  man  aus  den 
beiden  Figuren  168  und 
170  in  der  Weise  ab- 
leiten, dass  man  an 
jedem  Punkte  der  Hori- 
zontalen eine  Ordinate 
errichtet,  welche  gleich 
der  algebraischen  Summe 
der  aus  jenen  beiden 
Figuren  für  diese  Stelle 
zu  entnehmenden  Ordi- 
nalen ist. 

Auf  gleiche  Weise  ist 
die  graphische  Darstel- 
lung der  Grösse  K(njftx) 
aus  den  beiden  Figuren 
169  und  170  abzuleiten 
(Fig.  172).  Wenn  man 
endlich  noch  das  Gesetz, 
nach  welchem  das  Maxi- 
mum    des  absoluten 
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Werthes  von  V  mit  x  sich  ändert.,  graphisch  darstellen  wiii  (Fig.  173), 
so  hat  man  an  jedem  Packte  der  Horizontalen  eine  Ordinate  zu 
errichten,  welche  so  gross  ist  wie  die  grössere  von  den  beiden  aus 
Fig.  171  und  Fig.  172  für  diese  Stelle  su  entaehmeoden  Ordinaben. 


Nach  8  10  (QteiehtiDg  17)  erbftlt  min  für  «Im  (Hg^Ddrack  dw 
]uik886itig«&  EndstütM  bei  d«iii  in  Fig.  174  dargesteUten  Belastangs- 

X 

zustande,  indem  man  abkürzungsweise  das  VerhftUaiss  ^  9  setzt, 
die  Qleicbiing: 


1)  i:=  ^(4-69  +  9»). 

üm  diejenige  Stelle  su  finden,  an  welcher  das  Biegnngsmoment 
gleich  Nnli  iai|  hat  man  in  der  Gleicfanng: 

2)  0=8^(2  — ic)—Z» 

für  K  den  obigen  Werth  zu  sub^tituiren  und  die  Gleichung  als- 
dann ffir  z  aufzulösen.    Wenn  man  abkürzungsweise  das  Verh&lt- 

niss  -j-^H'         ^  erhält  man  die  Gleichung: 

3)  +  =  -5^- 

Ans  den  Gldchnngen  1)  nnd  8)  ergeben  sich  die  In  nach- 
folgender TUielle  nuammengesteUten  Zahlenwerthe: 

9=r  0  0,1  0,2  0,8  0,4  0,5  0.6  OJ  03  0,9  1, 
^=  0.8  0,809  0,806  0,815  0,826  0,842  0,868  0,887  0,917  0,9M  1, 

=    f     0,87fr  0,759  0,682  0,516  0,406  0,804  0,211  0,128  0,057  0. 

Wie  iTiun  nach  Gleichung  3)  für  jede  Lage  der  Belastung  Q 
diejenige  ötelie  finden  kann,  an  welcher  dieselbe  das  ßiegungs- 
moment  37^  =  0  hervorbringt,  so  kann  man  diese  Gleichung  auch 
umgekehrt  in  der  Form: 

dasn  henntaen,  nm  diejenige  Stelle  M  an  finden,  an  welcher  das 
Qewicht  Q  anijgehftngt  werden  muss,  wenn  an  «iner  besttmmten 
gfgehenen  Stelle  ^  das  von  denselben  hervorgebrachte  Biegangs- 
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«»«  .-     .  I  |r 


K 


Flg.  17&. 


IIIS» 


moment  3}i  gleich  Null  werden  soll.  Aus  der  graphischen  Dar- 
stellung der  Biegungsmomente  erkennt  m<iii,  das9  9)?  einen  posi- 
tiven Werth  annehmen  würde,  wenn  der  Aufhänp^epunkt  3/  weiter 
links  läge,  und  dass  2Ji  negativ  wird,  wenn  der  Faukt  }f  etwas 

nach  rechts  ver^eho- 
ben  wird.  Hieraus  er- 
giebt  sich,  dass  alle  Be- 
lastungen der  Strecke 
^3/ positive,  alle  Be- 
lastungen der  Strecke 
CM  dagegen  nega- 
ii?6  Beitrage  2u  dem 
an  der  Stelle  N  berfor- 
gebnushten  Biegungs- 
momente  9K  liefern 
würden.  Wenn  man 
ferner  berQeksichtigt, 
dass  nacb  Fig.  163  jede 
Belastung  der  recbts* 
seitigen  Balkenbftlfte 
BC  einen  positiven 
Beitrag  zn  dem  Bie- 
gungsmomeote  SR  lie> 
feri,  so  erkennt  man, 
dass  es  die  in  Flg.  175 
undFig.176  dargestell* 
ten  Belastongsznstftnde 
sind,  für  welche  das  von  der  mobilen  Belastung  ber?orgebracb(e 
Biegongsmomeni  %ftq  an  der  Stelle  N  lesp.  ein  Maximum  and  ein 
Minimum  wird. 

Wenn  4» »0,8  ist,  so  wird  f  =^0,  d.  h:  wenn  AN^^^OfiA 
ist,  so  fällt  der  Qrenaponkt  Jlf  mit  dem  Endpunkte  A  xusammen, 
und  die  Strecke  AM=x  redudrt  sich  in  diesem  Falle  auf  Null 
Letsteres  findet  auch  dann  statt,  wenn  ^^<C0,8.^  ist,  da  in 
diesen  Fällen  für  die  Grosse  9  ein  imaginärer  Werth  aus  Olei- 
chung  4)  si.  h  e  rgeben  würde. 

Nacii  Fig.  176  und  Fig.  176  sind  nunmehr  resp.  das  Maximum 
und  das  Minimum  des  allein  von  der  mobilen  Belastung  an  der 
Stelle  N  hervoigebraehten  Biegungsmoments  su  berechnen  aus  den 
Gleichungen: 


Fig.  176. 


I 
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6)    ÜKfdnin)  =5=  — 5 — ^  Ke^ 

io  welchen  flllr  K  der  dem  jedesmaligen  Belastnngsiaslande  ent- 
sprechende Werth  SU  Bubetitairen  ist 

üm  das  Maximum  und  das  Minimum  des  ganzen  Kegungs- 
moments  9R  an  erhalten,  hat  man  zu  den  obigen  Werthen  noch 
die  Grosse: 

7) 

als  den  von  der  permanenten  Belastung  zu  dem  Bieguogsmomente  , 
Wl  gelieferten  Beitrag  hinzu  zu  addiren. 

Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sieh  die  in  naeh- 
iblgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe; 


3 

7 

1 

3 

0,8 

1 

T 

T 

16 

2 

4 

=  ü 

3 

128 

7 

266' 

1 

32 

3 

64 

0,06 

1 

8 

SR«  (Bin) 

=  0 

3 
32 

49 
512 

3 

32 

3 
64 

0,03 

0 

=  0 

9 

35 

1 

0 

+  0,02  + 

1 

128 

512 

16 

8 

Die  Gesetze,  nach  welchen  die  Grössen  ^Rq(mAx),  'i^^q{miu)y 
mit  z  sich  ändern,  sind  resp.  in  den  Figuren  177,  178,  179  gra- 
phisch dargestellt  Wenn  man  die  letztere  das  eine  Mal  mit 
Fig.  177,  das  andere  Mal  mit  Fig.  178  zusammensetzt  in  der  Weise^ 
dass  man  die  Ordinaten  mit  Berfleksichtigung  ihres  Vorzeichens  zu 
einer  algebraischen  Summe  vereinigt,  so  erhftlt  man  die  graphischen 
Darstellungen  der  beiden  Grossen: 

(m«x)T 

(min)  t 

lind  wenn  man  endlich  von  den  absoluten  Werthen  dieser  letzteren 
beiden  Grössen  jedesiüal  den  grösseren  auswählt,  also  an  jedem 
Punkte  der  Horizontalen  eine  Ordinate  errichtet,  welche  den  grös- 
seren der  beiden  absoluten  Werthe  darstellt,  so  erhält  raan  die  in 
Fig.  180  ausgeführte  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach 
welchem  das  Maximum  des  absoluten  Werthes  von  mit  z  sieb 
ändert. 
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Fig.  177. 


Fig.  180. 


Die  beiden  Figuren  173 
und  180  würde  man  nnn* 

mehr  bei  Berechnung  der 
erforderlichen  Nietzahlen 
in  der  Weise  benatien 
können,  dass  man  in  den 

Qleichungen  des  §  35  für 
die  Grössen  und  @ 
ihre  Maximalwerthe  ein- 
setzt —  diejenigen  Werthe 
nämlich,  welche  den  ans 
jenen  beiden  Figuren  zu 
entnehmenden  Maxiraal- 
werthen  der  Grössen  V 
und  3Ji  entsprechen.  Zwar 
würde  mau  hinsichtlich 
der  verticalen  Nietfugeu 
hierbei  einen  kleinen  Feh- 
ler begehen,  insofern  — 
wie  die  Vergleichung  der 
Figuren  176,  176  mit  den 
Figuren  166,  167  zeigt  — 
es  nicht  ein  und  derselbe 
Belastungszustand  ist,  bei 
welchem  die  Grössen  V 
und  ihre  Maximal- 
werthe annehmen.  In- 
dessen wird  bei  prac- 
tischen  Anwendungen  die- 
ser Fehler  keinen  nach- 
theiligen Einfluss  haben, 
da  die  auf  solche  Weise 
berechneten  Nietzahlen 
für  die  verticalen  Niet- 
fugen etwas  grösser  aus- 
fallen werden,  als  diesel- 
ben in  Wirklichkeit  zu 
sein  brauchen. 
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Berechnung  des  Material- Aufwandes  für 

Blech-  und  Gitter -Br ticken. 


§  39. 

Bei  «nem  Bleebludkai  ? on  geringer  Stärke  der  Blechwand 
and  geringer  HOlie  dee  Fleneehenqueieelinttts  darf  man  —  wie  im 
^gen  Abecbnitte  geieigt  winde  —  annlhernngeweiee  annehmen, 
datt  es  aueaeUieselich  die  Blechwand  ist,  welche  dnreh  die  ver- 
tteale  Abecheeningekraft  V  in  Ansprach  genommeu  wird,  und  daae 
diese  Kraft  gldchldrtnig  Aber  die  HAhe  dee  Verticaledmitto  der 
Blechwand  eich  Teriheili 

Denkt  man  dch  zwischen  die  beiden  Ftonschen  des  Blech- 
balkens statt  der  Blech- Wand  dne  Gitter- Wand  eingeschaltet 


eine  ähnliche  Wirkung  haben,  wie  die  Abecheerangswiderstftnde  der 

Blechwand. 

Je  kleiner  die  (in  Fig.  181  mit  X  bezeichnete)  Horizontal- 
Projeotion  des  einzelnen  Gitterstabes  im  Verhältniss  zur  ganzen 
Länge  des  Gitterbalkens  ist,  um  so  kleiner  wird  der  Fehler  sein, 
den  man  begeht,  indem  man  auf  die  in  Fig.  182  angedeutete 
Weise  die  einzelnen  Gitterstäbe  gruppenweise  einander  näher 


Fig.  181. 


(Fig.  181),  80  flbeneugt  man 

sich  leicht,  dass  in  diesem 
Falle  die  Verticalkraft  V  Zug- 
und  Druck -Widerstände  in 
den  vom  Verticalschnitte  ge- 
troffenen Gitterstäben  hervor- 
ruft, und  dass  die  ?erticalen 
Seitenkräfte  dieser  Wider- 
stände in  ihrer  Gesammtheit 
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gerückt  und  nacliber  die  zu  einer  und  derselben  Gruppe  ge- 
hörigen Gitterstäbe  zu   einem  Stabe  zusammen^eschweisst  sich 

denkt  (Fig.  183).    Für  die 
1^2.  t;,,^^.  und  Druck- Widerstände 

(iei  in  ihrem  Kreuzungspunkte 
durch  den  Verticalschnitt  ge- 
troffenen beiden  Stäbe  ergiebt 
sich  nuniuehr  aus  Fig.  183  die 
Gleichung: 

1)   2i^sina=  V,  oder: 
V 

2  sin  a 

Wenn  also  mit  S  die  prac- 
tisfh  zulässige  Spannung  (pro 
Flächeneinheit  der  Quer- 
schnittsfl&cbe)  bezeichnet  wird, 
ao  ist: 

K  V 

die  erforderliche  Qaerschnittefiftche  Jedes  der  beiden  GlttereUbe, 


Fig.  188. 


und  da  ein  jeder  die  Länge 


cos  a 


hat,  so  ergiebt  sich  für  den 


körperlieben  Inhalt  der  beiden  St&be  zusammengenommen  der 
Werth: 

COS  OL  S 8in  a  cos  a  S  sin  2  a 
Wenn  es  statt  der  Gitter- Wand  eine  Blech -Wand  wäre, 
welche  die  verticale  Abscheerungskraft  aufzunehmen  hattet  so  würde 
man  unter  der  Voraussetzung ,  dass  in  derselben  nicht  gleichzeitig 
anch  BiegiingRspannungen  stattfinden,  für  die  erforderliche  verticale 
Querscbnittsflache  derselben  den  Werth: 

erhalten,  und  es  wurde  unter  der  genannten  Voraussetzung  für  die 
Strecke  X  eine  Materialmenge  erforderlich  sein  von  der  Grflese: 

5)   ^^9.  =  ^. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  3)  und  5)  ergiebt  sich  für  das 
Verhftltniss  der  beiden  Materialmengen  O  und  B  der  Werth: 
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G 


Fig.  184. 


2  

flin  2  « 

Die  Berechnung  der  erfürderlichea  Materialmens^e  für  die 
Gitterwand  eines  Gitterbalkens  kann  mit  Hülfe  dieser  Gleichung 
zurückgeführt  werden  auf  die  im  vorigen  Abschnitte  entwickelte 
Theorie  der  Blechtrftger,  und  es  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung 
die  folgende  Metbode  der  Berechnung: 

Ifw  berechnet  sanSdut  die  Materialmeuge,  welche  zu  der 
BleebwBnd  in'  dem  Falle  erforderlich  sein  wflrde,  wenn  dieselbe 
an  den  Biegungsspannongeii  nlehi  theilnAbme  —  also  anesdiliees- 
lich  anf  Abseheemng  in  ÄBspradi  genommen  wQrde.  Den  anf 
lolebe  Weise  gefundenen  Werth  mnltiplicirt  man  alsdann  mit  dem 
CSoeffidenten  Jfc,  dessen  GiOsse  von  dem  Neigangswin][el  der  Oitter- 

stftbe  abhängt  und  nach  Qleidiung  6) 
berechnet  werden  kann. 

Denkt  man  sich  die  Ansabl  der 
Gitterstäbe  unendlich  gross  und  als- 
dann die  Gitterst&be  zu  dner  massiven 
Bleehwand  zusammengescbweisst,  so 
erkennt  man,  dass  die  auf  solche  Weise 
gefundene  Haterialmenge  auch  für  die 
Blechwand  eines  Blechbalkens  eine  ausreichende  GrOsse  besitzen 
wflrde.  In  solchen  Fällen  also,  wo  es  sieh  nur  um  die  Berechnung 
dnes  Torlflufigen  Annihemngswerthes  der  Katerialmenge  handelt, 
ist  es  nicht  erforderlich,  swischen  Gitterbalken  und  Blechbalken 
einen  Ünterscbied  zu  machen. 

Zn  denfelben  Rendteten  wie  oben  würde  man  auch  gelangt  sein,  wenn 
man  statt  der  verticalen  Abscheeruiipsliraft  die  '  t  i  zontale  Abscheprunfrs- 
knift  all  Aoagangapwikt  für  die  Koclmuiig  gewühlt  hätte.    Nach  §  24  und 

Fig.  181  hat  die  horizontale  Abscheerungs- 
krftft  pro  Längeneinheit  die  Grlhne; 


Fig.  186. 


und  da  man  dieselbe  annäherungsweise  ata 
lings  der  kleineu  Strecke  X  etmeteot  be- 
trachten darf,  80  ist: 

dU  ,  • 


S)  *X  = 


Ax 


die  Horizontalkraft,  welche  an  dem  oberen 
Yerirfndngapnnkte  der  beiden  Gittentibe  angreifend  die  Zag-  und  Draek- 

WidorstHnde  in  denselben  hervorruft  (Fig.  IM).   Für  die  OrOaee  jede» 

beiden  Widerstände  ergiebt  sich  aus  Flg.  18&  die  GMehnngi 

Bitter,  Iogenieux-M«chMilk.   3.  Aail.  Q 
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9)    2Ä'coaa=-— .X, 

nnd  nach  Substitution  fl."^  ans  die5;pr  <nt-i'>hong  für  K  za  €DtiieblD«nd6n 
Wertbes  erh&lt  maa  für  den  Querschnitt  F  die  Gleichung: 

Die  Länge  jedes  Gitterstabes  hat  nach  Fig.  18a  die  Grösse  ^ 

Sil)  a       d.r       .S  «iii  a  cos  i 

Um  die  in  Gleichung  5)  mit  Ä  bezeiehn«'te 
Grösse  za  berechnen,  würde  man  zunächst 
naeb  Fig.  186.  ioden  man  mit  b  die  StSrke 
der  Blechwand  beieichnet: 
<f/f 


- ;  folglich  ist : 


12) 


ZU  setzen  haben,  worau»  tiir  die  Grusse  B  al>* 
dann  der  Werth  sich  ergiebt: 

Indom  man  die  Oleichoug  11)  durch  diese  letztere  Gleiehang  dividirt« 
erhält  man  für  den  Coffricienten  k  wie  oben  den  Werth: 

G  1  2 

14)         — = — — — -=  - 

sin  %  cos  d       »in  2  k 


5  40. 

Träger  von  constanler  Höhe. 

Bei  dem  in  Fig.  187  <]  irgestellten  Balken  auf  zwei  Stützea 
hat  da^  liiegungsmoiDeut  im  Abstände  x  von  der  Mitto  (naoh  § 
die  Grtese: 

I)  ffl  =  (,,  +  ,)(- 

Zu  dieser  QrÖsse  des  Biegun^smomeDta  liefert  jeder  Belastungs- 
theil  einen  poeiiiven  Beitrag:  das  Hinwegnebmen  irgend  eines  Theiles 
der  Belastung  würde  stets  eine  YerkleineruDg  des  Diegungsmoraents 
zur  Folge  haben.  Wenn  also  p  die  permanente  nnd  ^  die  mobile 
Belastung  pro  Längeneinheit  bedeutet,  so  stellt  der  obige  Werth  — 
als  derjenige,  welchen  das  Biegungsmoment  bei  voller  Belastung 
des  Trägers  annimmt  —  zugleich  den  gröbsten  Werth  dar,  welchen 
das  Biepnnirsmomt'iit  an  jener  Stelle  überhaupt  erreichen  kann.  Nach 
Fig.  188  ist  also  die  Grösse  als  die  an  dieser  Stelle  erforder- 
liche Qiierscbnittstiäche  jeder  ?on  den  beiden  Qurtuogen,  zu  be- 
stimmea  aus  der  Gleichung: 
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Fig.  187. 


2)   SFh  =  m, 

in  welcher  8  die  praetieob  lu lässige  Spaimung  pro  FlftcheDeinheit 
des  Qoerscbnitts  bedeutet    Polglich  ist: 

^>   ^-'Sk  2SA  

Für  die  UDendlicb  kleine  Strecke  t/j-  würde  an  dieser  Stelle  zu 

den  beiden  Qurtungen 
_  ,      zusatsmen  genommen 
I  eine  Materialmenge  er- 

^«  i  foTderlicb  mtSm  m 

körperlichen  Inhalte: 
4)  dJ,=1Fdx. 

'■  Die  ganze  zu  den  bei- 
i  den  Qurtungen  erfor- 
t  derlicbe  Materialmenge 
J  bat  also  den  körper^ 
liehen  Inhalt: 

I 


Flg.  1S8. 


ö)  J,= 


I 


=  2 j  2  F 


Nach  Substitution  des 
oben  fdr  F  gefundenen  Werthes  nimmt  diese  Qleiehnng  die 
Fonn  an: 


6)   J,=-i(^ />-,.) Ar. 


oder: 


7)  J,^ 


üm  dto  Haterialmenge  J,  an  bereolinen,  welebe  zu  der  Bleeb- 
wand  in  dem  BUle  erfotderticb  sein  wfirde,  wenn  dieselbe  an 
.  den  BiegungsspannnngeD  nicht  theilnähme,  hat  man  zunftehst  die- 
jenigen Belastungnnstftnde  aufzusuchen,  bei  welchen  die  verticale 
Abe^eernngskimft  V  an  der  im  Abstände  x  Ynm  der  Mitle  befind« 
Beben  Stelle  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Jeder  ße* 
laatangetbeil  links  von  der  Stelle  M  liefert  einen  poHifivr^n  n«>}. 
trag,  jeder  Belastnngitbeü  rechts  von  der  Stelle  M  liefert  einen 
negatiTen  Beitrag  zn  der  an  dieser  Stelle  hervorgebrachten  ver- 
tiealeo  AbscheerongskrafL  Es  sind  also  die  in  Fig.  180  und  Fig,  190 
daigestellten  BeiaatnngBgnettodet  bei  welchen  die  Grösse  ^ 
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l^htter  AUchuitt.  §  40. 


als  die  von  der  mobilen  Belastung  allein  hervorgebrachte  verticale 
Abscheerungskraft  —  resp.  ein  Maximum  und  ein  BÜnimniD  wird. 
Nach  Fig.  191  und  Fig.  192  ist: 


o)     r«(iiMi)  —  -1  «     v)    rf(^)»  —j^ — 


Die  permanente  Belastung  iielert  zu  der  verticalen  Abscheerungs- 
kraft den  Beitrag: 

10)    T>  =  -}-  px. 
Da  die  Qrösse  x  hier  als  positiv  yorausgesetzt  wird,  so  hat  der 

Fig.  IbÖ.  Fig.  190. 

r 


i 


Fig.  IM     I  Pig.  192 

giosstt'  absolute  Werth,  welchen  die  verticale  Abs»cheeruug»kraft  ao 
jeuer  Stelle  aiiiiehmen  kann,  die  Grösse: 

Wenn  also  die  Blechwand  an  den  Biegnn^3rs8pannungen  nicht 
theilnähnie,  so  würde  die  ürusse  b,  als  die  au  jeuer  Stelle  erforder- 
liche Starke  dieser  hypothetischen  Biecliwand,  zu  bestimmen  seiA 
aus  der  Uleichuug: 

12)  Sbh  =  F, 

aus  welcher  man  für  den  Yerticalschnitt  der  Blechwand  den  Werth 
erhftlt: 

13)  6Ä--^---^-f  

Die  ganze  Materialmenge,  welche  unter  obiger  Voraussetzung 
zu  der  Blechwand  erforderlich  sein  würde,  hat  also  den  körperlichen 
Inhalt: 


Digitized  by  Google 


Nach  der  im  roriiren  Paraqfniphon  ijtMuniit^npn  Kt\C'  1  h*t  wv,} 
diesen  Werth  nc^ch  mit  dem  Coerfi^'ienttMi  ä  imiltij^li*nr<>n»  um 
die  zur  Blech-  oder  Gitter-Wand  wirklich  orlordorliiho  MahM-i»!- 
menge  zu  erhalte?.  Die  zu  dem  ganzen  Tr;Uvr  wirklich  «rforUi^r- 
liehe  Kateriai menge  hat  also  den  körperlichen  Inhalt: 

16)   J  =  J^-{-kJ,. 
JN'ach  Substitution  der  oben  fnr  di-^  Gr()ssen  ./,  und  ^("iiudomn) 
Werihe  nimmt  diese  Gleichung  dio  Form  an: 

Wenn  man  hierin  22  ^  L  nnd  -j-^^  Mtti,  lo  kenn  man  dlufr 

Gleichung  auch  die  toigende  Form  geben: 

Nach  den  Gleichungen  6)  und  14)  des  vorigen  Faragnipben 
wird  A;  =  2,  wenn  a  =  46®  ist.  Wenn  man  aussflrdem  n  ;  1 0  HotT.fc, 
so  erhält  man  für  einen  Träger,  desaen  Länge  das  /jebnfMhe  der 
Hobe  ist,  den  Werth: 

l«)  •^«2^5(52/^  +  042). 

Anrtattbti  der  Berechnung  der  Grdtio  .A  von  der  vertiealMn  AU<«ii0i'- 
fWfibraA  raimiigebeo,  bitte  nto  anehdi«  horitontaU  Ab«eh«traiigiiiriifi 

ab  Asigangipaiikfe  wihlm  kdiMii.  Del  dtv  fii  Flg.  Itt  darf»it«nieii 

BelMtangmutande  irt  nach  Fig.  IMt 

Oz  äff  0§ 


Wen  mmn  in  der  letzteren  GMehnng  qät  »tttt  Q  Mtzt  uii«!  «Ud«iii» 

twis'rhec  »ien  Grenten  r  —  O  und  ?  —  / -4- r  ifi*-e|fnrt,  so  ertiAH.  imu  f*i»  't«M 
|^ö««te&  iieg'&tiTeii  Werth.  wt;lcheri  d:    vot)  (l*rr  tnohlhn  lUtliMtuun  »iUin  li«f- 


22. 
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Dritter  Alwclmitt.  §  41. 


Die  Stärke  6,,  welche  die  hypothetische  Blechwand  haben  müsato,  wenn 
nur  die  mobile  Belaatiiiig  Torbtnden  wäre,  ist  al^o  tu  bestimmen  aus  der 

(ileicliung: 

23)  Ä'6,-l  =  jijjj — • 

Die  StSrke  fep,  welche  er- 
fordcrlif  h  ?ein  würde,  wenn 
nur  die  permaoeute  Be- 
lastung Torhanden  vfSte, 
itt  «II  lieiedineii  «w  den 
Olmehnngen: 

(IH   px 

fix  "      »  • 


Fig. 


24) 

25) 

26) 


Die  iu  Gleichung  12) 
mit  h  bezeichnete  UrSsse 
ist  gleioh  d-T  Summe 
6p  4-  b<i  zu  setzen.  Nach 
Snbatitntf QU  dar  ftr  diaw 
beiden  Grössen  ans  den 

Gleichungen  26)  und  23)  lu  entnehmenden  Ausdrftcke  erhält  man  ffir  den  Vei- 
ticalschnitt  der  Bkcbwand  wiederum  den  schon  in  Gleichung  13)  gefundenen 
Werth; 


27)   6Ä  =  (6p 


6,)A--^>f  — 


§41. 

Trigtr  «II  oomlmlM  HorimtaltpaiiMiiiiM  dtr  Mmgm. 

(Paraholiaeher  TrSger.) 

Bei  dem  in  Fig.  195  dargestellten  Träger  sind  die  horizon- 
talen Seitenkr&fte  der  Spannungen  iu  den  Gurtungeu  uach  Fig.  196 
zu  beätimmeu  aus  der  Gleichung: 

1)  H»  =  p{Il^). 

Wenn  mit  //^  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  Grösse 
H  für  X  =  0  aiiiiimiut,  so  ist: 

2)  H,h  =  £^. 

Durch  GleichsetEung  der  aus  diesen  beiden  Gleichungen  resp. 
für  die  Grössen  H  und  Uq  zu  entnehmenden  Weithe  erhält  man 
die  Gleichung: 
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a)a  fiedlngimg,  welche  erfüllt  Min  mow,  wenn  H  dne  toh  x 
nttaUiftaglge  ponstante  Qrttose,  nnd  demgemäß  die  horimtoto 


Fig.  195. 


AbächeeruDgskraft 


da; 


fiberall  gleich  Null  sein 
soll.  Die  obige  Glei- 
ehnog  nimmt  naeh  Sub- 
stitution des  Werthes 
h — u=^y  die  elnfechere 
Form  an: 

Wenn  man  hierin 
Ä  —  +  und  y  » 
y,  H  setzt,  80  er- 
kennt man,  dass  dieser 
Bediogang  auf  die  in 
Fig.  107  angegebene 
Weise  Genüge  geleistet 
werden  kann,  sobald  die 
Formen  der  beiden  Bögen  den  Parabel-Qleichungen  entsprechen: 

l»d     6)    f  =  A', 


Fig.  IM. 


6) 


denn  man  erhält  (Inrch  Verbindung  derselben  wiedenun  die  mit  der 
obigen  Bedingung  übereinstimmende  Gleichung: 


7) 


+  h,    n  h 


Fig.  1«7. 


Bei  einem  solchea  Träger  mit  parabolisch  gekrümmten  Gurtungen 

würde  man  also,  wenn 
derselbe  stets  nur  eine 
gleichförmig  über  die 
Horizontal  -  Projection 
vertlieilte  Belastung  zu 
tragen  butte,  <iie  Hlf^cli- 
oder  Gitterwand  zwi- 
schen den  beiden  Gur- 
tungen ganz  iortlassen  dürfen.  Jeder  von  1p n  beiden  Bögen  würde 
in  diesem  Falle  als  eine  in  ihrer  Gleicbgewichtslage  befindliche 
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Dritter  AbMhnitt.  f  41. 


YoUkommen  biegsame  Kette  betrachtet  werden  können,  deren 
Spaanung  an  jeder  Stelle  eine  Kratl  bildet,  welche  mit  der  Tan- 
genten-Richtung daselbst  znsammenföllt.  Für  die  constante  hori- 
lontale  Seitenkrsfl  dieser  Spannung  ergiebt  neb  aoBi  Gleiehung  2) 
der  Werth: 

8)  ir=^J, 

und  dii  in  der  Mitte  des  Trägers  die  verticalen  Seitenkrätte  der 
Bogenspannun^cn  gleich  Null  sind,  so  ist  der  an  dieser  Stelle  er- 
forderliche Querschnitt  Jedes  der  beiden  Bögen  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 


2h  S 

in  welcher  S  die  practisch  zulässige  .Spannung  pro  Fl;ichenein- 

heit  des  Querschnitts  be- 
Fig.  198.  ^g^^^^ 

Im  Abstände  x  von  der 
Mitte  hat  nacli  Fig.  198 
die  Spannung  des  oberen 
Bogens  die  Grösse: 

10)  Ä= 


I 


cos  ttj 

Wenn  also  mit  F  der  au  dieser  Stelle  erforderiiciie  Querschnitt 
bezeichnet  wird,  so  ist: 

Fq       H      cos  a, 
zu  setzen,  und  der  Verticalschuitt  des  Bogens  an  dieser  Stelle  hat 

nach  Fig.  19d  die  Grösse: 


1^ 


12) 


cos  a 


13)  "rfT-  l* 


cos  %{  I    •»  -^Z 

Für  tg  a,  erhält  man  nach 
Gleichung  .j),  indem  man 
dieselbe  differenzürt,  den 
Werth; 


und  tiuch  Substitution  desselben  nimmt  die  verbergebende  Gleichung 
die  Form  au: 
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Dv  körperliche  Inhalt  der  in  dem  oberen  Bogen  erforderlieljen 
MekeiiElmenge  ist  also  zu  beieehnen  ane  der  Gleichung: 

Ib)  J^  =  2jüdx^ 2Foj (l  H-        )  oder:* 

0  0 

16)  /.=2F.(l+^). 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  die  zu  dem  unteren  Bogen 
eriorderüche  Materiaimeoge  die  Gleichung: 

17)  J,~'it\(l+  '^^). 

Wenn  man  in  den  letzteren  beiden  Gleichungen  fär  Fq  den 
in  Gleichung  0)  gefundenen  Werth  substituirt,  ao  erhält  man  durch 
Addition  derselben  für  die  zu  beiden  BOgen  zusammengenommen 
erforderliche  Materialmenge  die  Gleichung: 

§  42. 

BMchmnig  itor  für  ilt  Btedi-  «dir  GlttoMViAd  de«  parebollicheii  Trlgert 

•rtardwiichm  Matorlalineiift. 

Wenn  zu  der  permanenten  Belastung  noch  mobile  Belastungen 
hinzukommen,  so  werden  die  AbecheemogswidersUnde  der  zwischen 
die  beiden  BOgen  einzusehattenden  Blech-  oder  Gitter-Wand  in  An- 
spruch genommen.  Nach  Fig.  dOO  und  Flg.  201  Bind  die  m  dem 
Einzelgewichte  Q  hervorgebrachten  Horizontalspannungea  der  BOgen 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)  Hu^^jil-x), 

welche  für  //  nufgelöst  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  fOr  u  zu  enLneiimendeu  Werthes  die  Form 
äDoimmt: 

Die  von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  horizontale  Ab- 
scheerungskraft  pro  Längenemheit  bat  also  die  Grösse: 
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Dritter  Abtchoitt  1 42. 


3) 


QU 


Diese  Qleichung  zeigt,  daes  jede  Belastung  links  Ton  dem  Yertical* 

schnitte  eioeo  negati* 

ven  BeitrajT  zu  der  Ul 
dieser  Stelle  hervorge- 
brachteo  horizontalen 
Abscheerungskraft  lie- 
fert. Um  den  grössten 
negativen  Werth  zu  er- 
halten,  welchen  4" 

anter  Einwirkung  der 
mobilen  Belastungen  an- 
nehmen kann,  hat  man 
qdz  statt  Q  zu  setzen 
und  alsdann  auf  der 
rechten  Seite  zwischen 
den  Grenzen  «  =  0  and 


Fig.  m. 


z^l-{-x  za  integrireo.   Es  ist  also: 


tlH    r — qdz.lz__      — ql  C 

>«xO  % 


oder: 


5) 


dir        _  ql 

dx      ~  "  TA* 

Die  Wiitnog  dnes  rechts  tod  dem  Verticatschnitte  ange- 
buchten  Einzelgewichta  Q  Ist  nach  Fig.  202  and  Fig.  20S  auf 
logo  Weise  in  bereiduen  aus  den  Gleichnngeii: 


6J 
7) 


dH 


Qz 


=  4- 


(/4-./),   oder:    U  = 
Qlz 


Qlz 


und: 


dx       '  2h{l  —  xy 
Jede  Belastung  rechts  ron  dem  Verticalschnitte  liefert  also 
einen  poeitiven  Beitrag  za  der  horizontalen  AbscheerongskrafL 

Folglich  ist  der  grOsste  poeitiye  Werth  von    —  zu  berechoen  nos 

der  Gleichung: 


iJj: 


M-l-  X 


l  —  X 


8) 


dll 
dx 


f__q(l±j_U___  _ql  r  .  . 
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Dm  MiuiBiQni  und  te  Ifioinnim  dar  horiiontalen  Absohee- 
nuigsknft  haben  also  an  allen  Stellen  des  Trftgen  den  von  x 
nnabhftngigen  Wertb: 

dH  ql  ^ 

£106  zwiflchea  die'  beiden  Bügeo  eingeschaltete  Blecbwand  würde 

demnach,    wenn  die- 


Fig.  m 


12)    dJ^  =  budx 


  qludx   


selbe  an  den  Biegungs- 
spanouDgen  nicht  theil- 

nehraend  nur  auf  Ab- 
scheerung  in  Anspruch 
genommen  würde,  über- 
all gleich  stark  zu 
machen  sein,  und  diese 
Blechstärke  h  würde  zu 
berechnen  sein  aus  der 
Gleichung: 

4Ä* 

Für  die  Strecke  dx 
wQrde  daher  eine  Ma- 

terialmenge  erforder- 
lich sein  vom  körper- 
lichen Inhalte: 

q{l*  —  x^d(K 
US 


Fig.  208.  ^'SA 


Die  ganie  Materialmenge,  welche  zn  dieser  bypothetiedien  Blech* 
wand  erforderlich  sein  wMe,  hat  also  die  0rO8se: 

1$)  J^^^jhud»=  ^^^j{l*  —  x*)dx,  oder: 


14)  J, 


r  =  0 
2 


ql 


3.<? 

Diesen  Werth  hat  man,  um  die  wirklich  erforderliche  Mat(3- 
rial menge  zu  erhalten  (naeb  §  39),  noch  mit  dem  CoefücienteD  k 
XU  multipliciren,  * 
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Dritter  Abschnitt.  §  42. 


Zu  'l,.!ns*'1ben  Resultate  würde  man  aucli  i,'.liiM!:ren,  wenn  man  statt  der 
horizontalen  Abscbeeruogi»kraft  die  Terticalo  Alschcorungskraft  als  Am- 

gaugapunkt  wählte.  L>i6  gaiue  in 


Fig.  m. 


dem  VertiealwhDitte  anflKtende 

Verticallcraft  V  kann  man  sieh 
auf  die  in  Fig.  204  angedeutete 
Weise  in  <]rei  Tlieik  zerlegt  den- 
ken. Die  beiden  ersten  Theile  Vi 
vnd  F«  bilden  die  Tcrticaten  Sei- 
tenbräfte  der  BogenspummigeD, 
der  dritte  Theil  W  bildet  die  ver- 
ticale  Akscheernng-pkraft  für  die 
Blech-  oder  Oitter-Waud.  Nach 
Fig.  204  hat  alao  die  gante  Yer- 
tiealkraft  die  Ordiee: 

16)  F  =  H(tg«t  +  tg(ii)-h«. 
Diese  Gleichang  nimmt,  für  ^ 


aufgelöst ,  nacli  Substitution  der  aus  Gleichung  13)  des  Torigen  Paragraphen 
sa  berechnenden  Warthe  von  tga^  and  tgot  die  Form  an: 

Wenn  man  hierin  für  die  Grössen  V  und  //  resp.  die  in  Fig.  200  und  Glei- 
chung 2)  angegebenen  Wetthe  einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung : 


17) 


^2l{l  +  x) 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  jede  Belastung  links  xoi\  dem  Yerticalsehnitte 
einen  positiyen  Beitmg  sa  der  vertiealen  Absoheerangskraft  liefert.  Dm 
Marimnm  desaelben  ist  also  an  bereehnen  ans  der  Gleichung: 


18)  «(1««) 


_  fqdz.H-x)z_  qil-x)  r 


dz,  oder: 


1») 


41 


Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  Gleichung  lö)  für  1  und  ii  die  Werthe 
anbstitdrt«,  welche  dem  in  Fig.  20£  angegebenea  Belaatnngitnttande  ent- 
•preehen,  eo  wQvde  man  nnf  «naloge  Weise     den  Gleichungen  gelangen: 


20) 


*~  2{(l-«)' 


21 


+  f.d. 
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Das  Maximam  nnd  das  Minimum  der  verticaien  Abscheerungskralt  habest 
«Im  im  Abstände  x  von  der  Mitte  die  Grösse: 

Folglich  ist  dio  (>ben  mit  b  bezeichuete  Stfirke  der  Blecbwand  za  berechuen 
aus  der  Qleicbung: 

ani  welcher  man  flir  die  Qri^sse  dJ«  viedenun  den  Werth  crhilt,  welcher  oben 
in  Gleiehnng  12)  gefonden  wnrde. 


§  43. 


Die  in  dem  Punkte  P,  an  den  oberen  Bogen  gelegte  Tangente 
idineidet  die  Horizontale       in  elnein  Ponkta  0,  dessen  Abstand 


Fig.  iÄK». 


von  dem  Yerticalsdmitte  PjP^  nadi  Fig.  jM)5  m  bereebnen  Ist  aas 
der  Oleiebnng: 


1)    W-^l  —  X 


welche  ffir  w  anfgeltet  nach  Snbstitatlon  der  ans  den  Oleiobvngen 
5)  und  13)  des  §  41  ffir  die  OrOssen  y,  und  tg  a|  zu  entnehmen* 
den  Wertbe  die  Form  annimmt: 


2)  = 
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1^2  Dritter  AbscUaitt.  §  48. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Lage  des  Durchschoittspunktes  0 
unabhängig  ist  von  der  Ffeilhöhe  des  Hogens.  Es  wird  daher  die 
Horizontale  Aß  von  der  in  dem  Puokte  an  den  unterea  Bogen 
gelegten  Taogente  ebenfalls  an  der  Stelle  0  geschnitten. 

Wenn  man  den  Träger  durch  den  Verticalschnitt  Pj  i\  in 
zwei  Theile  zerlegt,  so  hat  man  an  dem  rechts  von  diesem  Ver- 
ticalschsitte  befindlicbea  Theile  (Fig.  206),  um  den  Gleichgewichts- 
zustand desselben  wieder  heizustelleD,  drei  Kräfte  hinzuzufügen. 
An  den  ScbniUetellen  der  BOgeh  siod  die  Erftffce  iZ^  und  binsn- 
Süffigen,  welche  die  Spinnungen  der  Bögen  dantelton  und  mit 
den  Tangentenriehtungen  derselben  zusammenfallen.  Ausserdem 
ist  noch  die  Ungs  des  Yerticalscbultts  wirkende  Kraft  9  hinzu- 
zufügen, welche  die  von  der  Blech-  oder  Gittei^Wand  auf^nommene 
Abecheemngskraft  darstellt,  üud  welche  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  berechnet  wurde.  Kan  erkennt  aus  Fig.  206, 
dass  diese  Kraft  %  auch  noch  auf  andere  Welse  berechnet  werden 
kann.  Indem  man  nämlich  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  auf  diesen  Theil  wirkenden  Kräfte  gleich 
Null  setzt  und  dabei  den  Durchschnittspunkt  0  der  beiden  Bcgen- 
spannnngen  Bi  und  als  Drehpunkt  wählt,  erhält  man  die 
Gleichung: 

welche  fär  %  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  w  gefundenen 

Fig.  207. 


.«tibc  ^ 


I 


4Ö 


Wertbes  die  (mit  Gleichung  17)  des  vorigen  Paragraphen  flberein- 
stimmende)  Form  annimmt: 

Auf  gleiche  Weise  würde  man  für  den  in  Fig.  202  darg^ 
stellten  Belastungszustand  nach  Fig.  207  die  Gleichung  erhalten: 
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6)   0=^.(2i  +  «r)4.a(«,  +  i_:r), 

welche  för  51  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  w  geftin- 
denen  Werthes  die  Cmit  Gleichung  20  des  vorigen  Paragraphen  über- 
eiDsUmmende)  Form  annimmt: 

Ol   »1  =  "—  -r,  71  %  • 

21  {l  — ./) 

Dieselbe  Methode  würde  man  auch  anwenden  können,  mn  die  beiden 
BogeospanDDQgea  Hi  und  Ii\  (oder  deren  hurizontale  Seitenkräfte)  zu  be- 
leehnen.  Um  die  Kraft  Iii  (oder  dMm  horiioDtale  Seiteukraft)  zu  bertchnen, 
würde  man  den  Pankt  Ptt      DorebKluiittapQiiIrt»  der  beiden  KrKfte  K  nnd 

als  Drehpunkt  zu  wählen  haben.  Um  die  Kraft  (oder  deren  horizon« 
fall'  SeitciiVraft'  zu  bcn'chnen,  würde  man  den  Punkt  P,  als  Durcliscbnitti«- 
puukt  der  beiden  Kräfte  9t  und  als  Drehpunkt  zu  wühlen  haben.  Man 
würde  alsdann  für  die  liorizontaku  Seitenkrälte  der  Bogenspannungen  die- 
selben Werthe  erbalten,  welche  tn  den  Gleiehiingen  2)  nnd  6)  dee  Tozigen  Para- 
graphen gtfanden  worden. 

§  44. 

Beredming  der  gamen  Matorlalnenge  dee  paraboilidien  Trlgera. 

Für  die  zu  den  beiden  Bögen  erforderliche  Materialmenge 

erhält  man  nach  41.  Gleichung  18) —  indem  man  darin  2l==L 
setzt  und  zugleich  wegen  Vorhandenseins  der  mobilen  Belastung 
die  Grösse mit  der  Grösse  2^-\-q  vertauscht  —  den  Werth: 

Hierzu  kommt  nach  §  42  (GleicbuDg  14)  die  zur  Blech-  oder  Qitter- 
Wand  erforderhebe  Materialmeoge: 

Die  ganze  zu  dem  parabolischen  TrSger  erforderliche  Material- 
menge  ist  nunmehr  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

welche  nach  Substitution  der  oben  angegebenen  Werthe  die  Form 

auuimmt: 

*^  48h      l  ^  ^  3  V     L«    7  I  +  12S  ■ 

Ffir  den  in  Fig.  208  dargestellten  Fall,  in  welchem  h^=h^^lk 
zu  setzen  ist,  erb&lt  man  hiernach  den  Werth: 
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iSk  3  LM  +  TIF 

Nftcb  den  Qleicbnngeii  6)  und  14)  des  §  S9  ist  h  =  2  tu  setten  fUr  eine 

Gitteiwand,  deren  Stfibe  um 
Fig.  -IS"  gegen  die  Horizontale 

geaeigt  siod.    Wenn  also 


 '  

Ffir  dan  in  Flg.  209  darge8t6lltai  MI,  in  welchem  =  A 
und     =  0  xtt  setxen  ist,  erbftU  man  die  Gleiehnng: 


7)   J  = 


Dieselbe  GleiclniBg  gilt  auch  fftr  den  in  Fig.  210  dargestellten 
Fbll,  bd  welebem  A,  =  0  und  h^  —  h  vn  setsen  ist. 

A  1 

Wenn  man  wiederum  k  =  i  and  ^ -j^  setzU  so  erhält  man  f &r  die 
in  jedem  dieser  beiden  Fälle  erforderliche  Vnterialmeoge  den  Werths 

♦ 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  nur  die  za 

den  beiden  B^g-en  er- 
Fig.  20».  forderliche  Material- 

menge  von  dem  Höhen- 

Terhältni88-=-  abbängt, 

das8  dagecren  die  zu 
der  Blech-  oder  Gitter- 
wand erforderliche  Ma- 
terialmengo  unabhän- 
gig ist  von  der  Höhe 
des  Trägers. 
Wenn  das  Verhält- 

.      h  1 
nw8      =  —  gesetet 

wird,  so  nimmt  die  Üleichuni?  5)  die  Form  an: 

^>  Ts        V^^  3V«7^     12  S 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  daes  die  Materialmenge  abhängt 
von  der  Function: 


Fig.  210. 
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10)  /(«)  =  n-f  3^^  - 

Um  den  Werth  von  n  zu  finden,  für  welchen  die  Material- 
menge  ein  Minimum  wird,  bat  man  den  Dififerenzialquotienten  dieser 
foBotioa  gleich  Kuli  lu  setseu  und  erh&It  dann  die  Gleichung: 

11)  0=/(n)  =  l-^,    oder:    n  =  }/i-. 

Nack  Sabstitution  dieses  Werthee  erhalt  man  ans  Gleichung  9), 
indem  man  wiederum  k  =  2  setzt,  ffir  das  MiBimam  der  erfudei^ 
tiehen  Matorialmeiige  den  Werth: 

12)  J(oto)  =  g^jlMß.i^+lW.^j- 
Aüf  gleiche  Weise  erhalt  man  fOr  die  beiden  in  Fig.  ii09  und 

Fig.  210  daigeeteliteo  Falle  die  Gleichungen: 

13)  j—^^ — \r-^^)-^T28* 

14)  /(n)  =  »  +  ^. 

15)  0  =/ (w)  =  1 -- oder:    w  =  j/|^. 

16)  ^(müi)  =  2T^|l9,6.p  +  23»6.j|. 

Bs  ist  hierbei  jedoch  zn  berücksichtigen,  diss  die  in  den 
Gleiehnngen  12)  und  16)  gefnodenen  Werthe  wegen  üngenauigkeit 
der  gemachten  Voraussetzungen  noch  einer  Corre<  tion  bedörftn, 
insofern  die  in  §  39  bei  der  Berechnung  des  Goeffidenten  k  ge> 
maehten  Yomusseticingea  um  so  weniger  satreffen  werden,  Je  grSsser 

das  Verliältüiäa  ist. 

§  45. 

OonliMdritoliir  faiaMtoeber  Tifsir  üII  Otimfcie. 

Wenn  die  Horisontnlspannnngsn  der  Gnrtangen  flbenll  glsieb 
gross  ssin  sollen,  so  mfissen  —  wie  in  §  41  mii  Benig  raf  Fig.  I9& 
erldirt  wurde  —  die  Hflben  des  TrSgers  an  den  rerschiedenen 
Stellen  sieh  Tsrlialfcsn  wie  die  Biegangsmomente  an  diesen  Stellen: 
in  solchsr  W^,  dass  die  Figor  des  IiSgen  selbBt  sagleleli  als 
giafliisdls  Daistdlong  der  Biegongsmomente  galten  kann.  Dankt 
man  sieh  das  Biegangsmomeot  an  allen  Stellen  des  Trflgers  um 

niitar,  tt«wlMUt4lMaaaflE.  3.  Anfl.  10 
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eine  coDätante  Orösse  vermiDdert,  so  erkeniit  man,  dass  in  diesem 
Falle  auch  die  Höhe  des  Tr,1c:er=?  an  allen  Stellen  um  eine  con- 
stante  Grösse  vermindert  werden  müsste,  wenn  derselbe  die  Eigen- 
schaft eines  „Trägers  mit  constanten  Horizontal8|mniinngen  der 
Gurtungen"  beibehalten  soll.  Da  ferner  nach  §  41  (Gl*>ichnnef  1> 
die  Horizontalspannung  gleich  dem  constauten  Verhältniss  des 
Biegungsmomeiitd  zur  Höhe  ist,  s »  wird  die  Grösse  der  Horizontal- 
spannung dabei  selbst  ungeändert  hleibeu,  wenn  jene  constanten 
Grössen,  um  welche  resp.  die  ßieguügsmomente  und  die  Höhen  ver- 
mindert wurden,  ebenfalls  in  diesem  Yerh&ltniss  zu  emander  stehen. 

Bei  einem  Balken  auf  zwei  Stützen  kann  man  —  wie  in  §  8 
gezeigt  wurde  —  durch  Einmauerung  der  beiden  Enden  bewirken, 
dass  das  Biegungsmoment  überall  um  eine  constante  Grösse  ver- 
mindert wird.  Genau  auf  dieselbe  Weise  also,  wie  man  aus 
Pig.  18  durch  Subtraction  einer  constanten  Grösse  von  sämmt- 
lichen  Ordinaten  der  r^rabel  die  Fig.  39  ableiten  konnte,  als 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  eines  an  beiden 
Enden  eingemauerten  Balkens:  so  k;irm  luaa  mis  Fjg.  195,  indem 
man  die  Höhen  des  Trägers  übeidli  um  eine  constante  Grösse 

verkleinert,  die  in 
Fig.  211  darge- 
stellte Form  ab- 
leiteiL  Wenn  atoo 
wieder  mit  und 
die  FfeilhOheii 
der  bddeo  Bdgen 
bezeichnet  werden, 
80  ist  auch  bd 
dieser  Form  des 
Trügers  die  zu  den 
beiden  Bögen 
fbrderliobe  Mate- 
rialmenge wieder 
naeh  Qleiobung  1) 
des  vorigMi  Para- 
graphen zn  berechnen,  in  welcher  man  für  den  in  Flg.  212  darge- 
stellten spedelten  Fall  die  Warthe  h^^d  und  =  A  ni  snb- 
stitniren  haben  wQrde. 

Man  erkennt  ans  den  Figuren  211  und  212,  indem  man  die- 
selben als  graphisehe  DareteUungen  der  Biegnngsmomente  bo- 


Fig.  211. 


« 
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trachtet,  dass  an  den  Stellen  B  and  (7,  wo  die  Höhe  dea  Trftgen 
gleich  Null  ist,  auch  das  Biegnngsmoment  gleich  Null  sein  musSf 
wenn  die  oben  genannte  Bedingung  erfällt  sein  soll.  Dieses  Null- 
werden der  Biegiingsmomente  wird  durch  die  von  den  Wänden  auf 
die  Enden  de«  Trägers  flbertragenen  Kräftepaare  bewü:l[t,  deien 
Moment: 

1)  »  =  (p  +  2)(-^^) 

die  eonstante  Grtese  bildet,  um  welche  in  Folge  der  Einmauerung 
die  Biegnngtniomente  des  Tolibelaeteten  Trägen  fiberail  Termindert 
wurden. 

An  den  Stellen,  wo  das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist« 
würde  man  (nach  §  8)  Gelenke  einschalten  IcOnnen,  ohne  dass  da- 
durch in  den  Biegungszuständen  der  einzelnen  Theile  des  Trägers 
etwas  geändert  wird.  Da  die  Horizontalspannungen  in  beiden 
Gurtiingen  gleich  gross  sind,  so  werden  in  jenen  Gelenkpunkten 
nur  Verticaldrücke  von  dem  Mittelstücke  BC  auf  die  beiden  an- 
grenzenden Theile  AB  und  CD  übertragen.  Der  Theil  BC  ist 
daher  als  Balken  auf  zwei  Stützen  zu  behandeln,  und  die  zur 
Blech-  oder  öitterwand  dieses  Theiles  erforderliche  Matprialmenge 
ist  auf  die5?elbe  Weise  wie  für  den  gewöhnlichen  parabolischen 
Träger  nach  den  Gleichungen  des  §  42  zu  berechnen.  Es  bleibt 
also  nur  noch  übrig,  die  zur  Blech-  oder  Gitter- Wand  eines  der 

Fig.  21& 


beiden  Sndsfcflcke  AB  oder  CJ>  «rCnderliaba  llaterialmenge  xa 
beiectoen.  Sebaldjldiese  Materialmenge  geftindsn  ist,  wird  maii 
alsdann  aaob  Mr  die  in  Fig.  213  and  fig.  214  dargestellten  «m» 

10» 
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tinairlicben  Träger  über  drei  Oeffnungen  darch  Summation  der  für 
die  einzelnen  Theile  gefundenen  Materialmengen  die  Gleichung  för 
dia  Qesammtmenge  des  erforderlicben  lUtemls  anfatollen  kOnoeo. 


§  46. 


Die  obere  Gurtung  dea  in  Fig.  215  dargestellten  Theiles  ist 

nach  einer  Parabel  gekrümmtf  für  welche  nach  §  41  die  Qlei> 
chuDgen  gelten: 

1-^  L±/=£!. 


1) 

2) 


dp      2/x   t^w^x 

d.r  ~~  a*   ~  dar  ~"  ^  ** 


Die  von  dem  £inBe]gewicbte  Q  ux  den  Stellen  M  und  N  hervor- 

gebrarhtf'  Hnrizon- 
Fig.  216.  talspaiinnih^'  //  ist 

nach  Fig.  210  zu 
berechnen  aus  der 
Qleichong: 

3)  Hu=Q{x—z)r 
welche  nach  Sub* 
atitution  des  för  ir 
aus  Gleichung  1 )  zi» 
entnehmenden  Wer- 
thes,  für  H  aufge- 
löst, die  Fonn  a&-> 
nimmt: 

Die  ganxe  in  dem 
VerticalBehQlttoJi:^ 
wirkende  Verticalkraft  hat  die  Grösse  Q.  Dieselbe  setzt  sieb  ans- 
den  beiden  Thdien  ITtga  und  S  rasaaimen.  Folglieh  ist:] 
5)  K«^— J7i«a. 

Bteiin  sind  flür  die  Grossen  JSP  und  tg  a  die  lesp.  in  Oleicimog  4) 
und  Gleichung  2)  angegebenen  Werthe  sn  sobstitoireD.  FOr  die 
Ton  dem  Gewichte  Q  herroigebmefafte  verticBle  Abscheernngskrift 
ergiebt  sich  alsdann  der  Werth: 
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— 

Wenn  mit  Zi  derjenige  Werth  fOH  z  bezeichnet  wirdi  für 
welchen  Sl  =  0  wird,  ao  ist: 

Die  Bedeatang  der  ü  rosse  Zi  kann  man  auf  die  in  Fig.  217  angedeatete 
Weile  Mn  veiMMebmliehen.  Wenn  muk  nimlioh  «tr  Bestimmang  der  Kraft 

«  die  in  I  43  erklbte  iH«- 
Flg.  317.  thode  der  statischen  Momente 

bern^tzt.  no  erkennt  man,  dass 
der  Durchschnittspunkt  0,  in 
welchem  die  lüchtungalinien 
der  beiden  Ktifle  B  nnd  H 
einnnder  idinelden,  die  Stelle 
beieichnet,  an  welcher  das 
Gewicht  Q  aufgehängt  werden 
moss,  damit  =  0  werde. 
Nach  Fijr.  «7  wM»  die 
QfQese  #t  n  beatiawMn  lein 
.  au  der  Gleichnof; 

8)   a?--*,  =  -— — , 

i  g  ot 

welche  für  aufgelöst,  nach 
Subetitotion  der  lur  u  nnd 
tg  a  ana  den  Gleidrangen  1)  nnd  2)  zn  entnehmenden  Weithe,  ebenfaUi  sa 
den  in  Gleiehnng  7)  gifandeneii  Batnltate  fthrt. 

Di«  Oldchinig  6)  laigt,  dass  %  poritiT  wird,  wenn  «^«^ 

ist,  und  di88  9t  nflgati?  wird,  wdiin  Ist   Folglich  wird 

ttss^M,  wsnn  die  in  Ftg^.  218  mit  „Vlm**  beidsinwte  Stneks 

Fig.  218. 

Kall  Tina  ^linus  Noll 


•Osin  bolastst  ist,  und  ss  wiid  %  ^  9^ia>,  wenn  die  mit  ^Ifini»'* 
besaiflfaiMten  Stnekin  tlloin  belnstst  sind,  währand  dls  Bolastongtn 
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der  mit  „Null"  bezeichneten  Strecken  gar  keinen  Beitrag  zu  der 
Grösse  SI  liefern.  Um  die  Grösse  W,mM)  erhalten,  hat  man  qdz 
statt  Q  zu  setzen  in  Gleichung  6)  und  dann  die  Integration  a\]??- 
zuführen  zwischen  den  Grenzen  z  =  2^  und  z  =  x.   Folglich  ist; 


«ssx 


10) 


oder: 


Die  letiiere  Qleiehnog  nimmt  nacb  Snlwtitiitioii  des  in  QUi" 
chung  7)  für  Zi  gefundenen  Weifhes  die  form  an; 

Die  Grosse  §I,min)  l^ann  man  sich  in  die  zwei  Theile  Ä,  und 
zerlegt  denken,  indem  man  mit  9(i  den  Beitrag  bezeichnet, 

welchen  die  Belastung  der  Strecke  UB,  und  mit       den  Beitrag, 

welchen  die  Belastung  der  Strecke  BC  zu  der  Grösse  %miji)  liefert. 

Für  die  erstere  erhält  man  die  (den  vorigen  analog  gebildeten) 

Gleichungen: 

'     .oN  /""j  (2xz  —  {x*-\-a^)] 

13)    «.=jifrf^[— V-«'  j- 

I         'l.  »1. 

a  a 

16)    «1  =  (^4^)  {       -      -  (x*  +  a«)(^,  -a)| , 

welche  letztere  nach  Substitation  des  in  Oleichnng  7)  Mr  ge- 
fundenen Werthes  die  Form  annimmt: 

16) «, — ■ 

*         4ir  (a;  -|-  a) 
Fflr  die  Grösse      erhftlt  man  unmittelbar  aus  Gleichung  6% 
indem  man  darin  a  statt  «  und      statt  ^  setat,  den  Werth: 
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Fig.  219 


Die  Grösse  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  letzteren 

Ausdrücke  zu  setzen;  also  ist: 

18)  at^,=a,4.a,=.-i(^1^5. 

Dm  beiden  Olddraogeo  l^ued  18)  zeigen,  dass  die  absolutea 
Wertbe  d«r  beiden  OrOsseii  ^(mu)  und  %tDin)  einander  gleiob  sind« 
Hieratu  folgt,  dass  bei  ?oller  BelastaDg  9  »  0  ist,  insofern  dann 

die  positim  nnd 
negatiTan  Bei- 
träge, welebe  die 
Belastongen  dor 
j  mit  „Plns^  und 
„Minus'*  beteieb* 
neten  Sfreoken  in 
der  Grosse  %  lie- 
fen, einander 
gegenseitig  auf- 
beben. 

Die  vertiea- 
le  Qttersebnitts- 
fllcbe,  welebe  die 
Blechwand  haben 
mOsste,  wenn  die- 
selbe an  den  Bie- 
gnngsspannungen 
nicht  theilneh- 

mend  nur  Absebeeruogswiderstftnde  sn  lebten  b&tte,  ist  demnach 
m  berechnen  ans  der  Gleichung: 

19) 


Fig.  m 


9 


und  die  Materialmenge,  welche  unter  dieser  Voraussetzung  zu  der 
ganzen  Blecbvrand  des  Stückes  AB  erforderlich  sein  varde,  hai 
die  ÜrOsse: 

20)   B  = 


21) 


Dieselbe  lileichnn^  ist  »och  für  die  in  Fig.  211  Har^fe^tellte  Fonn  i]i"< 
Trägen  als  gUHig  zu  betrachten.  Deuo  liir  diesen  Fall  würde  man  nacli 
fSf .  W  end  Fiff.  M  die  Otokbongen  «rhilten: 
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«)  H(«k  +  «.)  =  g(»-«), 

mnd  irmn  niftn  io  dleieii  Qleieliinig«B  di«  *iu  1 41  tu  entbehmeiidMi  Warth« 
mbttituiit: 

W)  «i=/i(-^-l),        26)  (-^^l). 

26)    tg«.  =  ^A^,  27)    tgat.=  ^A^, 

eo  erhält  man  für  die  von  dem  Gewichte  Q  hnrvorgebrMht«  Tertieale  AbsebM- 
fUDgakimft  den  Werth: 

-weleber  mit  dem  in  Glddumg  6)  geftindcneB  Werthe  ftbeninetiiiiint  Bs  folgt 

hierans,  dass  die  tu  A«  Blech-  od«r  Oitterwand  erfoiderlMift  Haterialm«nge 
eben<;o  wie  bei  dem  gewöhnlichen  paraboliBcben  Tiiger  gioi  onabhingig  ist 

Ton  den  Pfeilhöhen  der  beiden  Bögen. 

Die  Materialmenge,  welche  zu  d^r  Blerhwand  des  Mittelstücks 
BC  (in  Fig-.  211)  erforderlich  soiu  würde,  wenn  dieselbe  nur  Ab- 
scheeruDgswidersüinde  zu  leuten  hätte,  ist  nAch  §  42  zu  beredmen 
AUS  der  Gleichung: 

Hiernach  erhält  man  für  die  zu  der  Blech-  oder  Gitter-Wand  des 
gaazen  in  Fig.  211  darcfestellten  Trflgers  wirkliob  erforderliche 
HAterialmenge  die  Gleichung: 

30)  M=ki2B-{-f&),  oder: 

31)  J^=  |l{^'-a'-«^21g(y}4--\^^^^  oder: 

Wenn  mna  hierin  s.  B.  -^sy  eetst,  bo  erh&lt  juul  fftr  Jf  den  Werth: 

Die  Vergleicfaung  deeielben  mit  dem  In  $  44  (Gleichung  2),  fOr  den  gewöhn- 
lichen pnrnbelieehen  Träger  gefhndenen  Werthe  leigt»  dttt  die  Enparnng  nn 
Mnterinl  flir  die  Bleeh-  oder  Oitter-Wnnd  etirn  88.6  Proeent  betrigt 

§47. 

Contlnuirlicher  Parallelträger  mit  Gelenken. 

Da  das  MittelstQck  BC  Als  ein  ah  beiden  Enden  frei  Anf- 
liegender Balken  sn  beirachten  ist  nnd  die  wa  demselben  eribrder- 
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liehe  Materialmenge  demnach  aus  den  GleichuEgen  des  §  40  ent- 
nommen werden  kann,  so  ist  hier  nur  noch  nöthig,  für  eines  der 
beiden  Endstücke  AB  oder  CD  die  erforderliche  Materialmenge  zu 
berechaea  (Fig.  221). 

Für  die  QaerschnittsfliGJien  der  Oortoogen  ergieht  sich  aas 
Pig.  222  die  Gleichung: 

1)  8Fh  =  pa(^-<,)  +  £^^,  ,te:  y=lLl'^T«3. 

Die  zu  den  beiden  Gartungen  das  SMck«  AB  erforderliehs 
Matarialmeng»  Int  also  die  GcOne: 

2)  Mt^l2Fdx=j^'~^dx,  oder: 

^»  m  

Für  die  verticale  Abscheerungskraft  im  Abstände  x  von  der 
Mitt«  ergiebt  sich  aus  Fig.  222  der  Werth: 

4)     V^pa-\-i)(x  —  a)  =  px. 

Der  Yerticalschnitt  der  Blechwand  mösste  also,  wenn  dieselbe  an 


Fig.  221. 


te  Biigiuigsapaiiiniqg«!!  nidit  tiisilnslimeiid  nur  AbschsMungi» 
widentinde  ta  Isistsii  bitte,  die  QiOsse  btben: 
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6)  9=  , 

und  7.\\  der  Blechwand  des  Stückes  AB  wfiide  in  diesem  Falle  die 
Mateiialmenge  erforderlich  sein: 

t  t 

—  g«) 


6)  if.=|^d^^|i--Ä.«i^ 


2S 

Die  zu  dem  ganzen  Stücke  AB  wirklich  erforderliche  Ma- 
terialmenge hat  also  die  Grösse: 

In  dieser  Gleiehung  hat  maa  +  9  statt  p  zvl  setzen,  wenn 
ausser  der  permanenten  Belastung  p  noch  die  mobile  Belastung  q 
la  beräeksichtigen  ist  FOr  diesen  Fall  wird  also: 

Die  tu  dem  Mittelstficke  BC  erforderliche  Mateiialmenge  hat 
nach  §  40  die  GrOsse: 

9)  +  + 

Für  die  Materialmenge ,  welche  zu  dem  ganzen  Triger  AD 
erforderlich  sein  würde,  erhftlt  man  hiernach  die  Gleichung: 

Wenn  s.  B.     =     gesetzt  wird,  so  kann  man  dieser  Gld- 

chong,  Indem  man  sngleich  { s:«    L  und  ^  =  *  mIb^«  ^^'^  ^ 

folgende  Form  geben: 

11)   2  Jif  +  J  =  -gel-  {C^»»  +  (6«  +  26*)3|. 

Wenn  man  femer  —  wie  bei  dem  in  §  40  berechneten  ZaUen* 
beispiele  —  wieder  » =  10  nnd  ^  2  settt,  so  erfaUt  man  den 
Werth: 
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12)    2Jf+ J=^~(54i;-i-559). 

Die  YergleicbuDg  desselben  mit  dem  in  §  40  (Gleichung  19) 
gefundenen  Werthe  zeigt,  dass  die  erfordorliche  Materialmenge  bei 
gieichem  Höhenverhältniss  etwa  die  Hälfte  von  derjenigen  Material- 
meDge  betragt,  welche  für  den  an  beiden  Enden  frei  aufliegenden 
Trftger  erforderlich  sein  würde. 

Fär  die  ganze  Materialmengie,  welche  zu  den  drei  zwischen 
den  Pfeilern  liegenden  AbtheUaagin  des  in  Fig.  223  dugestellten 


Fig.  223. 


1 


iL 


Brfiekentrlgers  Aber  drei  Oeffnongen  erforderlich  ist,  eigiebt  sieb 
hiemadi  der  Werth: 

13)    4Jf+3J  =  ^|^^(124i>+1272). 


§i8. 

BogMMelw  arfl  Soltmler. 

Bei  dem  in  Fig.  209  dargestellten  parabolischen  Träger  würde 
—  wie  in  §  41  erklärt  wurde  -  die  Blech-  oder  Gitter- Wand 
zwischen  den  beiden  Gnrtungen  ganz  überflüssig  sein,  so  lange  die 
Belastung  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilL  ist. 
Denkt  man  sich  die  untere  horizontale  Gurtung  ebenfalls  hinweg- 
genommen,  so  erkennt  man,  dass  diö  horizontalen  Zugkräfte,  welche 
vorher  von  derselben  auf  die  beiden  Enden  des  Bogens  übertragen 
wurden,  in  diesem  Falle  ersetzt  werden  durch  die  horizontalen 
Gegendrücke  der  festen  ünterstützungspunkte.  Der  Bogen  ist  nun- 
mehr zu  betrachten  als  eine  an  beiden  Endpunkten  unterstützte 
parabolische  Kette,  welche  unter  Einwirkung  der  gleichförnoig  über 
die  Horizontalprojection  Tertheiiten  Belastung  in  ihrer  hibilen  Gleich- 
gewichtslage sieh  befindet 

Bei  ungleichförmiger  Lafli?erttieil!Uig  irSide  die  Kette  «ine 
Formftnderong  eridden,  und  wenn  elte  wUshe  Terbindert  werden 
floU,  80  miMB  die  Kette  auf  irgend  eine  UfTrise  abgeiteift  werden. 
DieMB  Zweek  kann  man  dadttroh  errdehen,  daas  man  die  hori*** 
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sontale  fiartung  Ober  dem  Bogen  aDbringt  und  mit  demselben 
dureh  eine  Bleeb-  oder  Qitter-Waiid  verbindei  Denkt  man  aicb 
aledann  dnreh  die  Mitte  einen  VeiiiGalflcbnitt  gelegt  nnd  die 

beiden  getraiaten 
Fig.  2M.  Hftlften  doreh  ein 

Scharnier  ineder 
yerbundeni  so  er- 
hält man  die  in 
Fig.  2d4  daige- 
etellte  Bogen- 
brüeke,  bei  wel- 
cher die  Toa 
einem  Einielge- 
wiebte  Q  hervor- 
gernfenen  Geg«n« 
drfldte  der  ünter- 
stfitsungspnnltte 

dureh  die  in  der  Figur  aDgedeuteto  Oonstmetion  des  Kräfteparal- 
lelogramms ermittelt  werden  kOnnen. 

Die  drei  Constructionstheilef  aus  denen  das  Ganze  zusammen- 
gesetft  ist,  nämlieh:  erstens  die  obere  horizontale  Gurtung,  zwd- 
tens  die  untere  bogenförmige  Ourtong,  und  drittens  die  zwischen 
beiden  befindlidie  Blech-  oder  Gitter- Wand  werden  durch  das 
Gewicht  Q  in  gespannten  Zustand  versetit,  und  die  drei  Span- 
nungen, welche  in 


Fig.  225. 


für  den  zwischen  dem  Verticalschuitte  und 
^dlichen  Theil  dreimal  die  Gleichung  der 


einem  bestimm- 
ten Vertical- 
schnitte  durch 
das  Gewicht  Q 
hervorgebracht 
werden,  können 
mit  Hfllfe  der  in 
§  43  erklärten 
Methode  der  sta- 
tischen Momente 
berechnet  wer- 
den. Zu  diesem 
Zwecke  hat  man 
dem  Scharniere  be- 
statischen  Momente 
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aufotistellen ,  indem  man  bei  nrrfchnun^  einer  Jeden  Ton  den  drei 
SpannuDgen  den  jedesmaligen  Durcbschnittspunkt  der  zwei  anderen 
alB  JDrebpuDkt  wählt  Nach  Fi^;.  225  würde  also  bei  der  Berech- 
nung von  X  der 
Punkt  N,  bei  der 
Berechnung  von 
Z  der  Punkt  M\ 
bei  der  Berech- 
nung von  81  der 
Punkt als  Dreh- 
punkt zu  wählen 
sein. 

Denkt  man  sich 
zugleich  die  bei- 
den Kräfte  Q  und 
£)  durch  ihre  Mit- 
telkraft ß  IT 
ersetzt,  so  über- 
zeugt man  Bich 
leicht,  dass  die 
betreffende  Span- 
nung allemal 
dum  gleicli  Noll 
wild,  wenn  die 
BIchtnngslinie 
dieser  Mittelkraft 
S  dnrdi  den  be- 
treffenden 0reli- 
punkt  Belbet  hin- 
durchgeht  Be 
ergehen  eich  hier- 
ausdieinFig.226^ 
ing.227,Fig.2d8 
dargestellten  La- 
gen, welche  der 
Belsstnngspnnkl 
habenmnas,wenn 
reqi.Z=:Ooder 
ZsOoderH^O 
werden  solL 


Big.  m 
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§49. 


Bwwbnung  dar 

Die  Verticale  des  Punktes  0,  durch  welchen  die  Richtungs- 
linie des  Gewichts  Q  hindurchgehen  muss,  wenn  die  Spannnung  X 
gleich  Null  werden  soll,  zerlegt  die  ganze  Spannweite  in  zwei 
Abtheilungen,  welche  mit  den  üeberschniten  „Plus"  und  „Minus" 
bezeichnet  werden  köoDnen,  insofern  alle  Belastungen  der  einen 

Abtheilung  posi- 

Fig.  289. 


Mm.. 


tive,  alle  Be- 
lastuDgen  der  an- 
deren Abtheilung 
dagegen  negative 
Beiträge  zu  der 
Grösse  X  liefern 
w1ird6n(Fig.229). 
Die  Spannung  X 
wird  ein  Maxi- 
mum, wenn  die 
mit  „Fliu*'  be- 
zeiehnete  Strebe 
aUeio  belletet  ist, 
und  ein  Hini- 

nranit  wenn  die  mit  „Minus**  iMseichnete  Strecke  allein  belastet  iet 
Für  die  Lage  dee  Panktee  0  erhftlt  man  ans  Elg.  229,  indem 
man  die  Linie  OP  das  eine  Mal  als  Seite  des  Dreiecke  APO^ 
das  andere  Mal  als  Seite  des  Breiecke  BPO  berechnet  nnd  die 
bdden'Werthe  alsdann  einander  gleich  setzt,  die  Gleichung; 

1)   {i-«)tg.  =  «  +  oder:  |  =  ||^||. 

Die  Grossen  tgo  nnd  tga  sind  nach  Fig.  229  an  berechnen  ans 
den  Gleichnngea: 

2)    1^«  =  -^,  3)  tg6=^4El^- 

In  letaterer  Gleichnng  hat  man  ftr  y  den  ans  der  Parabeln 
Gleichung: 

4)  J-=.^ 

an  entnehmenden  Werth  einansetaen.  Man  erhalt  dann  fttr  tga 
die  Gleichnng: 
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Wenn  man  für  die  Grössen  tgs  nnd  tgo  die  obigen  Werth« 
in  Qieiehong  1)  BabsUtoirt^  so  nimmt  dieeelbe  4ie  Form  an: 

Um  dm  Druck  in  berechnen,  weLcfaer  im  Sohandeipnnkto  C 
dnteb  die  Bekstmig  der  Flos-Abtheiltug  herrtngebfaehl  wird,  hat 
min  naeh  Fig.  280  und  Fig.  28i  Ar  Jede  der  beiden  Hftlften  die 

Fig.  290.  Fig.  8S1. 


u 


Gleichung  der  statischen  Momente  aufzustellen  und  den  festen  Untei^ 
BtutzungspunlLt  dabei  als  Drehpunkt  zu  wfthlen;  man  erhUt  dann 
die  Gleichungen: 

7)   JBr/— Fl- gtt(z-yw). 

Hienns  ergeben  eich  ffir  die  beiden  Seitenkrftfte  Jenes  Drucke«  die 
Wertbe: 

.0)  v=4-i}-Ty- 

Die  Spannung  X,  welche  bei  diesem  Belastungszustande  an  der 
SteDe  M  henrorgebradit  wird,  kann  mm  nimmehr  nadi  Fig.  tSgt 
berechnen  aus  der  Gleichung  der  statischen  tfomente  in  Bezug  auf 
den  Drehpunkt  Ni 

11)  X{c-\-y)^qu{x—^u)-^Hy-{-Vx, 
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Wenn  z.B.  die  Wcrthe  /  =  20°>,  /=B",  e 
Flg.  8tt. 


d«r  abtolnt«  Werth  too 


O^pö,  9  =  2000  Kil.  ge- 
geben eiiid  und  »  » 10^ 
geeetet  wird,  so  ergeben 

eich  aus  den  obigen  Glei- 
chen gen  die  Wertbe: 
y  =  1»»,25, 

JTs  04400  KiL, 

und  nach  Salratitation 

derselben  erhält  rota 
aus  Gleicliuiig  11}  fftr 
X  den  Werth: 

X  =  -f  84200  KiL 

Dft  bei  ToUer  Beleetniig 
ebemo  groei  seiii  wie 


f — 


§  ÖO. 

Die  Belaitnogmitlnde,  bei  weloben  die  8(aiiiiung  Z  ein 
oder  IGidminn  wird,  sind  in  Fig.  289  dnrdi  die  üebencbriften 

Plne  and  Mi» 

Fig.  283. 

MiQM...  — u 


öw-..^  


1)   0  — »)tg  6  =  (/ 4- t>)  tg«,    oder:  = 


nOB  ugedeo- 

tet.  Piedinrali 
den  Punkt  O 
gelegte  Yer- 
ticale  bildet 
die  Belft- 
etnogsgren- 
ze,  und  die 
Lage  dersel- 
ben ist  wie 
im  Torigen 
Fingrapben 
sn  bestim- 
men  noe  der 
Gleidinng: 
tg  e  —  tg  a  ^ 
tge-f  t««' 
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2  «p£=^— 


fülr  dt»  VdrMltq»^ 


die  Mit  ^Jün»"-  l^MMcimlT  AhtiHUai^  alMri  NOmim  teM 


Jig.  SM  vnä  äm^MB       ^  ii^ktichin}^: 

ttt«tMid«  «1  dw  äMt 
A"^  dti  Bogm  lUIW 


Üad«i,  kl»  miD  ftr  den  in       886  dii^üMltM  Thril  dl« 
cimng  dir  siiliBehcii  Momente  In  B«iug  auf  dtn  Dnhpianki  Mi 
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0)   ZwBa.  {c  +  y)  =  —  YP»*  —  qv{x  —  Yv)-—Hc—Vx 

anfiustellen  uud  die  darin  vorküuimende  Grösse  cos  a  zu  berechnen 
aus  den  Gleichungen: 

Wenn  die  permanente  BelMtung  p  =  1200  Kil.  pro  Meter  geMtit  wird, 
and  aniMrdeni  wieder  die  im  TOrigen  Paragraphen  angenenmenen  Zahlen- 

wertbe:  9 s 2000 Kil  ,  Z  =  20"", cssO«^Ji  tubetitnirt  werden,  eo  ei^ 
hält  man  für  x  =  10™  die  Wcrthe: 

y  =  1«»25,  •  5=5  T'BA  JT»  112 S?ö  Kil.,  V=  390«  Kil.,  tg  a  =-^,  coi  «  =  0.87, 

•nd  mit  Benutzung  derselben  erhüt  man  ans  Oleiehnng  9)  für  das  Minimum 
Ton  Z  den  Werth: 

Z^,n,n)^  — t46  700Kil. 
Um  das  Maximum  von  Z  zu  berecLucu,  würde  m;in  die  Plus- 
AbtbeiluDg  allein  belastet  anzunebmen  und  im  Uebrigen  auf  ana- 
loge Weise  zu  verfahren  haben.    Man  findet  alsdann: 

^(m»x)  =  — 34800Kil. 
und  Oberzeugt  sich  auf  diese  Weise,  dass  die  Berechnung  der 
Grösse  /^(m.x)  überflflBSig  war,  insofern  bei  der  BeeUmmong  der 
an  dieser  Stdle  erforderliehen  Qiierschnittafläelie  des  Bogens  die 
Zahl  Z(a,in>  den  Ausschlag  geben  wird. 

Denkt  man  sieh  den  Yerticalsehniti  JlfiV'  dureh  den  Fnnkt  F 
hindnrchgelegt  (Fig.  2SS)y  so  erkennt  man,  dass  in  diesem  Falle 
die  drei  Punkte  0,  M,  F,  in  dem  Pankte  F  ztisammentreifen  wüf- 

c  d 

den.    Für  diesen  Fall  wird  x=-z —  =       und  diesem  Werthe 

tg  0»  / 

entspricht  naeh  Gleichung  4)  der  Werth  »  =  —  =  u;.    Wenn  x 

cl 

kleiner  ist  als  — ,  d.  h.  wenn  der  Verticalschnitt  zwischen  den 

beiden  Punkten  F  und  E  hindurchgebt,  so  j^iebt  es  keinen  Null- 
punkt mehr,  d.  h.  keine  Stelle,  welche  als  üelastungspunkt  ge- 
wählt den  Wertli  Z  =  0  ergeben  würde.  In  die?em  Fülle  tritt 
also  die  stärkste  Spannung  des  Bogens  bei  voller  ßehistung  ein. 
Es  ist  daher  die  betreflfende  Abtheilung  des  Bogens  wie  eine  pa- 
rabolische Kette  mit  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  ver- 
theilter  Helastuns^  zu  berechnen.  So  z.  B.  würde  für  den  Scheitel- 
puukt  selbst  die  i^^rösste  Druckspannung  des  Bogeus  zu  berechnen 
sein  aus  der  Gleichung: 

12)   l^(n»«>  =  ---J—  =  128000  Kil. 
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Fig.  SSS. 


Die  L&ge  des  pQnkkes  L«  welcker  M  dir  Benetottog  der 
▼erticalen  Absdteerang«lnmft  V  «Is  Drebpoikt  t«  wihlen  ist,  taum 

uehFIf.  SSI 
berediMkinr- 
den  fttt  der 


Oleidnuig: 

l)  r—s=^ 

%r«  ' 

Wenn  maii 
hierin  die  aus 
der  Parabel- 
OleichungUD«! 
deren  Differen* 


^•Gletcfamig: 

2) 


^Ijmia  ^ 


Flns 


lesp.  ffir  die  QrOeeen  |r  und  ig  a  lu  enteehmenden  Weithe  ftabeiitoirt« 
«0  nuamt  die  ebige  Gleichung  Hlr  j  «u%e]Ost  die  Form  an: 

Die  BehstODgBsnst&iide,  bei  welchen  die  Kmft  %  ein  Maximum 

oder  Minimum 
wird,  sind  in 
n^.  238  durch 
die  lieber- 

Schriften 
„Plus"  und 
„Minus"  anp«»' 
deutet.  Die 
Veit.ifiiln  dea 
Durrhscljnitti» 
punkto.H  0  bil- 
det diü  liolfi- 
stiintfsgreruö, 
und   'iii'  Lape 

derselben  ifit  wie  üi  den  vorigen  beiden  Paragrspiieu  zu  beatim- 
men  aus  der  Gleichung: 

Ii* 
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5) 


(/-«-)tgs  =  (J  +  «,)tg«,,  od«:-p  =  .!S___A_^. 

In  dieser  Gleichung  sind  für  die  Grösseu  tgfi  und  tgca  resp.  die 
Wertbe  zu  setzen: 


6)  t,.=  r.+/. 


7)  tg»=/. 


worauf  dieselbe  nach  Subetitatioii  des  oben  f&r  z  gefundenen  Wer* 
thes  die  Form  annimmt: 

t/-_  /x'-cl{l-2x) 
^  l  /a;(4/  — o:) -|-c/(/  +  2a;) 
Da  bei  gleichförmig  über  die  Horuontalprojection  vertheilter 
Belastung  keine  A-bscheerungsspannung  in  der  Blech-  oder  Gitter- 
Wand  stattfindet,  30  darf  die  permanente  Belastung  bei  der  Be- 
rechnung der  Grösse  51  unberücksichti«:t  gelassen  werden.  Um 
das  Minimum  von  ti  zu  berechnen,  hat  man  die  mit  ,,Plus"  be- 
zeichnete Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  die  beiden 

Seitenkräfte  de» 


Fig.  m 


N\c-  — -  — .-x-- 


durch  diese  Bela- 
stung im  Scharnier- 
punkte hervorge- 
brachten Druckes 
nach  den  Gleichun- 
gen 9j  und  IM)  les 
§  49  zu  berechnen, 
indem  man  darin  w 


statt  n  setzt.  Die  bei 
diesem  Belastuugs- 
zustande  stattfin- 
dende verticale  Ab- 
scheerungskraft  kann  man  alsdaua  nach  Fig.  239  berechnen  aus  der 
Gleichung: 

9)   Ä(a?  — =  -i  fi;)-l-JffcH- r«. 

W«nn  maax  mit  BeibebaltiiDfr  der  in  den  Torigeo  beiden  PwagnpiMW  m- 
genommeDen  Zehlenwerthe:  l  =  20"^,  /=  5™,  e  =  0>>^,5, 93^ 2000  KU,  wiedemm 
sc  =  IG"^  nettt,  80  wird : 

—       IT  —  2°»,561.  //      19  mo  Kil.,  V  =  l  600  Kil., 
uod  man  erhält  aus  Gleiebang  9)  für  dus  Maximum  von  fi  den  Werth: 

=  -\-  8060  Kil. 

£l>eDso  grosä  ist  euch  der  absolute  Werth  von  '!^l(min);  denu  bei  voller  Be- 
lastung iit  tt  =s  0,  folglich  auch  %mm»i  +        =:  0. 
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Denkt  man  sich  io  Fig.  2'dS  deu  Verticalscbnitt  MN  so  ge- 
lt'/t,  da.«s  der  Drehpunkt  L  mit  dem  Punkte  F  zusammenfällt, 
so  erkennt  man,  liass  in  diesem  Falle  auch  der  Punkt  ü  mit  dem 
Punkte  F  zusammentrifft.    Diesem  Falle  entspricht  der  Werth 

;e  =  y ,  und  Dseh  SubstitutioD  desselben  erhUt  man  aus  Oleiobung  4) 

Ar  X  den  iDgeliOrigen  Werth: 

10)  s^'y\l  +  \/i-\-  ^  \  ^ 8»,633. 


Wenn  ein  anderes  Mal  der  Yerticalschnitt  eine  solche  Lage 

«    hat,  dass  der 

Fig.  810. 


Drehpunkt  L 
mit  dem 
Punkte  G  zu- 
sammenfällt 
(Fig.  240),  so 
wird  w  =  0, 
und  diesem 
Falle  ent- 
spricht nach 
Gleichung  8) 
der  Werth: 


11)  ^=.^^^[-l+|/7^^J=,4*, 


633. 


Wenn  x  zwischen  diesen  beiden  Grenzwerthen  liegt,  d.  h. 
wenn  der  Verticalscbnitt  MN  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Dreh- 
punkfe  L  cwischen  die  beiden  Funkte  F  und  G  fällt,  so  ist  die  Be- 
r'»chming  nach  Fig.  240  auszufuhren,  in  welcher  wiederum  durch 
<lie  Ueberscbriften  „Plus"  und  „Minns"  die  BelastungstosUnde  fflr 
IQm)  und  HoBi«  angedeotet  sind. 


So  würde  mttn  z.  B.  für  den  Fall:  «  —  8°»,  welchem  nach  Gleichung  4) 

tind  <i!'i'"bnnf7  8)  die  Werthe  z—^^,^  Tind  ir  —  1"'.7284  entspr<-ch(?n,  iiulem 
Iran  im  Lebrigeu  die  oben  erklarte  Berecbnangsmethode  wiederum  anwendet, 
den  Werth  finden: 


±6127  Kil. 


Wenn  endliob  der  Vertiealsdinitt  MN  «Ine  solebe  lag«  hat, 
da»  der  Drabponkt  L  in  die  Streekn  reehia  Ton  dem  Punkte  O 
llUtt  d.  h.  wenn  se  nneh  kleiner  ist  als  der  nnfcera  von  den  iMidtn 
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obigen  Grenzwertben,  so  bildet  der  VerticalscbDitt  selbst  die  (Be» 
Itstungsgrenze,  und  die  Berechnung  ist  fSr  diesen  Fall  aaeh  Fig.  24t 

ausBafflhren,  in 
welcher  wieder^ 
um  darcb  die- 
üebersehriften 
,,Pliis*'aBd„lfi- 
Dus"  die  Bela- 


fQr  9(naK)  und 
^dnia)  angedeu- 
tet sind. 

So  I.  B.  erhfilt 
nttiifar  den  Werth 

T  ™  4™,  welchem 

nach  Gleifhunj;  4)  der  Werth  z  -  --  3'"  entspricht,  indem  man  im  Ucbrigcn. 
die  oben  erklärte  Berechnen gsmethode  wiederum  anwendet,  den  Werth: 

§  62. 

tHiiffbfloke  nH  Sdiuniir. 

Wenn  man  die  in  den  Yorigen  drei  Paragraphen  gefundene» 
8pannungszahlen  s&mmtlicfa  mit  „Minus  Bios**  multiplicirte,  so^ 
würden  dieselben  fOr  die  umgekehrte  (hängende)  Lage  itst  Brficlc» 
gelteo.  Die  mittlere  Abtheilung  der  in  Flg.  342  dargestellten 

Fig.  m. 


Hftngebrfieice  kann  daher  auf  dieselbe  Weise  wie  Fig.  224  berech' 
net  werden,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  für  eine  von  den  beiden 
Selten- Abtheilungen  AM  oder  BF  die  Bereohnung  der  drei  Span- 
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ntiDgen  X,  Z,  2t  zu  er  klaren.  Bei  voller  Belastung  —  ^äowie  über- 
haupt bei  gieicbförmig  über  die  Horizootalprojection  der  ganzen 
Brücke  vertheilter  Belastung  —  befindet  sich,  wie  man  leicht  er- 
kennt, jede  von  den  beiden  Seiten -Abtheilungen  genau  in  dem- 
selben Spann uiu,^  zustande  wie  eine  von  den  beiden  Hälften  der 
Mlttel-AbtheiluIl^^  Es  darf  daher  bei  der  Berechnung  der  in  den 
vorigen  Paragiaptien  mit  X  und  Ä  bezeichneten  Spannungen  die 
permanente  Belastung  auch  hier  iinberücksiL-litigt  gelassen  werden. 

Die  Art  und  Weise,  wie  das  an  irgend  einer  Stelle  uei  mitt- 
leren Abtheilung  aufgehängte  Einzelgewicht  Q  durch  die  Wider- 
stände der  vier  AufhängPimiikte  A\  A,  F  aufgehoben  wird, 
kann  man  sich  durcli  die  in  Fig.  242  angedeutete  Construction 
veranschaulichen.  Da  von  den  beiden  Anfhflngepunkten  Ä  und  B 
stets  nur  verticale  Gegendrücke  auf  die  Brück©  übertragen  werden 
können,  so  haben  die  horizontalen  Seitenkräfte  der  vier  Wider« 
stände  Bj  W^^  sämmtlich  dieselbe  Grösse,  und  diese  Hoii- 
tootalkraft  kann  auf  dieselbe  Weise  berechnet  werden,  wie  bei 
der  Bogenbilicke  Fig.  224  die  horizontale  Seitenkrnft  des  in  dem 
Schamierpnnkte  0  hervorgebnebten  Draekes.  Eine  Belastung  der 
Seiten -AbtheÜang  AE  eizengt  an  den  beiden  Untersttttzungs- 
pnnkten  A  und  E  verUcale  Gegendrfleke,  welche  anf  dieselbe  Weise 


Fig.  2A8. 


ni  berechnen  sind  wie  bei  einem  (an  beiden  Enden  frei  anfliegenden) 
Balken  anf  xwei  StQtzen  (Fig.  248). 

Wenn  man  anf  solche  Weise  zuvor  die  ftnsseren  Eraffcwir^ 
knngen  ermittelt  hat,  welehe  bei  einer  bestimmten  Lage  der  Be- 
lastung Q  anf  die  Abthdlnng  AE  tibertragen  werden,  so  kann 
man  nachher  die  in  den  drei  CSonstmctionstheilen  derselben  her- 
TOigebrachten  inneren  Spannungen  2,  K  wiederam  mittelst  der 
Heihode  der  statischen  Homente  berechnen.  Indem  man  Mi  den 
Belastnngspnnkt  allmfthlich  von  F  bis  E  fortrückend  und  fftr  jede 
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Lage  desselben  jene  Berechnung^  wiederholt  denkt,  findet  miu  aut 
ähnliche  Weise  wie  bei  der  in  den  vorigen  Parag^raphen  berech- 
neten Bogenbrücke  diejenigen  Belastunerszustäude,  bei  welchen  die 
betreffende  Spannung  ein  Maximuiu  oder  Minimum  wird,  worauf 
dann  die  Berechnung  der  Spannungszahlen  selbst  auf  diu  lu  den 
folgendeo  Paragraphen  erklärte  Weise  ausgeführt  werden  kann. 


§  53. 

BanchMif  4»  horiamlalM  Oartaiag. 

Ffir  die  Belasfenngeii  und  DimenBionen  sind  die  in  §  49  an- 
gfinommeneD  Zahtonwerthe  beibeliAlteD.  Die  BelAatttogunsttnde, 
bei  welcheii  die  Spanonng  X  resp.  ein  Haximum  oder  MiDimnni 
«wird,  sind  in  Fig.  2i4  durch  die  Uebencfariften  „Plus**  und 


Fig.  244. 


Null 


„Minus"  angedeutet.  Die  üeberschrift  Null  über  der  Abtheilung 
BF  bcientet,  dass  die  Belastungen  dieser  Abtheiluug  gar  keinen 
Beitrag  zu  der  Spannuag  X  liefern.   Bei  Belastung  der  „Minus*'- 

Abtheilung  entsteht  in 
^  der  Kette    eine  Hori- 

zontAl Spannung  von  der 
Grösse: 


1 


H 


1R 


l)jgr^'^f  ^SOOOOKÜ. 

V 

Dieselbe  Grösse  hat  audi 
die  horizontale  Seiten- 
knSt  des  Widerstandes 
i?,  welcher  bei  diesem 
Belastungszustande  von  dem  festen  Punkte  E  auf  die  Brücke  über- 
tragen wird.  Nach  Fig.  245  hat  also  die  vertlcale  Seitenkraft  dieses 
Widerstandes  die  Grösse: 


— ^ 

.r 
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2)  r  =  ^tg  «D  =  80000  —  ==  20000  Kil. 

Bas  «Minimnm  tob  X  ist  nonmehr  nach  Fig.  245  m  betechiieii 
ans  der  Gleichung: 

3)  Z.(c  +  y)  =  Jffjr— Far, 

iD  welcher  die  Werthe  H=^  80000,  F—  20000«  e^Q'^fi  zu  sub- 
ftitaiien  sind.  Für  x  s  10"  ist  y  =        su  setzen,  und  es  wird: 

Fig.  aie.  Um  das  Maximum  tod  X 

ZQ  berechnen,  wfirde  man 
die  „Plas-Abthtilnng'*  allein 
belastet  anzunehmen  haben, 
und  fiir  diesen  Belastungs* 
zustand  nach  Fig.  die 
OleicfauDg  erhalten: 

4)   iC(c4-y)  =  y3ia? 

1  , 

welche  nach  Substitution  der  Werthe:  q  —  2000,  l  —  20",  e  =  0°*,5, 
x=  10",y  =  1",26  fir  X  aufgelöst  die  Ftorm  annimmt: 

X(„ax)  =  +  57143  Kil. 
Es  ergiebt  sich  also  wiederum,  dass  die  Grössen  A'dnaxi  und 
X(min)  gleiche  absolute  Wei  the  Laben,  dass  also  bei  voller  Belastung 
X  —  0  wird,  und  es  bestätigt  sich  die  Richtigkeit  der  im  vorigen 
Paragraphen  aufgestellten  Behauptung:  dass  die  permanente  Be- 
lastung keine  Spannung  in  der  horizontalen  Gurtung  hervorbringt 


§  54. 
Spanoungen  der  Kette. 

Die  Spannung  Z  kum  man  sich  in  die  beiden  Theile  und 
2^  zerlegt  denl^en,  von  denen  ersterer  durch  die  permanente,  letz* 
tarar  durch  die  mobile  Belastung  hervorgebracht  wird.  Die  von 
der  permanenten  Belastung  hervorgebrachte  Horizontalspsnnung  der 
Kette  hat  die  Grosse; 

l;    ü^  =  ^  =  48000  Kil. 
Die  Spamiung  Zp  ist  daher  fiBr  di^enige  Stelle,  an  welcher 
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die  EetteniicbtuDg  den  Winkel  a  mit  der  BoriEontalen  bildet,  sn 
bereebnen  ans  der  Gldcbnng: 

2)  ^p:=^=i/p /l4-tga*, 
'     '     Cosa       '       I  -o  » 

In  welcher  ffir  die  QrOese  ig  a  der  ans  Gleichung  12)  des  §  50  za 
entnehmende  Werth  einsusetxen  ist. 

So  X.  B.  erhfilt  man  für  x  =  10^  am  jen«r  Glcieliuig  den  Werth 

tg  a  =  ^  •  An  dieeer  Stelle  ist  »1«ot 

«)       =  48000  y  l     ( I ) '     49478  Kil. 

Die  Belaätuugszustände,  bei  welchen  die  Grösse      resp.  ein 


i'ig.  247. 


Hazimnm  und  ein  Minimum  wird,  sind  in  Fig.  247  durch  die 
Üdierscbriften  ,,Plu8*^  und  ,,MinaB**  angedeutet.  Fdr  das  Mazi- 

mum  von  Zq  erhftit 
man  nach  Kg.  248  die 
Gleichnng: 
4)  arqCoeaCy-f  c) 
«  fic  +  Vx, 
in  welcher  fDr  die 
Kräfte  H  und  V  wie- 
derum die  in  den  Olei- 
cbungen  1)  und  2)  des 
vorigen  Paragraphen 
angegebenen  Werthe  au  aobstituiren  sind.  FOr  das  Minimum  von 
Zq  erhält  man  nach  Fig.  249  die  Gleichung: 


5)        cos  a  (y  -j~  c)  =  qx* 


Für  .r=10°'  und  v  =  l«>,Ü5  i<t  wieilcr  — ^  =  1/1 f  M    ro  letzcD. 

cos  a     f         \  4  / 

and  es  ergeben  eich  aus  den  letzteren  loiden  Gleichung'en  die  Werthe: 

=4-141368  Kil.,  =  —  58903  Kil. 
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Mit  BenutzDD^  de?  "n  'Jl'^ifhunp  3)  für  Zp  gefundeneu  VVerlhcsi  «rhklt  man 
fitmiuekr  für  das  ilajkiaiuui  uud  das  Miuituuiu  der  Spannung  Z  selbst  die 

Werthe: 


Fig.  ä4». 


2m  =  +  49478  + 141 868 
+ 190846  KU. 

4^  49  478  —  88908 

=  -  9425  Kil. 

Bei  der  Bestimninnpr 
Querschuitta  der  Kette  würde 
nui  alw  BftdtBtolit  danraf 
III  a^men  haben,  das«  in 
deraelben  grelegentlich  auch 
DrTicksp^naoog«!!  •tatifinden 
köuucu. 


§  'oh. 

der  Blacif  oder  GlttefWaed. 
Bei  Berechnung  der  verticalen  Abscheerungsspannung  darf 
wiedeniiD  die  permanente  Belnsiung  unberücksichtigt  gelassen 

Fig.  250. 

Bn»  Minus   ,  Nu|L-  


weiden,  Insofern  dne  gleichftnnig  Uber  die  Horisootalprojeetion 
Fig.  251.  gansen  BrQeke  ver^ 

ä  theilte  Belastung  ans- 
schliessUeh  In  der  Kette 
Spannungen  hervorbringt 
Die  BelastnngsinstAnde, 
bei  welchen  die  Spannung 
%  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum wird,  sind  in 
Fig.  250  durch  die  Ueber^ 
Schriften  ,«P1qb*«  und  „Mi- 
nus" angedeutet.  Für  das  Minimum  von  %  eriiSlt  man  nach 
\,  251  die  Gleichung: 


r 

V 

'  L 

■ 
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1)    '$l{a—2)=:  —  Hc—Vz, 
in  wolcfaer  für  H  und  V  wieder  die  in  den  GleichuiigeD  1)  und  2) 
des  g  63  angegebenen  Werthe  zu  substituiren  sind. 

Fir  «;  =  10*n  ist  «s=:3»  t\x  setzen  (nach  §  51,  Gleichung  4),  und  nuui 
p,.  erhfilt  M9  obiger  Gleiehnng  den 

^*  Werth: 

--      14  28G  Kil. 
Das  Maxitnuin  von      würdp  nach 
Fig.  252  zu  berechnen  sein  aus 
der  Qldoliiiiig: 

2)  2  ^^^--^ 

*)»  oder: 

Die  obige  BerecbnungB* 
weise  entspricht  der  Yonras- 
setiEung:  dass  der  Drehpunkt 
L  recbts  von  der  Verticalen  dee  Panktes  E  liegt  Wenn  statt 
dessen  der  Vertioalschnitt  MN  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Dreh- 
punkt L  in  die  Strecke 
OJ  am  (Fig.  253),  so 
ist  die  Berechnung  nach 
Fig.  264  auszuführen, 
und  wenn  der  Drehpunkt 
L  links  von  dem  Punkte 
0  liegt,  so  ist  die  Be- 
rechnung nach  Fig.  266 
ansznführpn. 

Die  Grenzfälle  sind  diejenigen  beiden  Fälle,  in  welchen  der 
Drehpunkt  L  entweder  mit  dem  Punkte  J  oder  mit  dem  Punkte  0 

Fig.  tt4. 


,..J!li.m  —  .IJiflöL  ^ 


0^  tfTT-Ji 


selbst  zusammenfallt.  Dem  ersteren  entspricht  der  Werth  z 
oder  (nach  §  öl,  Gleichung  4)  der  Werth: 


=  0, 
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3) 


t  =  4'^  ==6'°,324. 


el 


Dem  letzteren  Greozfalle  entspricht  der  Werth  ^  —  -y-^  oder 
(Dach  §  51,  Gieichaog  11)  der  Werth: 

4)'  x  =  14-^/7+ -^1  =  4»  633. 

Es  iind  also  bei  der  Berechnung  von  %  die  folgenden  drei  FUle 
m  QBteneheiden: 

a:  >  6  »,324,    x  ^  »     a:  <  4  -  633, 

Fflr  den  ersten  ist  die  Berechnung  nach  Fig.  fBr  den  swaten 
aaehlFig.  264,  fCir  den  dritten  nach  Big.  2&B  auBsnliihreB. 

Fig.  2&&. 

,.Wrs,  liinuÄ...  PJu«. 


So  2.  B.  wQrde  man  für  den  Werth  x  =  6™,  welchem  (nach  §  51,  ölei- 

cirang  4)  der  Werth  «  =s  ~  -1-    entepricht,  iDdem  mra  die  Bereehnimg  Ton 

o 

V  oecb  Fig.  254  «««(fthxt,  den  Werth  erhalten: 

«{:;:j=i5779  Kii. 

Pttr  a;  =  4n'  wird  r— —  8*",  und  man  erhält,  iodem  mau  die  Bereobnang 
II  nach  Flg.  2öö  auttluhrt,  den  Werth: 


«{7(^1  =  ±5486  KU. 
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YIEBTEB  ABSCHNITT. 

Theorie  des  Widerstandes  gegen  ZerknickeiL 


§66. 

BmicInihb0  4w  lartalelmiim  KitK  Ar  «Im  |»1mmIImIw  Ibng«  «tt  frtiM  EMtn. 

Die  in  §  4  gefuadene  allgemeine  Differenzial- Gleichung  der 
elastischen  Linie: 


1)  E%^,^m 


<larf  auch  für  den  in  Fipf.  256  dargestellten  Fall  als  gnWÄi:^  be- 
trachtet werden,  bei  welchem  der  gebogene  Stab  durch  zwei  an 

den  beiden  End- 
Flf.  866.  punkten  desselben 

in  der  Richtung 
ihrer  Verbindnnj^- 
linie  wirkende 
Druckkräfte  im 
Gleichgewichtszu- 
stände gehalten  wird.  lo  obiger  Gleichung  bedeutet  ^  die  Grösse 
dw  Biegungsmomentes  ftr  denjenigen  Fmikt  der  elastischen  Linie, 
dessen  Goordloateii  x  und  y  sind.  Dieses  Biegungsmoment  ist  als 
«ine  positive  oder  negati?e  QrOsse  in  Rechnung  zu  bringen,  je  nach- 
dem die  Qi6sse: 


2) 


dx'* 


\dxJ 


dx 


d  tg9 

dx 


eine  positive  oder  negative  Grösse  ist.  Da  nach  Fig.  2nfi  die 
Grösse  tg9  mit  wachsendem  x  abnimmt,  so  ist  dasselbe  hier 
negativ,  also: 

3)   aÄ=:  —  fi:y 
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zu  setzen,  und  mfta  erhält  für  den  Torli^enden  Fall  die  Differeoxial- 
Oleichaug: 

Bei  einer  prismatischen  Stange  ist  die  Grösse  X  als  Tnlgheit«'- 
raoment  der  Querscbnittsfläche  eine  von  x  unabhünfjige  conataate 
(irOsse,  und  wenn  man  abkurzungsweise  die  coastante  Qrdsse: 

setzt,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung  anoh  die  folgende  Form 
geben: 

Dnreb  zweimali^p  Integration  derselben  erbftlt  man  alsdann  eine 
Oleicfanng  von  der  Form: 

7)  1/  =  Ä  sin  kx  -{-  B  cos  kx^ 

in  welcher  die  beiden  Integrations^CSonstanten  A  und  B  auf  folgende 
Weise  bestimmt  werden  können. 

Nach  Fi^r.  256  miiss  für  x  =  0  auch  y  =  0  seia;  man  erbftlt 
also  f&r  die  Ck)n8taDte  B  die  Gleichung: 

8)  0  -    0  4  B. 

Wenn  ferner  mit  /  die  {^rösste  Durchbiegung  oder  der  grftsste 
Werth  von  v  bezpiehnft  wird:  nümlich  derjenige  Werth,  welclien 
tf  für  sin  kx  =  \  anninnut,  so  ist  die  Constante  A—f  zu  setzen, 
und  man  erhält  für  die  elastische  Linie  die  Gleichung: 

9)  ^  /  sin  ikx). 

Da  in  der  Theorie  der  elastischen  Linie  stets  eine  i^frinf^e 
Grösse  der  Durchbiegung  vorausgesetzt  wird,  so  darf  der  Unter- 
schied zwischen  der  Sehnen  länge  A  B  und  der  Bogen  länge 

AB~L  vernachlässigt  werden.  Es  ist  also  nach  Fig.  256  för 
x=L  ebenfalls  j^=sO  zu  setzen;  folglich  ist  O^sinA^X«,  oder: 

10)    kL  =  mTZ^ 

in  welcher  letzteren  Gleichung  der  Buchstabe  m  irgend  eine  gante 
Zahl  bedeutet.  Wenn  man  den  ans  dieser  Gleichung  fftr  die  Con- 
«itante  k  zu  entnehmenden  Werth  in  den  Gleiebungea  &)  und  9) 
substituirt,  so  erhält  naan  die  beiden  Gleichnngen: 

W)    ii=  j-^  ,       12;    y=./8in(^  ^ 

in  weleben  die  Theorie  des  vorli^nden  Flalles  enthalten  ist 
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Die  Gleichung  11)  giebt  an,  wie  gross  die  beiden  Kräfte  K 
sein  müssen,  um  bei  dem  willkürlich  angenommenen  Biei^nugs- 
zustande  den  Stab  im  Gleiclisrewichte  zu  halteu.  Sic  zeij^^t  zugieich, 
dass  diese  Kraftgrdsse  uiicihlringig  ist  von  der  Grösse  der  Durch- 
bit'l^ul];^^  Dieselbe  Kraftgrösse  würde  also  aiu  Ii  ausreichen,  um  den 
Stab  so  stark  zu  biegen,  dass  die  MaxiiuLibpannung  in  demselben 
die  Elasticit&tsgrenze  odir  gar  die  Festigkeitsgrenze  überschreitet. 
Die  Gleichung  11)  eutbält  daher  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die 
Grosse  der  zerknickenden  Kraft. 

Um  die  Bedeutung  der  Gonstanten  m  zu  erkennen ,  hat  man 
für  dieselbe  der  Reihe  nach  die  Zahlenwerthe  1,  2,  3,  4  ...  in 
den  obigen  beiden  Gleichungen  tu  snbetitniren  nnd  gelangt  dabei 
zu  den  folgenden  Resultaten : 

Für  «1  =  1  wird  K=—^^  nnd  y=/8in(-^^), 


II 


111=  2 


m  =  3 


m  =  4 


II 


K  


K= 


Fig.  259. 


1» 


n 


»1 


L 

.  .    /  2TZX  \ 

jf=/8in(-£  > 

y-/sin(^-^-;, 
,  .  /  Akx  \ 


Fig.  260.  welche  man  resp. 
m-4     dnreh  die  Fignreo 
I  257,258,259,260, 
4^    sich  Tenmschan- 
lichen  kann.  Die- 
selbes  xeigen,  dass 
—  abgesehen  m 
den  Qrenien,  wel* 
Ohe    dnrch  die 
OrOsse  des  Festig- 
keit«-GoefficieDten 
bedingt  sind — auf 
unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten 
der  gebogene  Stab 
durch  die  beiden 
Druckkräfte  K  im 
'  Gleichgewichtsio» 
P     Stande  gehalten 
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resp.  zerknickt  werden  kann,  und  jedem  dieser  verschiedenen 
Fälle  entspricht  ein  besonderer  Werth  der  Kraft  K.  Der  kleinste 
Werth  der  zerknickenden  Kraft  entspricht  dem  in  Fig.  257  dar- 
gestellten Falle.  Wenn  daher  nicht  besondere  günstige  UmgtAnde 
vorhanden  siod,  donsh  welche  der  Stab  veranlasst  wird,  bei  ein- 
tretender Biegung  eine  der  in  den  übrigen  Figuren  dargestellten 
Biegungsformen  anzunehmen  —  was  z.  B.  dann  der  Fall  sein 
würde,  wenn  einzelne  Punkte  der  elastischen  Linie  verhindert  werden, 
aus  der  t^eraden  Verbindungslinie  der  beiden  Endpunkte  seitwärts 
herauszutreten  -  so  wird  die  Grösse  der  zerknickenden  Kraft  zu  be- 
rechnen sein  aus  der  Gleichung: 

18)  K=^. 


§  67. 

Pritmatitofi«  Stange  mit  ehigematterlaii  Eaiea. 

Die  am  Schlüsse  des  vurigen  Paragraphen  gefundene  Gleichung 
zeigt,  dass  die  zerknickende  Kraft  dem  Quadrate  der  Länge  um- 
gekehrt proportional  ist.    Es  würde  also  z.  B.  für  eine 

Stange  von  der  L&nge       die  zerknickende  Kraft  die 

^rftcbe  Grosse  aonefameo.  Da  bei  der  sweifiacb  ge- 
bogenen Stange  (Fig.  258)  du  Biegongamoinent  in  der 
Kitte  der  Stange  gleich  Noll  iet,  ee  wQrde  man  an 
dieser  Stelle  die  Stange  dnrehecfaneiden  und  an  der 
Schnittstelle  «nn  Scbamier  einsobalten  können,  ohne 
dasB  die  SpaDsnngsznst&nde  der  Stange  dadurch  ge- 
flndert  werden.  Man  kann  daher  die  aweifteb  gebogene 
Stange  auch  betrachten  als  zueammeogesetzt  aus  iwoi 
durch  ein  Scharnier  verbundenen  einfach  gebogenen 
Stangen  und  demgemäss  die  zerknickende  Kraft  für 
dieselbe  ebeniaUs  naob  Qleiehnng  IS)  des  vorigen  Farfr- 

graphen  berechnen,  indem  man  darin      L  statt  L  setat 

(Fig.  261).    Ebenso  kann  man  die  dreifach  gebogene 
Stange  (Fig.  259)  als  aus  drei  einfach  gebogenen  Stangen  von  der 

Linge      L  zasammengeeetrt  betrachtan.  Bei  der  in  Fig.  262  dai^ 

geitaUtaD  dreiMi  gebogenen  Stange  von  der  Lftnge  l  hat  aiso  nach 
0]eiehnng  13)  des  vorigen  Ftoagraphen  die  lerkniekende  Kraft 
die  OrOese: 


K 
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TZ^ET 


Fig.  26t3- 


Da  der  Gleicbgewicbtszustand  dieser  Stange  keine  Störung  erleidet. 

wenn  die  untere  Hälfte  des  unteren  Drittels 
und  die  obere  Hälfte  des  oberen  Drittels 
in  feste  Wände  eingeschlossen  werden,  so 
gilt  die^^e  Gleii  hung  auch  für  den  in  Fig.  263 
dargestellten  Fall,  und  man  erhält,  indem 

man  Ir  L  statt  4-/  Betat,  für  diesen  Fall  die 


2 

Gleichttng: 


3 


2)   iC  = 


Diese  OleiehuDg  zeigt,  dass  bei  einer 
Stange,  an  deren  beiden  Enden  die  Tangen- 
tenrichtungen  der  eleetischen  Linie  dnrcb 
Er&ftepaare  nnverftudert  erhalten  werden  — 
wie  z.  B.  bei  einer  zwischen  feeten  WSoden 
einge][leminten  Sftnle,  deren  Bndplatten  an 
die  ebenen  Wandflftchen  sieb  anlegen  —  die 
zerknickende  Kraft  viermal  so  gross  ist 
als  fftr  eine  Stange  mit  freien  Enden. 
Jfär  die  in  Fig.  264  dargestellte  einfach  gebogene  Stange  von 
der  Lftnge  2  hat  die  zerknidcende  Kraft  die  Grösse  : 

Fig.  Mi.        Rg.  2«5,  3)    Ä-  -  -'^ 

Denkt  man  sich  die  untere  Hälfte  der- 
selben in  eine  feste  Wand  eingescblosseii, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  265  darge- 
stellten Falle  und  erhält,  indem  man  2L 
statt  l  setzt,  fär  diesen  Fall  die  Gleiebong: 

-  1   TZ*  Ji% 

welche  zeigt,  dass  bei  der  nur  an  einem 
Ende  eingemauerten  Stange  die  zer- 
knickende Kraft  nur  den  vierten  Theil 
beträgt  von  derjenigen  Kraft,  welche  die 
an  beiden  Enden  freie  Stange  zerlmicken 
würde. 


K 


i 
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§  58. 

Stange  mit  veränderlichem  Querschnitte. 

Die  grö39te  in  einem  bestimmten  Querschnitte  der  |^ebo<]feneii 
Stange  stattfindonde  Druckspannung  kann  betrachtet  werden  ab 
ziisammenf^Tecietzt  aus  zwei  Thellen:  den  einen  Thoil  bildet  die 
gleichförmig  über  die  ^anze  Qnerschnittsfläche  vertheilte  Druck- 
spannung, welche  die  Druckkräfte  K  ohue  Vorbandenseio  einer 
Biegung  hervorgebracht  haben  wiinien-,  den  anderen  Theil  bildet 
die  dem  Biegungamomente  Ay  entsprechende  grösste  Üiegungs- 
spannung,  welche  an  der  concaven  Seite  ebenfalls  eine  Druck- 
spannung ist.  Diese  letztere  ist  (nach  §  2,  Gleichung  12)  zu  be- 
rechnen aus  der  Oleichung: 

1)  S^^.Kf, 

und  DAcb  der  in  Fig.  266  gewfthltoa  Beieichnungsweise  nimmt 

^  der   Stuge  den 

f  iWMk  an: 


"  •  *  *  Jm  AllgemelDfiii 

werden  (Ar  die  Span- 

nnng  5  in  den  Terschiedenen  QueiAchnitten  Teieobledene  Werthe 
sieh  eigeben.  Bs  soll  jedoch  hier  als  spedeller  IUI  eine  scdehe 
Teiflnderliehkeit  des  Qnersehnitts  Toiansgesefest  weiden,  bei  wel- 
cher die  Ortose  8  in  allen  Qnenchnitten  gleiche  Werihe  annimmi 
Bs  ist  also: 

3)  ^.K,=.^.K/ 

za  setzen,  nnd  wenn  man  in  dieeer  Glelchong  abkfirsongsweise  den 
Quotienten; 

4)  =  ^ 

seilt,  so  kann  man  derselben  nach  die  folgende  Form  geben: 
5) 

P&r  den  zweiten  Differenzialquotienteo  von  y,  nach  »  genommen, 
erb&it  man  hiernach  den  Ausdruck: 

IS* 


180  Viert«r  AMmiit  §58. 

Wenn  man  nunmehr  die  allgemeine  Differ«Dzialgleichung  der 
elastischen  Linie  (§  66,  Gleichung  4),  indem  man  darin  för  die 
GrOesen  %  und  y  resp.  die  aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  zo  ent- 
nebmendeii  Wertbe  snbstltuirti  auf  die  folgende  Form  bringt: 

7.   Kl_ 

BO  erhält  man  durch  OleichsetinDg  der  in  diesen  letzteren  beiden 

d^ff 

Gleichungen  für       gebundenen  Ausdrucke  die  Gleichung: 

*r« — IS 

Stauge  mit  recliteckigeu  Qoerschnitten  von  bherall  gleicher 

Höhe. 

Wenn  die  Grobb-^  "   als  halbe  Höhe  des  n  cLt^okigen  Quer- 

sebnitts  eine  von     unabhängige  Constante  ist,  so  kann  man  der 

% 

obigen  Gleichung,  indem  man  darin  fiOr  0  wiederam  den  Werth  — 
snbstitnirt«  die  folgende  Form  geben:  ^ 

Durch  iweimalige  Integrataon  derselben  gelangt  man  alsdann 
lu  der  Gleichung: 

^  =  --^-*  +  Gr  +  C„ 

in  welcher  die  beiden  Integrations-Oonstanten  C  und  Ci  auf  fol* 
gende  Weise  su  bestimmen  sind: 

Fflr  ;r  =  0  wird  S  =  0,  also  ist     —  0, 

Wenn  man  diese  Werthe  substituirt,  so  erhUt  man  für  %  die 
Gleichung: 

Für  die  IMitte  der  Stange  ist  u  L  und  ^  =  zu  setzen : 
also  ist: 

,-,  ^  _KL' 
'2)  *i=-8¥" 
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Das  Verhältniss  der  beiden  Trägheitsmoniente  X  und  X|  hat 
<ieiimftch  die  Qrdsse: 

Wenn  man  hierin  nach  der  in  Fig.  267  und  Fig.  2G8  gewählteu  Be- 

zeichnungsvreiäedie  Werthe: 

j*  L=2ly        x'—l — u 

I  substituirt,  so  nimmt  diese 
I  Gleiehang  die  folgende  ein- 
I       fächere  Form  an: 


Fig.  268. 


und  zeigt,  d^ss  das  Örund- 


ris3-Profil  der  Stange  durch  zwei  Parabeln  gebildet  wird  (Fig.  268), 
während  in  der  Aufriss- Ebene,  welche  der  Biegungs-Ebene  parallel 
vorausgesetzt  wird,  das  Profil  eine  rechteckige  Form  hat  (Fig.  267). 
Die  zerknickende  Kiatt  hat  bei  solcher  Form  der  Stange  nach  Glei- 
chung 12;  die  Grösse: 

16)  K-'-§^. 
Sttng«  mit  qiiftdrfttitohen  oder  kreUfttrinigen  Qaeraehnitten. 

Die  Trtghittonioineiite  älmliohar  QaenehniltBfigaraB  farhalton 
Ml  wid  die  vierten  Potenzen  der  QaenobnitUdinteaBioneB.  Ffir 
den  vorliegenden  FSall  isi  also: 

m  eetien,  worin  die  Orflesen  w  md  entweder  die  hnUien  Seiten- 
Ungen  der  qnidnilfehen  Qoersdinitte  oder  die  Halbmesser  der 
Qaefschnittskreise  bedeuten.  Die  Gldoliang  4)  nimmt  nach  8ab- 
stttatkm  des  ans  obiger  01eieliaDg  fSr  %  m  entnebmenden  Wertbee 
die  Form  an: 

mid  man  erbilt  ana  dersdben  (l&r  das  Differeniial  von  9  den  Ava- 
dmek: 

18)   dz  =  ^^'w'dw. 
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Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  8)  auf  beiden  Seiten  mit 
2  dz  multiplicirt  und  hieranf  för  die  Grösse  dz  den  obigen  Werth 
snltttituirt,  so  gelangt  man  zu  den  folgeodeo  Gleichungen: 

und  erhält  durch  Integration  der  letzteren,  indem  man  die  lote- 
gratioQSConataiite  mit  A  bezeichnet,  die  Gleichang: 


Die  Gleichsetzung  der  aus  den  beiden  Gleichmigen  18)  und  21)  f&r 
dg  wa  «DtDebmendeD  AnedrQeke  fOhrt  aledaon  an  der  Oleidiang: 

welcher  man  auch  die  folgende  einfiicbere  Form  geben  kann: 
23)   «r  =  , 

indem  man  statt  der  Constauten  A  eine  neue  Constante  C  einführt 
und  gleichzeitig  abkürzungsweiae  die  constante  Grösse: 

setzt.  Wenn  man  endlich  die  Gleichung  23)  integrirt  und  lugleicb 
berücksichtigt,  daas  für  a;  =  0  auch  f»  =  0  sein  mnas,  so  erhält 
mau  die  Gleichung:    _ 

26)  icss  ^    1/   7^  arcsm  |»|/  ^  L 

%y Bf  ^       2B>rß      V  r  or 

in  welehsr  die  Constanten  auf  folgende  Welse  beatimmt  werden 
können.  Ffir  x^L  ist  ir  =  0  su  setcen,  und  die  Substitution 
dieser  Werths  Abrt  an  der  Gleiehung: 

26)   L  =  — 

\/c 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  den  Werth  *^  =  r  ^  subetitutirti 

80  üudet  man,  dass  demselben  der  Werth  x  =  entspricht, 

und  da  fBr  die  Mitte  der  Stange  tr  =  t^i  Ist,  so  folgt  hieraus  die 
Gleichung: 
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aas  weleher  man  mit  Beouttang  des  aus  der  Torhergshenden  fftr 
C  zu  enttkehmenden  Ausdracks  fftr  B  den  Werth  erhftU: 

28)  B^-^jS.. 

Wenn  man  diese  Wertbe  in  Oleiehuog  25)  snbstitiiirt,  so  nimmt 
dieselbe  die  folgende  Form  ao: 

29)  I  m  Bin  -'"'  !• 

nnd  kann  in  dieser  Form  iwr  Construction  des  Lfingenprofiln  der 
Stdiii^'H  benutzt  werden,  insofern  zu  jedem  willkürlich  angenoui- 
Dienen  VVertiie  von  w  der  zugehörige  Werth  von  x  aus  derselben 
berechnet  werden  kann.  Durch  Gleichsetzuug  der  in  den  Glei- 
chungen 24)  und  28)  für  die  Constante  B  frefundenen  beiden  Aus- 
drücke findet  man  endlich,  dass  die  zerkiiicküude  Kraft  für  eine 
80  geformte  Stange  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 

«,)  K^\{^^. 

ni<>  im  Anfang'^  Hiosps  Paragraphen  wiUkrtrlich  angenommene  IJedinj^mg 
nach  welcher  die  grö8i>te  iiiegungsspaiinung  S  in  alten  Qacrschnittcn  der  ge* 
liogeDMi  Stang«  dieselbe  Grösse  haben  aoUte,  ftthite  xn  dem  BesultBte,  dan 
die  Qnenebnittsfliebe  der  Stenge  naeh  den  beiden  Enden  bin  bia  anf  die  OiSne 
Knll  abnehmen  mass,  was  zur  Folge  haben  würde,  dass  die  ausser  jenen  Bie* 
gnngsspannnngea  noch  rorhandene  gleichförmig  über  die  Qaerachnitt^Siohe  ver- 

theilte  Dmekipannnng:  r^-  an  den  beiden  Enden  der  Stange  einen  nnendlieb 

grossen  Werth  annehmen  wflrde.   In  Wirklichkeit  wird  man  etatt  dessen  die 

Qaexaehnittefliche  höcbsfeena  bia  anf  die  def  piactiich  inlfinigen  0rackapan- 

y 

nnng  |a  entapiediettde  OrSne       —  abnehmen  laaaen  dürfen,  nnd  aneh  in 

diesoni  Falle  würde  die  Gültigkeit  der  obigen  Gleichungen  aaaaerdern  nuch  an 
die  Bedingun„'  -  knüpft  sein:  dasn  die  Länge  der  Stange  sehr  gross  ist  im  Ver- 
bältn?«??  zu  ihr»  r  Picke,  nnd  in  Fulfre  de««scn  die  <lr5«!se  F  befrä^htlich  kleiner 
ausfällt  als  der  Querschnitt  h\  in  der  Mitte  der  Stange.  Ks  ist  daher  —  was 
practiidM  Anwendnngen  betriilt  —  den  in  diesem  Fkragraphcn  gefundenen  Re- 
sultaten nur  ein  verhältnisämisaig  geringer  Werth  beizamessen,  und  beacbrinkt 
»ich  derKelbe  im  Wesentlich-n  anf  da>i  Hrgebniss:  dass  unt-r  obi(?en  Vorans- 
setzungen  für  die  zerknickend.'  Kruft  bti  der  nach  Gleicliung'  M)  construirteu 
Stange  etwa  ein  Fünftel,  und  bei  der  nach  Gleichung  29j  construirten  Stange 
etwa  ein  Vievtel  weniger  in  Seehnnng  xn  bringen  sein  wQrde,  all  bei  einer 
priamatiaehen  Stange  Tem  Qnenehnitte  Fx* 


Digitized  by  Google 


184 


Vierter  Abeehiiitt.  §  59. 


§  59. 


Nach  §  56  (Gleichung  13)  ist  die  s^nickendd  Xi&ft  propor«- 
tiooftl  dem  Trägheitsmomente  der  QaerscbnittsflScfae,  besogea  auf 
denjenigen  ihrer  Schwerpnokta^DarcbmesBer,  mit  welchem  die  recht* 
winkelig  zur  Biegungsebene  stehende  neutrale  Achse  snsammen- 
ftUt  Um  also  für  dne  prismatische  Stange  den  kleinsten  Werth 
4er  lerkniokenden  Kraft  tu  bereeboen,  hat  man  suTor  diejenige 
Lage  der  Biegungsebene  reep.  der  neutnlen  Achse  anfzosnchen,  für 
welche  das  Trägheitsmoment  %  seinen  kleinsten  Werth  annimmt 

ÜTach  §  101  der  „analytischen  Mechanik*'  ist  das  Tiflghdts- 
moment  der  QuerschnittsflAche  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Sehwerponkts-Dorchmesser  derselben  zu  berechnen  ans  der  0lei* 
drang: 

1}   X  =  ^cosa*-f  ^sina*, 
in  welcher  A  und  B  die  Hauptträgheitsmomente  bedeuten,  d.  h. 
die  TrSgbeitsmomente  in  Besug  auf  die  beiden  in  die  Queisehnitts- 

ebene  fiülenden  Hauptachsen 
8X  und  ST  (Hg.  268).  Für 
a^O  wird  5C  =  ^,  fOr  a^SO^ 
wird  S  =  und  die  gra- 
phische Darstellung  des  Oe* 
seties,  nach  welchem  die  Grosse 
1 


—  =  SL  mit  dem  Winkel  a 


sich  ändert,  bildet  eino  Ellipse 
(aoaljtiBcbe  Mechanik,  §  102). 
Hieraus  folgt,  dass  das  kleinere  von  den  beiden  Hauptträgheits- 
momenten zugleich  den  kleinsten  Werth  bildet,  weichen  das  Träg- 
heitsmoment %  überhaupt  annehmen  kann. 

Wenn  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich  sind 
—  wie  z.  B.  bei  quadratischem  oder  kreisförmigem  Querschnitte  — 
80  haben  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  verschiedenen 
Schwerpunkts  -  Durchmesser  sämmtlicb  dieselbe  Grösse,  und  die 
TrSgheits-Ellipse  geht  für  diesen  Fall  in  einen  Kreis  über.  Die  bei- 
den Hauptträgbeitsmomente  des  rechteckigen  Qaerschnitts  (Fig.  8) 
liaben  die  Werthe: 


u4  = 


bh' 
12 


12 
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und  68  wird  —  je  nachdem  entweder  h  ^>  h  oder  6  <C  Ä  ist --  ini 
errterea  Falle  A,  im  leUteren  Falle  B  den  kleinsten  aller  Wertbe 

von  %  bildnn. 

Der  in  Fi?.  270  dargesUUte 
Fall  des  syiniuet rischen  kreuz- 
förmigeu  Querschnitts  ist  wie- 
dernm  ein  Fall,  bei  welchem 
die  beiden  Haiiptträgheitsmo- 
mente  einander  gleich  sind. 
Die  Trägheitsmomente  haben 
daher  für  alle  in  der  Quer- 
schnitts-Ebene liegende  Schwer- 
punkts -  Achsen  die  gemein- 
schaftliche Grösse: 

&♦ 

12' 


bH*  Hb* 
^^W^  12 


—  — ,  oder: 


Wenn  das  VerhftllniM 


sehr  klein  iet,  so  kann  man  etaU 


3) 


deflien  anofthornd  auch  setzen: 

hFP 
12  * 

Der  in  Fig.  271  daigestellte  Winkeleisen- Querschnitt  kann 
unter  dieser  VoraoeeetKang  als  die  eine  Hälfte  jenes  Kreuzes  be- 
trachtet werden;  folglich  hat 
das  Trägheitsmoment  des- 

^,.?!|.   selben  in  Bezug  auf  jede 

durch  den  Punkt  0  gelegte 
Achse  (z.  B.  OX'  oder  OY) 
die  Grösse: 

4)  i„  =  Ml=»*i. 

Der  Flächeninhalt  des  Quer» 
Schnitts  hat  die  Grösse  F« 
l,H=  2bh;  man  kann  daher 
aneh  eetien: 
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Um  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  der  Achse  OX' 
parallele  Schwerpunkts- Achse  SX  (als  eine  von  den  beiden  Hanpt* 
Achsen  des  Schwerpunktes)  zu  erhalten,  hat  man  (nach  §  103  der 
„analytischeo  Mechanik'')  von  obigem  Werthe  das  Prodnct  am 
der  FUche  in  das  Quadrat  des  Abstandes  der  beiden  Adraen  an 
SQbtrabiren;  alto  iet: 

6)   Fi^^^)^^^^ 

Die  Achse  SY  ist  die  andere  Hauptachse  des  Schwerpunktes;  folg- 
lich hat  das  andere  Haupiträgheiismoment  den  Yxermai  so  grossen 
Werth: 

7) 

Die  Biegun^ebene  des  kleinsten  Widerstandes  fällt  also  mit 
der  HalbiruDgsebene  des  rechten  Winkels  zusammen;  die  recht- 
winkelig zu  derselben  siebende  Acbse  SX  bildet  die  nputrale  Achse, 

und  um  die  kleinste 
Mg.  372.  Fig.».  zerknickende  Kraft 

zu  berechnen ,  hat 
mau  in  Gleichung  1 3) 
des  §  66  für  das 
Trägheitsmoment  % 
den  in  Gleichung  6) 
angegebenen  Werth 
zu  substituiren. 

Da  bei  dem  kreuzförmigen  Querschnitte  die  Grösse  %  unab- 
hängig ist  von  der  Lage  der  neutralen  Acbse,  so  ergeben  sich  (nach 
§  2,  Gleichung  12)  für  die  dem  Biegungsmomente  3J{  entsprechen- 
den Biegungsspan  nnngen 
bei  den  in  Fig.  272  und 
Fig.  273  dargestellten 
Lagen  des  Querschnitts 
resp.  die  Werthe: 

8)  flf=».~, 


Fig.  «4. 

Fig.  m. 

 1  

• 

«- 

 i...... 

» 
• 

_  .1 

9)   5'^  10' 


% 

m 


und  da  w' ^  y  -J  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  der  Iklken  xm 
kreuzförmigem  Querschnitt  bei  der  in  Fig.  272  dargestellten  Lage 
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eine  TtagfUiigkeit  besittt^  welche  V?*iDftl  so  gross  ist  als  bei  der 
in  Fig.  §73  dargeetellteii  Lage. 

Auf  gleiche  Weise  ftbenengt  man  sich,  dass  der  Balken  von 
quadratischem  Querschnitt  bei  verticaler  und  horizontaler  Lage  der 
Qpadratseiten  (Elg.  fS74)  V^-mal  soviel  Belastang  tiagen  kann 
als  bei  der  um  46  (}iad  geneigten  Loge  (Fig.  ^5). 


§  60. 

Bereclmmii  der  grStelen  Oincfctpannang  in  der  gebogenen  Stange. 

Wenn  rnan  sich  in  Fig.  256  durch  die  Mitte  der  von  den  bei- 
den DriK'kkräften  K  im  frehoLreiien  Zustande  celialtenen  Stange 
rechtwinkelig  zur  Achse  dersi  lben  eine  Scbnitttiäche  gelegt  denkt, 
80  erkennt  man,  dass,  um  den  Gleichgewichtszustand  der  einen 

Stangenhulfte  wieder  her- 
Fig,  276.  zustellen,  an  der  Schnitt- 

fläche die  zwei  Kriilte- 
Systeme  würden  ange- 
bracht werden  müssen, 
welche  in  Fig.  276  und 
Fi^'.  '^77  getrennt  ange- 
geben sind.  Das  eine 
besteht  in  den  gleich* 
förmig  aber  die  ganse 
QaerschnittsflftdieFTer- 
tbeilten  DmdrspanmiD- 
gen,  deren  jede  pro 
FMeheneiDbeit  die  GrOsse 
hat: 

Das  andere  wird  durch 
die  dem  Biegungsmo- 
meate  Kf  entsprechen- 
den Biegnngsspannungen 
gebildet;  diese  letstsrea 
sind  ungleichförmig  Über 
die  QQerscbnittsflftehe 
▼ertheilt,  bilden  an  der  coneaTon  Seite  ebenlhlls  Dnickspannmigen, 
und  die  grOsste  derselben  hat  pro  Flächeneinheit  die  GrOsse: 


I 

i 


tt — — 




^  

w 
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2)  ii,  =  ^-K/. 

Für  das  Verh  iltni  s  dieser  zwei  Druckspannungen  ergiebt  sich  aus 
den  obigen  beiden  Gleichungen  der  Werth; 

Die  grösste  in  dem  Querschnitte  überhaupt  amtrßLende  Druck- 
spannung pro  Flächeneinheit  setzt  sich  aus  den  beiden  Theiien 
und  iS|  zusammen,  hat  also  die  Gr^se: 
4)  S=S^-^S^. 

Wenn  /  =  0  wäre,  so  würde  auch  6',  =0  sein,  d.  h.  wenn 
die  Stange  gerade  geblieben  wäre,  so  wurde  die  grösste  Druck- 
Fp^nnung  gleich  sein.  Durch  das  Hinzutreten  der  Biegung 
wird  die  grösste  Druckspannung  von  »S,  bis  auf  die  Grösse  S  ver- 
grössert;  das  Yerhältniss  dieser  Yergrögserung  hat  denmach  die 
Grösse; 

und  wenn  man  hierin  für  den  Quotienten  -— -  den  in  Gleichung  3) 

gefundenen  Werth  substituirt,  so  erhält  man  für  dasselbe  die 
GleicbuDg; 

6)  -=1  +  ^- 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man  für  jede  gegebene  Grosse 
des  Biegungspfeiles  /  den  zugehörigen  Werth  der  Verhältnisszahl  n 
berechnen,  worauf  dann  die  grösste  Druckspuiniing  selbst  berechnet 
werden  kann  aas  der  Gleichung: 

7)  6'  =  n.S,=»|. 


i  61. 

Coefficient  des  WIdtrttandet  gegen  Zerfcnteken. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  «gefundene  Glei- 
chung wurde  man  —  wenn  der  für  die  Verbältnissiwlil  n  anzu- 
nehmende Werth  bereits  bekannt  w;ire  —  auch  zur  Hi  rechnung 
der  erforderliehen  Querschnittsgrosse  F  benutzen  können.  Zu 
diesem  Zwecke  würde  man  für  die  grösste  Druckspannung  S  die 
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Qr^se  der  pnctisch  zulässigen  Druckspaoatiiig  einznsetzeD  und 
die  Gleicbnng  för  jP  aufoulteen  haben;  man  erbftlt  dann  die 
GleichQDg: 

1)  F=  ^ 


Dieso  Gleichung  zeigt,  dass  das  Hinzutreten  der  Biegungs- 
Spannungen  genau  denselben  Einflnss  bat,  wekhen  bei  der  gerad- 
linig bleibf^nden  Stande  eine  Verminderung  der  practiMh  zulässigen 
Druckspaiui iini^'  bis  uiif  df*n  ^j-teii  Theil  ihrer  Grna>e  iiabtMi  würde. 
Man  kann  daher  die  Bestimmung  der  erforderliclien  (^uerschmtts- 
grösse  für  eine  in  ihrer  Lfingenrichtuncr  gedruckte  lange  dünne 
Stange  auch  in  der  Weise  austubren,  dass  man  —  die  Möglich- 
keit einer  Biegung  ferner  ganz  unberücksichtigt  lassend  statt 
der  wirklichen  practiscb  zulässigen  S{»aQQUng  nur  den  n-ten  Theil 
derselben  in  Hecbnung  bringt. 

Da  bei  einer  mathematisch  genau  geradlinigen  Stange,  anf 
welche  lediglich  Druckkräfte  in  ihrer  Acbsenrichtung  wirken,  keine 
Veranlassung  zum  Abweichen  von  der  geradlinigen  Form  vorliegt, 
80  kann  die  Zahl  ,,n"  als  eine  Art  von  Siclierbeiliicoefficient  auf- 
gefas-t  und  als  solcher  der  ,,CoelTicient  des  Widerstandes  gegen 
Zerknicken"  genannt  werden.  Wie  die  Wahl  der  practisch  zulässigen 
Spannung  innerhalb  gewisser  durch  die  Festigkeits- Eigenschaften 
des  Materials  bedingter  Grenzen  mehr  oder  weniger  der  Willkfir 
des  GoDstrnirenden  öberlassen  bleiben  muss:  so  kann  ancb  hinsieht- 
ücb  der  Walil  des  Ooeffleieiiteii  „«^  diio  tatianite  allgemein  gül- 
tige Regel  oiebt  TOigeschriebeD  werden.  Man  wird  fflr  denselben 
im  Allgemeinen  einen  nm  so  grosseren  Werth  in  Beehnung  an 
bringen  linben,  je  grösser  die  Länge  der  Stange  im  YerbUtniss  sn 
ihren  Qnmohnitftsdiniensionen  ist,  and  in  swelfelhaften  FUlen  wird 
es  sich  empfehlen,  lieber  einen  za  grossen  als  einen  lu  kleinen 
Werth  für  denselben  tu  wfthlen. 

Ans  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  erkennt  man,  dass 
die  Zahl  n  Ton  der  GrOsse  des  angenommenen  Biegungspfeiles 
ahbftagt  und  mit  letaterem  snnimmt  Es  kann  daher  der  oben 
gestellten  Forderung  auch  durch  passende  Wahl  der  GrOese  / 
GenGge  geleistet  werden.  Ffir  diesen  Biegnogspfeil  Iftsst  sich  auf 
folgende  Weise  ein  oberer  Grenzwerth  auffinden,  in  Bezug  anf 
welchen  man  behaupten  darf:  dass  bei  genUgender  Stftrke  der 
ttange  in  Wirklichkeit  niemals  eine  Durchbiegung  entstehen  wird. 
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bei  welcher  der  Hebelarm  der  Kraft  K  jenen  Grenzwerth  enttichea 
kannte. 

Denkt  man  sieb  auf  die  in  Fig.  278  angedeatete  Weise  dnreh 
die  beiden  zerknickenden  Krftfte  —  welche  nach  §  56  bei  jeder 

0rO98e  des  Biegungs* 
Flg.  m  pfeilee  die  gebogene 

Stange  im  Gleichge- 
wichte sa  halten  im 
^  ^      Stonde  find  —  die 

Stange  In  einen  sol- 
chen Biegungszustand  versetzt,  bei  welchem  alleia  die  Biegnngs« 
s|Nmnung  sehen  die  Elasticititsgrenze  eneidit,  so  erkennt  man, 
dass  der  aus  dieser  Annahme  fSr  die  QrOsse  /  hervorgehende  Werth 
jedenftlls  grosser  sein  wird,  als  bei  der  mit  genügendem  Sicherheite" 
grade  oonstruirten  Stange  derselbe  in  Wirklichkeit  jemals  weiden 
dürfte,  da  in  letzterem  Falle  die  wirkliebe  Maiimalspannung  wegen 
Hinzukommens  der  gleichförmig  über  die  Qaerscfanittsilftche  ver- 
theilten  DruckspaDnung  die  Elasticitätsgrenze  sehen  flberschreiten 
wflrde.  Den  gesuchten  Werth  von  /  kann  man  demnach  berechnen 
aus  der  Biegungsgleichung: 

indem  man  darin  für  ii  die  Druckspaunung  an  der  Eiaaticitätsgrenze 
setzt.    Das  Verhältaiss: 

3)  f=.» 

bedeutet  alsdann  das  der  Elasticitätsgrenze  entsprechende  Verkfli^ 
sungsverbältniss,  und  dem  aus  der  obigen  Gleichung  für  die  QrAsse  / 
lu  entnehmenden  Ausdrucke  kAun  man  hiemach  die  folgende  Form 
geben: 

Nach  Substitution  deeselben  erhftlt  man  ftr  den  Coeffidenten  n  aus 
Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  den  Werth: 


6)   «=1  + 


Da  die  Wahl  des  atizunehmenden  niecftitigapfeiles  immer  als  eine  mehr 
oder  weniger  willkürliche  anzusehen  ist,  so  darf  man  für  die  Ordne  /  ohne 
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Bedenkea  statt  des  oben  angenommenen  auch  einen  anderen  noch  etwas 
gitaMPsn  Werth  wählen,  zu  welchem  mau  anf  folgendem  Wege  gelangt. 
Wenn  nnn  tteh  dk  Stange  ta  allen  Stellen  gleieli  itark  gekrOmmt  denkt 

~  in  wekhem  Falle  nlao  die  ein- 


Fig.  m 


«tische  Linie  ein  Kreisbogen  wird  — 
nnd  zufjleich  wiffh'nim  eine  solche 
Krümmung  voraussetzt,  bei  welcher 
die  grOvte  Biegnngsspannung  die 
Elastieititsgrenie  erreicht,  ee  wird 
der  entsprechende  Krümmongshalb» 
messer  der  elastifc^f'Ti  Tinif  nnrh 
Fig,  279  zu  berechnen  «ein  aus  der 
Gleichung: 

•  ■ 

und  für  die  PfeilhShe  des  Kreis- 
bogens erhält  man  nach  Fip  280, 

indem  man  den  Unterschied  zwischen  der  Sebneolänge  and  der  Bogenlänge 

TenMhliirift,  die  Oleiebuug: 

7)  (li)'=ap/-/>, 

m«  welcher  man  nach  Unterdrückting  dea 

als  vcrliältnissmfißsiß^  sehr  klein  zu  be- 
trachtenden (iliede»  mit  Benutzung  des 
oben  fQr  p  gefundenen  Ausdrocks,  den 
Werth  berechnet; 

Nach  Substitotion  desselben  erhilt  man 
aas  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragrapbin 
fOr  den  Coefficienten  n  den  Ansdruck: 

9)  «=1+-^, 

welefaer  wn  dem  oben  in  Oleiehnng  ft)  gefimdenen  Audmeke  nnr  dadnteb 

sich  nnterscheidet,  daas  der  Nenner  des  iweiten  Gliedes  »tatt  dee  nmoenaohen 
Factors  h«*"  den  Factor  „S*"  enthilt. 


Fig.  280. 


* 


§  62. 

der  erforderlichen  Ouerschnitls-Olmenilonen  für 
Ülngenriehtiing  gedrückte  prismatische  Stange. 

Bei  den  Anwaadungen  der  im  vof^en  FftngnphflD  gefundenen 
Gleichongtti  kann  man  —  je  nach  der  gewählten  Form  des  Quer- 
eehnitta  —  drei  Tenchiedene  Gruppen  von  F&Uen  untersoheiden. 
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Vierter  Abwthnitt.  §  62. 


Als  Repräsentant  der  ersten  Gruppe  kaun  der  quadratische 
Querschnitt  gelten,  bei  welchem  es  sich  nur  um  die  Bestimmung 
einer  unbekannten  Grösse  bandelt,  und  diese  Bestimuiung  direct 
ausgeführt  werden  kann.  Wenn  mit  H  die  Seitenlänge  des  Qua- 
drates bezeichnet  wird,  so  ist: 

ZU  setzen,  und  aus  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt 
sich  für  den  Co6fficieuten  n  der  Werth: 

1)  «  =  i  +  -2i/^- 

Nach  Substitution  dieser  Wertbe  nimmt  die  Gleichung  1)  des 
vorigen  Fkiragniphen  die  Form  an: 

und  man  erhilt  durch  Auflösung  derselben  tax  die  gesuchte  Gr^Dsae 
H  den  Werth: 


2S 


Für  SchmiedeiMD  wQide  5=  6  KU.  und  ^^^a^/SC  >Q  HtMn  Min. 

Wenn  «an  lener  i;= 2000»^  lOOOO  Eil  lettt,  w  «rhilt  mnn  ans 

obiger  (Tieichunß-  fQr  die  Seitenlinge  des  qnadratlicben  QuanebDitte  den 
Werth  Ä=6on.«..8. 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  bei  der  Berechnung  des  kreis- 
förmigen Querschnitte  zu  verfahren  haben.  Wenn  mit  D  der 
Durchmesser  desselben  bezeichnet  wird,  so  ist: 

m  setzen,  und  man  erhftlt  die  den  Gleichungen  1),  2),  8)  analog 
gebildeten  Gleichungen: 

Wenn  mnn  wiederam  5= 6  KIU  «  =  g^^.  i=«IOO«^.  JTsslOOOO  Xil 
setzt.  30  erbalt  man  fftr  die  erforderliehe  Dicke  der  Stange  den  Werth 
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Als  Beparlniituit  der  sweiten  Gruppe  von  lUlen  kson  die 
in  Fig.  281  dargestellte  QaerBdiDltteform  gelten,  bei  welcher  es 
Fi   281  BestmuDUDg  TOD  zwei  unbe- 

^'  Honten  Grossen  handelt,  and  diese  Beetim* 

mnng  auf  indirectem  Wege  auszuführen  ist 
Man  erkennt  sogleich,  dass  in  diesem  Falle 
eine  von  den  beiden  Querschnitts- Dimensio- 
nen //,  Ä  Willkärlich  gewählt  werden  darf, 
und  dass  alsdann  für  die  andere  stets  ein 
Werth  sich  nachweisen  Iftsst,  welcher  den  vor- 
geschriebenen Bedingungen  Oenäge  leistet 
8o  s.  B.  würde  man  willkürlich  h  =  0  setzen  dürfen  und  würde 
alsdann  fär  H  wieder  den  in  Gleichung  3)  gefundenen  Werth  er^ 
halten. 

Man  kann  statt  dessen  aber  auch  für  den  Sicherheitsroefßcienten 
„n"  einen  passend  scheinenden  Werth  willkürlich  annehmen  und 
nachher  die  beiden  Querschnitts- Dimensionen  so  bestimmen,  dass 
jener  für  „n^'  angenommene  Werth  als  der  richtige  sich  erweist. 
Nach  Fig.  281  ist  für  den  vorliegenden  Fall: 

ta  setun,  und  die  Gleichung  9)  des  ferigen  Fluignphen  nimmt 
nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Form  an: 

Mit  Zuziehung  der  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen  erhAlt 
man  hiemach  die  beiden  Gleichungen: 

9)   if«-A«  =  ^, 

aus  denen  ftr  die  beiden  UBbdnaBten  GrOesen  die  folgenden  Wertlio 
iAfäi  eigebeD* 

nK 

Ys  » 


10)  + 

11)  h^\/~^^t^"'  nK 


28 

Blftttr,  bfniteai^lbdMnlk.  3.  Aofl.  18 
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Vierter  AbMbnitt.  §62. 


Fig.  282. 


Wenn  man  z.  B.  willkürlich  »  =  1,5  setzt  und  im  Uebrigen  dift  in  den 
TorigMi  ZahlenlMiipielflB  MgenMiMMBeii  Warth«  beibehitt,*  m  fiadtt  am  ab 

Quitehaitto-DiiiMiitioneii : 

Auf  dieselbe  Weise  wfiide  auch  der  Isll 
des  riogförmigen  Qaerschnitts  (Fig.  282) 
so  behandeln  sein,  ffir  welchen: 

F=-|-(l>«-rf«). 

zu  setzen  ist^  und  die  den  Gleichungen  7) . . .  11)  analog  gebildeten 
QleidiUDgen  sich  ergeben: 

12)   ft  =  1  -f 


13)   i>«4-d«  = 


25  L» 


U) 

lö) 


n— 1 


i)=)/35L 

'    n —  1 


2nK 


16)  d 


-1/ 

n—  l 


2Mi: 


x5 


Mit  Boibohaltung  d-  r  oben  angenommenen  Zahlenworthe  wUrde  man  hi6r- 
aach  für  den  ringförmigen  Querschnitt  die  Werths  erhalten: 

Für  den  in  Fig.  283  dargestellten  krenzftrmigen  Querschnitt, 
welcher  als  Heprftsentant  der  dritten  Gruppe  von  Fällen  zu  be* 
trachten  ist,  kann  man  den  für  die  Grössen  F  nnd  %  einsusetsen- 
den  Aasdrücken: 


17)  F=2W  — 6» 

18^  I-^^V*^' 

18)  I-  ^.^  -H 


6* 
12' 


indem  man  abkUrzongsweise  das  Verh&ltniss  ^ 


die  folgenden  Formen  geben: 
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19)  F=2a(l  —  yö), 

20)  I  =  ^'(l  +  D«-t»»). 

Wenn  man  diese  WertLe  io  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen 
snbstitiiirt  und  dieselhe  nachher  für  h  auflöst,  80  erhält  man  die 

Gleichungea: 

283.  ^,  .  \ 

21)  n=l+35-^(^^^^,), 


22)  Ä_-,  v„^t/M4.,._,. 

Pflr  den  Coefficienten  darf  man  wie  bei 
der  vorigen  Gruppe  von  Beispielen  einen 
passend  schemendun  Werth  willkürlich  aa- 
nebmen,  worauf  dann  auch  die  Grösse: 

23)  i^=»»-4" 

als  eine  gegebene  Grösse  betrachtet  werden  darf.  Mau  kann  als- 
dann aus  Gleichung  22),  indem  man  darin  vorlftufig  D  =  0  setzt, 
den  Annäherungswertb : 

und  aus  Gleichung  17),  indem  man  dieselbe  für  b  auflöst,  den 

sugehörigen  Werth:   

26)  6  =  A— V"/.«  — F 
berechnen,  womit  dann  zugleich  für  das  Yerhftltniss  t)  ein  An- 
D&herungswerth  gefunden  ist.  Mit  Benutzung  des  letstereo  findet 
man  nunmehr  atis  Gleichung  22)  den  genaueren  Werth  Ton  „A** 
»od  ata  Glflkhung  25)  den  genaueren  Wertb  w  h^*** 
*~  Mit  Belbeheltaiig  der  ia  dea  Tovigen  Betopiekn  aDgenonUMimi  ZaUia- 
wcrfha  findet  man  hei  Anwendung  dai  obigen  YerfslifMie  imiielist  die  An* 
nihiwagswerthe: 

9,& 


und  indem  mao  mit 


Benutzung  iles 


nunmehr  bekannten  Werthes  o  = 


13i 


=  0,0709  die  Rechoang  wiederhult,  ßndet  man  die  geoaneren  Werthe: 

Fftr  den  in  Fig.  871  daigestelltea  WinkaliisenqneiaohBitt  ist 
(naolk  §  69,  Gleiehung  6): 

26)   Z  = 


24 


IS* 
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Vierter  Aluehiiitt.  §  68. 


7A1  St! /.eil,  und  nach  Substitution  dirscs  AVerthes  findet  man,  dass  e 
Hüter  (Ion  in  §  5i)  gemachten  Vorausset/.un^en  die  oben  für  den 
kreuzförmigen  Querschnitt  gefundenen  Gleichungen  24),  25)  auch 
bei  der  Berechnung  des  Winkeleisenquerschnitts  angewendet  wer* 
den  dürfen. 

Wenn  z.  B.  die  L&nge  der  WinkeleisensUnge  2  Meter  beträg^t  und  die- 
selbe einen  in  der  Lingenriehtiing  wirkenden  Dmdc  von  10000  Ki).  anfni- 
nehmen  bat,  eo  wflide  mm  demaelben  die  Qnereebnitte-Dimeuieaen  h  » 184<"" 
hsssi'^Jb  (oder  «ncli:  Ii  =  181  ">»,Ö,  ftsslO'*^}  in  gel»en  haben, 

§  63. 

Anweniunsen  Ml  6ltlef>  md  Bleck  OrBckin« 

Aii8  der  in  vorsteheoden  Paragraphen  dotwichelten  Theorie 
d«B  Widoretaodes  gegen  Zerknieken  ergiebt  sieb,  da»  die  im  dritten 
Abschnitte  ansgefUirten  Rechnungen  —  inebeBondere  diejenigen, 
welche  die  Materialmenge  der  Gitter*  oder  Blecb-Waod  betreffen  — 
fiberall  noch  einer  Ooriection  bedfirfen,  insofern  bei  der  Quereebmtts* 
Berechnung  der  In  ihrer  LftngeDriehtang  gedrückten  Oitteretftbe 
statt  der  sonst  practisch  snlftssigen  Dmcksiiannang  „5**  stets  der 

kleinere  Werth  —    hätte  in  Rechnung  gebracht  werden  müssen. 
»•« 

Man  wird  deshalb  bei  allen  practiscfaen  Anwendungen  Jener  Be- 
rechnungsmethode  flir  den  in  §  39  mit  beseichneten  Ooeffidenten 
statt  des  dort  angegebenen  Warthes  einen  anderen  etwas  grosseren 
Werth  eininsetxen  haben,  dessen  Berecbnnng  anf  folgende  Weise 
ansgefflhrt  werden  kann. 

Man  kann  sich  —  wie  in  §  39  bereits  erklftrt  wnrde  —  die 
Blechwand  ans  einer  Gitterwand  entstanden  denken,  indem  man 
die  Ansabl  der  Gitterstftbe  bei  entsprechender  Yermlndernng  ihrer 
Abstftnde  alUnftblich  grosser  werdend  und  nachher  die  sämmtlichen 
Stäbe  zu  einer  massiTSn  Wand  zusammengeschweisst  sich  denlrt.  — - 
So  könnte  man  auch  umgekehrt  die  Blechwand  wiederum  in  eine 
Gitter  wand  verwandeln,  indem  man  die  Blech  wand  ihrer  Dicke  nach 
in  %wei  Tbeile  zerschneidet  und  jeden  dieser  beiden  Theile  durch 
Parallelschnitte  in  Streifen  zerlegt,  welche  dann  als  die  Stäbe  der 
Gitterwand  betrachtet  werden  können.  Diese  Zerlegung  würde  man 
auch  auf  die  in  Fig.  284  und  Fig.  285  angedeutete  Weise  aus- 
führen und  dabei  annehmen  können,  dass  die  ans  dem  mittleren 
Theile  geschnittenen  Parallel -Streifen  die  in  ihrer  Längenricbtung- 
gezogenen  Gitterstäbe  darstellen,  während  die  beiden  äusseren 
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Theiie  zusammengenommen  das  Material  zu  den  iu  ihrer  Längen- 
richtoDg  gedrückten  Gitterstäben  liefern.   Wenn  man  au^^serdem 

noch  üiiuimrat, 

Pir  284.  Fig.  286.  ^-gg^  ^^-^^^^ 

/  Streifen  -  Systeme 

einander  recht- 
winkelig durch- 
kreuzen, so  ist 
nach  der  in  den 
Pigaren  aage\f  en- 
deten Bezeieh- 
nungsweifle  der 
Qnenohnitt  eines 
der  gesogenen 
Streiftn  gleieh 
^ .  X  sin  a,  und  der  Querschnitt  des  sngehOrigen  gedrAckten 
SMfimpMies  gleich  .  X  oot  a  in  setMn.  Man  erhilt  also 
indem  man  wiederum  das  am  Sclilasse  des  §  39  erklärte  Verfiihria 
anwendet  —  rar  Bestimmung  der  OrOssen  ß|  nnd  die  beiden 
Oleielinngen: 


l) 
2) 


h 

—  •ßgXcosa=-j- 


ß,X8ina  =  -jp  C08a,  oder:      =  giTtga  ' 

sm  a,  oder:      =  — — • 


Für  die  ganze  erforderliche  Blecbst&rke  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 


3) 


ß==ß.+(j,  =  -^(^i--  +  nl««).| 


In  dieser  Gleichung  hat  man  fm  den  Wmkel  a,  welchen  die 
gezogenen  Streifen  mit  der  Horizontal^i  bilden,  denjenigen  Werth 
einzusetzen,  für  welchen  ß  ein  Mmimum  wird.  Man  findet  diesen 
Werth,  indem  man  den  Differenzialquotienten  der  eingeklammerten 
Function  von  a  gleich  Null  setzt,  aus  der  Gleichung: 

4)  0=—       o  +  oder:  tg«=~f 

'  sm       '  cos  a*  ^  ' 

nnd  erhtit,  indem*  man  danseLben  in  Gleiebung  3)  sobatttuirt,  fftr 
^  den  Werth: 

6)  ß=5^-2y^- 
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Vierter  Abtcknitt.  §  63. 


Wenn  die  BleefawaiHl  an  den  Bi^uDgVBpAiiiiiiiigen  nicfat  tbeil- 
sebmend  avnehlieselich  AbiclMennigBwideratinde  tu  leisten  hfttte^ 
Bo  wttide  (nadi  §  39)  die  erforderlielie  Stärke  denelben  m  bo- 
reebnen  sein  ans  der  Gleiebung: 

Für  das  in  §  39  mit  „Ä-'*  bezeichnete  Yerhältnies  der  beiden 
Grossen  ß  und  b  ergiebt  sieb  biernaob  der  Wertb: 

7)  k=^^  =  2Vi* 

[  Die  gedruckten  Streifenpaare  baben  die  L&nge  — und 

cos  OL 

da  die  beiden  Tbeile  eines  Paares  dnrch  das  swischonUsgends 
Material  dar  gesogenen  Streifen  mit  einander  verbunden  sind,  so 
darf  man  den  Coefficienten  „fi**  aaf  diesslbe  Weise  berecbnen  wie 
bei  einer  Stange,  deren  (juersobnitt  sin  Beebteek  von  der  BXh»  ß 
Ist  Hiemaeb  erbftlt  man  aus  der  ersten  Gleichnng  des  §  62,  in- 
dem man  darin  — ^ —  statt  L  und  &  statt  H  setzt,  für  den 
CoefAcienten  n  den  Wertb: 

8)  „=1+  »»*• 


2ß'cosa* 

1 

cosa^ 


Wenn  man  bieiin  ffir  die  Orösse  ^^^^  ^  den  aus  Oleiebang  4)  sn 

euluebmeodeu  Ausdruck: 


9)  — i--«l-|-tga«=14-  ^ 
^    cosa'        '  ^  n 

snbstitnizt,  so  nimmt  die  obige  Oleiebang  die  folgende  Form  an: 

und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  tt  den  Werth: 

Mittelst  der  Oleichimgen  6),  7),  11)  kann  man  nunmehr  die 
Qröääe  ß  auf  folgeode  Weise  bestimmen.  Man  berechnet  zunächst 
aus  Gleichung  6)  den  Werth  von  b  und  findet  dann  aus  Gleichung  1), 
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indem  man  darin  provisorisch  n  ---  1  s^^tzt.  ziiii;iclist  einen  Annühe- 
ruDgswerth  für  die  Grösse  fl.  Den  auf  suithe  Weise  getundeoen 
Ann&herungswerth  für  ß  anbstitnirt  man  iü  Gleichung  11)  und 
findet  daraus  einen  genaueren  Werth  für  n,  worauf  man  nuumehr 
den  genaueren  Werth  von  ß  aus  Gleichung  7)  berechnen  und,  wenn 
man  wiU,  die  Correction  wiederholen  kann. 


§  64. 

AbMtong  4Mr  pfacMwimi  Pisniitl  llr  üt  8l|rlM  i&r  eMinud. 

Da  es  sich  bei  der  obigen  Untersuchung  nur  um  die  Ablei- 
tung einer  Annäherungsformel  handelt,  so  darf  man  sich  —  um 
das  am  Schlüsse  des  vorif^en  Paraf^raphen  erklärte  etwas  umständ- 
liche Verfahren  zu  umgeben  --  die  Zerlegung  der  iilechwand  auch 
auf  die  in  Fig.  2^  und  Fig.  287  angedeutete  Weise  ausgeführt 

denken,  bei  welcher 

Fig.  m  Fig.  2t»i.  für  die  gedrück- 

ten Streifei!  eine 
V  e  r  t,  i  c  a  1  e  Lage 
angenommen  ist. 
Für  den  Querschnitt 
eines  der  gedrück- 
ten Streifenpaare 
ergiebt  sich  bei  die- 
ser Zerlegung  der 
Werth  ß.  .  A,  wäh- 
rend der  zugehörige 
gezogene  Streifen 

wie  beim  vorigen  Falle  den  Querschnitt  .  X  sin  a  hat.  Man  er- 
hält hiemach  die  den  Qleichungen  1),  2),  3)  des  vorigen  Para- 
graphen analog  gebildeten  Gleichungen: 

FX  V 

1)   SßiXirinas=  ,       ,  oder:   ^i  =  ~öi—'  -t 

'     ,  Ä  cos  a  iSA  810  a  cos  a 

^)  T  M=-^tg«,   oder:  ß,  =  — 


'«MB 


Sk 

3)  p  =  ß.  +  ß.  =  _^-{-g_J_  +  „,g«j.  od«r: 
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In  welcher  letzteren  wiederum  für  den  Winkel  a  derjeiüge  Werth 
«liiKusetzen  ist,  für  welchen  ß  ein  Minimuna  wird.  Man  findat 
diflBOD  Werth,  iDdem  mio  den  Dilforenzialqiiotieiiten  der  einge- 
kUmuDerfteii  FanetlMi  tob  a  gleich  Null  sefcrt,  am  to  GlMunig: 

ö)  0«—       ,  h  oder:  tga=  .  , 

'  sin  a*       Cosa'  y  {  „ 

und  nach  SubstitutiOQ  derselben  nimmt  die  obige  Gleichung  für  ß 
-die  Form  an: 

^ — ^-sh  

Mit  Benutzung  des  in  Gleicbuni:  6)  fm  b  angegebenen  Werthes 
erh&lt  man  nunmebr  für  das  Verbältniss  k  die  Gleichung: 

7)    jfc  =  |-«2 /TT»!.' 

Der  Coefflcient  n  ist  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Eua- 
gnphen  zu  berechnen,  und  da  die  gedrückten  Streifen  im  m« 
liegenden  FüLe  die  linge  k  haben,  so  ist  in  Gleichong  8)  des 

foilgen  Flsnunphen  h  statt  — also: 

"  '  cos  a 

an  setzen.  Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  7)  quadiiit  und 
ingleich  fiOr  n  den  obigen  Werth  substitoirt,  so  erhftlt  man  die 
Gleichung: 

und,  indem  man  dtoe  Gleichung  för  ß  anfitet,  findet  man  den 
Ausdruck: 

welchem  man  nüt  Benntznng  des  in  Gleichung  6)  des  vorigen 
Paragraphen  fOr  b  angegebenen  Werthes  anch  die, folgende  Fonn 
geben  kann: 

Mit  Hülfe  dieser  letzteren  Gleichung  Ifann  man  (iie  erforder- 
liche Stärke  der  H]^'  liwin  i  direct  aus  der  gegebeneu  verücalen 
Abscheerungskrafl  K  berechnen. 
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Wie  bei  einer  langen  dünnen  Stange,  weldie  in  ihrer  L&ngenrichtung 
gedrSekt  wird,  durch  di«  geringste  «inmal  Torbandeiie  Abwei^aiig  tot  det 

geradlinigen  Form  leicht  eine  nacbtheilige  Diircbbi«gimg  nnd  damit  die  Gefahr 
dea  ZerknicVens  herbeigeführt  werden  kann:  so  wird  bei  der  tliinii  Mi  Bli  i'b- 
wand  eines  Blechbalkens  eine  tjerinpe  Abweichung  von  der  ebenen  Form  zur 
Folge  haben  können,  dass  rechtwinkelig  zu  den  Bichtangen  der  gröasten  Dmck- 
ipamiiing«!!  Falten  in  denalben  deh  bilden,  wobei  dann  eine  dem  SSerknieben 
analoge  Formzerstöning  eintreten  kann.  Ans  diesem  Grunde  iet  ei  nothwendig, 
der  Blet'hwjind  eino  grössere  Stärke  sn  geben,  als  bei  vollkomTnen  ebener  Form 
derselben  erforderlicli  sein  wQrde,  und  wenn  auch  augegebeu  werden  musg, 
dasü  in  Betreff  des  zu  wählenden  Sicherbeitagrades  niemals  bestimmte  all- 
gemein gültige  Vondiriften  gegeben  weiden  können,  lo  darf  man  doeli  den 
eben  f&r  di«  Blechstärke  ß  gefundenen  Werth  als  eisen  solchen  betraebten, 
welcher  Tinter  gewdhnliehen  TerhSlteiMeo  jenem  Sieherbeitabedftrfnine  Genttge 
leisten  wird. 

§  65. 

CrmÜliln  des  ««rttalllnllMlen  HMeiimrlililntuM  llr  den  BliclibaNwn 

Mf  tUtl  tllllMI» 

WepD  4er  Balken  die  priBmatische  Form  erhalten  soll,  so 
bat  naii  die  PlaDSdienqiieracluiitte  naeti  dem  giOaeten  Keguogs- 
momente  und  die  StftrI»  der  Blecbwand  nadi  der  giOeeten  nxür 
ealeD  Abeebeeniogskraft  lu  berechnen.  Bei  gklehfllnnig  äber  die 
Lhige  dee  Balkens  Terthdlter  Belaetnvg  ist  das  Biegnngemoment 
in  der  Uiite  deieelben  am  grOesten  nnd  bat  daselbst  naeb  der-  in 
§  34  gewiblten  BeieiehmiDgsweise  die  Grosse:' 

1)  8»  =  ^. 

Es  ist  daher  (nach  §  34>  der  erfoideriicbe  FianscheoqaerschDitt  za 
berecboea  aus  der  Gleichung: 

2)  SFh=.J^,  oder:  g^f 

Die  Tertieale  Abseheernngskrafb  erreicht  an  den  beiden  Enden 
dee  Balkens  ihren  gfOssten  Werth  und  hat  daselbst  die  QrOsse: 

3)  r=pL 

Wenn  man  diesen  letiteren  Werth  in  Gleichung  11}  des  Torlges 
Fuagrapben  einsetst,  so  erhält  man  ftr  die  erforderliche  Blecb- 
stlrke  den  Werth: 

4)  ß«^^4/M-|/iT^^- 

Ans  den  beiden  Gleichungen  2)  und  4)  kann  man  nunmehr 
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die  irfonlerlicbe  Querschoittsfliche  des  Blechbalkens  berechneo, 
80l»ld  fÄr  das  Verbflltniss  der  lange  zur  Höhe  desselben  ein 
beetimmter  Werth  entweder  gegeben  ist  oder  wiUkfirlieh  uge- 
nommen  wird. 

Ffir  einen  tehmiedeisernen  Blechbalken  würde  man  S  =  B  KU.  und 

^  =  -2^-— ^    zu  setzen  haben.    Wenn  also  z.  B.  die  Länge  ilos  Balkens 

ö  Meter,  die  Total  bei  astunjir  25  000  Kil.  beträgt  und  das  Verhattniss  der  Höhe 
tvr  Lfinge  gleich  ein  Zehntel  angenommen  wird,  so  hat  man  die  Wfrtbe 
I  =  2Ö00»UB,  »asSOOm».  psüb  KiL  ZU  cnbetitoirtn.  Es  crgvben  öeh  th- 
dmnn  resp.  ans  den  Gleiehmigen  2)  und  4)  die  Wertbe: 

5  . 2500' 
2.6.500 


_2.5.i;5Uü  l/j  .  1/ j  .  £^OUU75  .  6« V5001  ^ 
6 . 500     y   '^-ry  g  j,,  2500«  * 


und  fiir  die  ganze  erforderliche  QaerfichuittsÜäcbe  ded  Blechbalkens  erhält 
mfto  hierMeb  den  Werth: 

8^+  ß/i  =  2  .  520ß  +  15.500asl7916a>»». 
Indem  man  ferner  den  der  Abacheemngttheorie  enteprechenden  (nach  $  68, 
Oleiehnn^  6)  ta  berechnenden)  Werth: 

pl  5.2500 

mit  dem  oben  fOr  ß  gefundenen  Wertbe  Tergleicht,  findet  man  fQr  den  in  $  88 
mit  k  beieiebneten  Quotienten  im  verliegenden  FeUe  den- Werth: 

*-T--  4,166..  - 

Ohne  Berücksichtigung  der  Theorie  des  Widerstandes  gegen 
Zerknicken  würde  man  bei  der  Berechnung  der  erforderlichen  Qner* 
Schnitts- Dimensionen,  indem  man  dieselbe  nach  den  Gleichungen 
des  §  34  ausführt,  stets  zu  dem  der  Erfahrung  widersprechenden 
Resultate  gelangen,  dass  bei  unendlich  grosser  Höhe  des  Balkens 
die  Materialmenge  ein  Minimum  wird.  Denn  die  nach  Gleichung  2) 
des  §  34  berechnete  verticale  Querschnittsfläche  der  Blechwand 
(bh)  ist  unabhängig-  von  der  gewählten  Höhe,  während  der  nach 
Gleichung  1)  des  ^34  berechnete  Fhinschenquerschnitt  mit  su- 
nehmender  üöbe  abnimmt. 

Wenn  man  dagegen  die  Querschnittsfläche  auf  die  ohpn  er- 
klärte Weise  nach  den  Gleichungen  2)  und  4j  berechnet,  so  tindet 
man  stets,  da?8  bei  einer  bestimmten  Grösse  des  Hohenverbfllt- 
nisses  der  Materialverbrauch  ein  Minimum  wird.  So  z.  B.  erhält 
man  für  den  oben  berechneten  lilecbbalken,  indem  man  die  Bech- 
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mmg  uiter  Annahme  verschiedenAr  anderer  Werthe  des  Höhen- 
TflrlAltiiiflMfl      wiediffaolt,  die  In  Dtdifolgeiider  Tabelle  inflam* 

mengesielltea  Zahlen  werthe: 


1 

fl 

l 

1 

1 

1 

1 

1 

21  = 

T 

T 

T 

T 

T 

4'»»,166... 

3,3ö  •  •  • 

2,9166... 

2,5 

2,0833... 

1,66... 

b  ~ 

3,6 

4,16 

4,5726 

5^168 

6,03 

7,4 

ß  = 

15"" 

13,86 

13.336 

12.92 

12.66 

12,33 

ßA  = 

76000«» 

8663 

9526 

10770 

12  560 

15416 

10 41 BD"" 

8333 

7292 

6260 

5208 

4166 

17  dieci"'" 

16  996 

16  818 

17020 

17  768 

19  582 

Diese  Tabelle  zeigt,  daes  bei  der  hier  aDgenommenen  GiOne 
der  Belastung  p  die  Qaersehnittsflftche  des  Balkens  —  Üftlglieh 
aseli  der  Ibterialferbiiiidi  —  eio  Mimmiim  wird,  wenn  die  B6bo 
dfl0  Balkens  «ngeflUir  gleleb  dem  siebentoa  Theile  der  Lfioge  ist 

Ans  den  Gleiehiifigeu  2)  und  3)  ergiebt  Bicb  ftr  das  YerUttt- 
ni«  der  beiden  Gitesen  V  und  F  der  Werth: 

UV    F  28h 

5)  -^  =— " 

Wenn  man  den  hieraus  für  V  zu  entnehmenden  Werth  in 
Gleichüug  11)  des  vorigeu  Päragraplien  sub^tituirt.  so  iiimmb  die- 
selbe die  Form  an:   

6)  ß=if  j/^TF^W 

irad  zeigt  in  dieser  Ema:  wie  man  die  erforderliche  Blechstärke 
andi  direet  ans  dem  gegebenen  Flansebenqneiscbniite  wdide  be- 
tedmen  kjtaiefi. 
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§  66. 

Bi«fpiiiigt>l^iiiiNnigM  Im  Iuwmno  BalkM. 

HiDsiohÜicli  der  uisprüngUdieii  Form  des  krammen  Balkens 
wird  voraiugeseiKt:  dass  die  Linie,  Dach  welcher  die  Achae  des- 
selhen  vor  dem  Eintretea  der  von  den  hiegenden  Kräften  hervor- 
gebrachten Formänderung  hereits  gekrfimmt  war,  eine  ebene  Garve 
bildete;  feiner:  dass  die  ErUmmaDgeebene  derselben  den  ftberall 
gleichen  Querschnitt  des  Balkens  in  swd  symmetrische  HUften 
zerl^t.  Ausserdem  wird  vorauagesetat:  dass  die  hegenden  Kräfte 
s&mmtlich  in  jener  Krfimmungsebene  wirken,  dass  dieselben  also 

nur  solche  Formänderungen 
herrorhringen  können ,  bei 
welchen  die  Aehsenlinie  des 
Balkens  eine  ebene  Cnrve 
bleibt. 

Um  die  Btegungs-Span- 
nungen  zu  bestimmen,  welche 
in  irgend  einem  Querschnitte 
des  an  einem  Ende  einge- 
mauerten krummen  Balkens 
durch  ein  am  freien  Ende 
desselben  wirkendes  Kräfte- 
paar vom  Momenie  SDi  her- 
vorgebracht vs  erden,  hat 
man  sich  an  der  betreüenden 
Stelle  des  iUdkens  rechtwin- 
kelig zur  Achseulinie  dessel- 
ben eine  Schnittfläche  hindurchgelegt  und  an  dem  abgeschnittenen 
Theile  BC  die  zur  Wiederherstellung  des  Ol^^iihtrewichtszustandes 
eri'orderiichen  Kräfte  hinzugefugt  zu  denken  ^h'ig.  'Zbb).   Diese  hiu- 


Fig.  m. 
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zuzufügenden  Kräfte  werden  jedeofalls  in  ihrer  Gesammiwirknng 
«D  Kiftftepaar  bilden  mfissen,  und  das  Moment  deaselbeii  muss 
dem  Momeota  des  am  freien  Ende  B  wirkenden  Eräftepaares  gleich 
und  entgegengaselKt  sein  (Fig.  289).  Das  gleiche  Resultat  würde 
sich  ergeben,  wenn  der  Schnitt  an  einer  beliebigen  anderen  Stelle 
durch  den  Balken  hindurcbgelegt  würde.  Denkt  man  sich  das 
zwischen  zwei  unendlich  nahe  bei  einander  liegenden  Querschnitts- 
flächen  befindliche  Stück  CD  ans  dem  Balken  herausgeschnitten, 
so  erkennt  man:  dass  dasselbe  auf  die  in  Fig.  290  angedeutetp 
Fig.  290.  Wei^e    durch    zwei  ent^^epfengesetzt 

drehende  Kräftepaare  im  Gleichge- 
wichte gehalten  wird. 

Die  von  den  beiden  Kräftepaarea 
an  diesem  Balkenstücke  hervorg^ebrachte 
Formänderung  wird  darin  bestekeu,  dass 
die  an  der  concaven  Seite  liegenden 
Fasemabschnitte  verlängert,  und  die 
an  der  convexen  Seite  liegenden  Fa- 
sernabschnitte verkürzt  werden.  Zwi- 
schen den  verlängerten  und  verkürzten 
Fasernschichten  muss  irgendwo  eine 
neutrale  Fasernschicht  liegen,  welche 
f  I  /    /  weder  verlängert  noch  verkürzt  wird. 

/  t  f  /  In  Betreff  der  eingetretenen  Forniände- 

/  ;  jif  rung,  welche  steLs  sehr  klein  voraus- 

/  /  //  gesetzt  wird,  darf  man  —  wie  früher 

i  -i^j  bei  dem  geraden  Balken  ebenfalls  ge- 

^  schehen  —  die  imnahme  machen:  dass 

diejenigen  Pankta  des  Balkens,  welche  vorher  in  einer  und  der» 
selben  Querschnittsebene  lagen,  auch  nach  eh^MeDem  Biegungs- 
snstande  noch  In  doer  und  dersdbon  Ebene  sosammen  gebliehen 
sind.  Es  darf  daher  die  mit  der  Biegung  ▼erhnndene  relatiTe 
Lageoverftnderung  der  einen  Bndflftehe  D  in  Besag  anf  die  andere 
Endfläche  C  aufgefasst  werden  als  eine  Drehnng  um  eine  recht- 
winkelig snr  Blegungsebene  stehende  Drehachse  D,  welche  in  der 
neutralen  Bssemschicht  liegt  und  deshalb  die  neutiale  Aidise  ge- 
nannt weiden  kann. 

Die  VerliBgerang  des  an  der  concaven  Seite  im  A^bstande  ii  von 
der  Kentralen  befindlichea  FMenmboehoitts  kann  (nach  Flg.  290) 
als  der  so  dem  Drchvngawinkel  d»  gehörig»  Krefsbogeo  vom  Halb- 
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messer  u  betrachtet  werden  \md  hat  die  Grösse  u.dG).  Dieser 
Fasernabscknitt  hatt^  ursprünglich  die  Länge  p .  r/9.  Wenn  also 
mit  .s-  die  Spannung  desselben  (pro  Flächeneinheit  des  Qnerschnitts) 
und  mit  E  der  Elasticitätsmodulus  bezeichnet  wird,  so  ist  nach 
dem  Elasticitätsgesetze  das  Verlängerungsverh&ltoiss  jenes  Fasern- 
filemeots  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
.  ^     s   M  .  dm 

Auf  gleiche  Weise  fiodet  man  für  das  Verlängerungsverhält- 
niss  des  am  stärksten  gespannten,  im  Abstände  tc  von  der  Neatralea 
befindiichen  Fasern-Elements  (oacb  Fig.  290)  den  Werth: 

Indem  man  die  erstere  Gleichung  durch  die  letztere  diTidirt, 
erhält  man  naninehr  för  das  Verhftltniss  der  beiden  SpannungeD 
die  Gleichung: 

Da  die  in  einem  bestimmten  Querschnitte  auftretenden  Spannnngi- 

^  wideretftnde  in 

b  ig.  292. 


Fig.  m. 


ihrer  Qesammtwir- 
kung  ein  Krftfte- 
paar  bilden,  so 
muss  ihre  alge- 
braische Summe 
f:\p\rh  Null  «ein. 
Wenn  also  mit  r/F 
die  Querschnitts- 
flflche  des  im  Ab- 
stände u  von  der 
Neutralen  befind- 
lich en  Fasern-Ele- 
meiitä  be^seiehnet 
wird,  so  ist: 


4)  js.dF^ 


0. 


Nach  Substitu- 
tion des  aus  Gleichung  3)  für  die  GrOese  9  so  entnehmenden  Wer^ 
thee  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 


Digitized  by  Google 


Bi^fongt-SpuDiiogMi  im  knunintii  Balken. 


207 


Sr 

und  wenn  man  iiierio  die  Grösse  —  als  gemeinscbaftlichen  Factor 

aller  unter  dem  iDtegrakeieheD  zn  einer  Snmme  vereinigten  Glie- 
der fOTtÜHt,  80  crbilt  man  die  Gldehnng: 


»0. 


Fig.  291  und  Fig.  292  ist  «  =  r -f-  —  ?  und  dF=z.d^ 
zu  setzen.  Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung  inch  die  fol- 
gende Form  geben: 

und  dieselbe  in  dieser  Form  benutzen,  jim  die  Lage  der  neutralen 
Achse  des  Querschnitts  zu  bestimmen. 

So  z.  B.  erhält  man  für  den  in  Fig.  293  dargestellten  trapez- 
förmigen Querschnitt,  dessen  zwei  nicht  parallele  Seiten  nach  dem 

KrAmmnngemittelpunkte  convergiren,  indem  man  9  =:  5  • setzt, 
die  Gleiehung: 

8)  f{}±J^)l^=0, 


welcher  man  nach  Fortlassung  des  constanten 
Factors     auch  die  folgende  Form  geben 

kann: 


Fig.  m 


9) 


10) 


(r-i-  w)  jd^=Jgd^, 


oder: 


und  findet  durch  Auflösung  der  letzteren 
Gleichung  ffir  w  den  Werth: 

11) 
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Für  den  in  Fig.  294  dargestellten  rechteckigen  Querschnitt  ist 
g=b  za  setzen  in  Gleichung  7),  und  nach  Fortlassung  des  con- 

stanten  Factors  b  kann  man  derselben  alsdann 
die  Form  geben: 

r  +  h  r+h 

12)  (r  -h  w) j  '^^  == j  dp,  oder: 

r  r 

13)  (r  +  «)lg(l  +  ^)  =  Ä. 

Wenn  man  in  letzterer  Gleichung  abkfir- 

zuDgaweiM  das  VerhUtnisa     =    velbA^  so 

erhält  man  durch  Autlösung  derselben  für 

das  Verh&ltDiss  ^  den  Werth: 
h 


w 


1 


 !_ 

Ans  dimer  Ql^dumig  sigebeii  sich  s.  B. 
die  naehfhlgsnden  znsammeDgebOrigen  Werthe 


der  beiden  Grössen  n  und  -r : 

fi 


ö         1         0,5      0,1  0. 

0,358   0,443   0,466   0,492  0,5. 

Der  Werth  «  =  ()  entspricht  dem  Falle  des  geraden  Balkens, 
für  welchen  man  (in  Uebereinstimmung  mit  dem  in  §  2  gefundenen 

RasQltate)  den  Werth  erhftlt 

e  67. 


Nachdem  die  Lage  der  neatralen  Aehse  mlliMst  des  Im  vori- 
gen  Paragraphen  erklftrten  Verfldurens  bestimmt  worden  ist,  kann 
man  nnnmebr  das  Oesets,  nacli  welehem  die  Biegnngsspannnngsn 
aber  die  Qoerschnittsflftohe  sich  Tertheilen  —  anf  dieselbe  Weise, 
wie  In  §  23  in  Besag  anf  den  geraden  Balken  geschehen  —  durch 
Constractlon  der  redncirton  Qnersdmitfcsflftche  graphisch  darstellen. 
Die  redndrte  Qnerschnitfcsbreite  v  ist  (wie  In  §  23)  zn  berechnen 
ans  der  Qleichnng: 

V  8 


1)  :  = 


5' 
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weldhe  naeb  SttbsüiotMm  des  in  Olwdiung  3)  des  Yorigen 

mphen  für  das  Veiv 


Fig. 


hältniss  gefundenen 


Werth  es  die  Form  ad- 
nimmt: 

^)  T=(7)(f:> 

Man  findet  also  die 
reducirte  Qiierscbnitts- 
breite  indem  man  die 
wirkliche  Qaerschnitts- 
breite  z  zunächst  mit 

dem  VerbftUnisB  —  und 

P 

hierauf  noch  mit  dem 

Verhältniss   —  multi- 

plicirt,  ^ 

Die  Art  und  Weise,  wie  diese  beiden  Muitipiicationen  auf 
graphischem  Wege  ausgeführt  werden  können,  ist  in  Fig.  295  und 

Fig.  21H)  angedeutet,  während 


Fig.  297. 


Fig.  296. 


in  Fig.  297  die  aus  dieser  U»n- 
struction  hervorgehende  Form 
der  reducirten  Querschnitts- 
fläche  selbst  dargestellt  ist. 

Wenn  mit  9  der  l'luchen- 
ißhalt  jeder  von   den  beiden 
Hälften  der  reducirten  Quer* 
sohnittsfläche,  und  mit  «  der 
iLbstand  awiBcben  ihren  bei- 
den Sebweipankten  bezeicbnet 
wird,  90  ist  die  Biegungs-Span- 
Duog  8  nach  Fig.  298  be- 
recbnen  aus  der  Gleichung: 

3)  .S9.e  =  <DJ. 
Für  den  rechteckigen  Qiier- 
schniti  erhiilt  luiiii  mit  lienut?:- 
nng  der  am  Schlüsse  des  vorigcu  Paiügiuplicu  für  u-  berechneten 
WeiLlie  diü  in  Fig.  299,  Fig.  300,  Fig.  301  dargestellten  l  uriiien 
der  reducirten  Querschnittsfläche.    Die  letztere  Figur  entspricht 

Bitter»  Htmtoar-llMliMik.  8.  Avft  14 


O 


 i 

0 
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dem  Falle  des  geraden  Balkens,  für  welchen  die  Gleichung  3) 
die  Form  annimmt: 

Dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  den  trapezförmigen  Quer- 
schnitt Fig.  302,  dessen  zwei  nichtparallele  Seiten  nach  dem 


Fig.  2W. 


Fig.  800. 


Fig.  901. 


Kr&mmQngsmittelpimkte  oonTergireD,  da  die  redncirte  Qaersohnitto- 
flftche  hier  genao  dieselbe  Fenn  hat  wie  in  Fig.  301.  Auf  gleiche 

Welse  fibenengt  man 

sich,  däS3  bei  der  in 
Fig. 303  dargestellten 
Qaerschnittsform  des 
krummen  Balkens 
die  Biegungs  -  Span- 
nung S  genau  auf  die- 
selbe Weise  berechnet 
werden  kann,  wie  für 
den  geraden  Bal- 
ken bei  der  in  Fig.  116 
dargestellten  Quer» 
Schnittsform,  insofern 
die  rediK'irten  Quer- 
schnittsfläclien  in  bei- 
den Fallen 
übereinstimmen 

letzteron  beiden  Figuren  zeigen,  Jass  auch  für  den  krummen  Balken 
die  Biegungs-Spannung  nach  der  Gleichung  11/  des  ^2: 


genau 
.  Die 


Beiecbnang  4«r  gt9nitea  BMgOBgt-Spaaniing.  21t 

5}  ^x  =  aR, 

fr 

berechnet  werden  darf,  sobald  darin  für  ^  -  ^tatt  des  Trägheits- 
moments der  wirklichen  Querschnittsliäche  —  das  Trägheits- 
moment derjenigen  Querscbnittsfläche  gesetzt  wird,  welche  ein 
gerader  Balken  haben  mfissfp.  wenn  seine  reducirte  Querschaitts» 
fläche  mit  derjenigen  des  krummen  Balkens  übereinstimmen  solL 

§  68. 

Die  Summe  der  stetisebea  Momente  dimmtlieher  Biegnnge* 
Spannnogen  in  Bezug  tof  die  nentnle  Achse  mnes  gleleb  dem 
Momente  des  biegenden  Ertflepuiee  adn.  Nach  fig.  291  nnd 
Flg.  292  ist  also: 


zu  setzen,  und  wenn  man  bierin  die  in  §  66  bereits  gefundenen 
Werthe; 

— ,   dF'^^-zd^,   ii  =  r  +  »  — p 

substitnirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  QrAsse  S  die  fol- 
gende Gleichung: 


r 

Ffir  den  rechteckigen  Queraobnitt  (Fig.  2H)  nimmt  diese  Oleichong 
die  Form  an: 


r 

r  +  h  r-fJh        i -f  A 


»•  r  r 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration  gelangt  man 
zu  der  Gleichung: 

5)        [ir  +  «)Mg  (••  ^^)_2(r+«)*+ 
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h 


Wwa  man  hierin  wiederum     »  »  setet  und  zugleich  fflr 

to  den  aus  der  Gleichung  14)  des  §  66  zu  entnebmeaden  Werth 
subsütuirt,  so  erhält  man  die  Gleichueg: 


aus  welcher  für  die  gröbste  Biegungs-Spannung  der  folgende  Werth 
sicfa  ergiebt: 


Der  erste  eingeklammerte  Faeter  auf  der  rechten  Seite  bedeutet 
die  grOsate  Biegungs-Spannung«  welche  in  einem  geradlinigen  Bai- 

TOQ  demselben  Querschnitte  durch  das  biegende  Ertftepaar  her- 
▼orgebracht  werden  wllrde.  üm  also  fttr  den  krummlinigeD  Bal- 
ken die  grOsste  Biegungs- Spannung  zu  berechnen,  hat  man  den  für 
den  geradlinigen  Balken  gefundenen  Werth  noch  mit  dem  Factor: 


zu  mnltipUdren,  welcher  als  eine  Function  der  Verhaltnisszabl 

-~  ans  den  gegebenen  Werthen  der  Grössen  h  und  r  nach 

Gleichung  S)  berechnet  werden  kann.  Ffir  die  Grösse  n  und  N  er- 
hftlt  man  aus  obiger  Gleichung  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammen- 
gehörigen Werthe: 

»=  10         5         1         0,5       0,1  0 
N=  2,888    2,1(»:3    1/287    1,154    1,033  l. 
Diese  Tabelle  zeigt,  dass  bei  sehr  kleinen  Wertben  des  Yer- 

hftltnissee  ^  der  Fehler  verhaltnissmassig  klein  ist,  welchen  man 

begeht,  indem  man  die  grösste  Biegungs- Spannung  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  dem  geraden  Balken  berechnet 


Die  Untersuchungen  der  Torhergebenden  drei  Paragraphen 
fährten  zu  dem  Ergebnisse;  dass  es  bei  ach  wach  gekrümmten 


§  69. 

Differemial-SMchiiiis  d«r  elutischen  Linie. 
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Balken  zulässig  ist,  sowohl  die  Loge  dar  neutral t^n  Achse  als  auch 
die  grdsste  Biegaogs- Spannung  auf  dieselbe  Weise  wie  bd  dem 
geraden  Balken  zn  berechnen. 

Wenn  also  —  wie  bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
stets  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  Höhe  des  Querschnitts  sehr 
klein  ist  im  Verhältniss  snm  Krümm iini:fshalbmesser  der  krummen 
Aehsenlinie  des  Balkens,  so  darf  man  die  in  §  2  für  den  geraden 
Balken  gefundene  Qleichnng: 

1) 

anch  Ar  den  krummen  Balken  als  galtig  betncbton.  Aneh  ist  es 
anter  dieser  Voranseetsung  cnlftssig,  in  Qlelehnng  2)  des  f  $6  das 

Bogenelement         m  vertausehen  mit 
Fig.  aoi.  Begenelemente  der  Aebsenlinie  des 

Balkens.  Nach  Flg.  304  nunmt  Jene  Qlei- 
chnng alsdann  die  Form  an: 


2>  1^= 


de  ' 


Pf  I 


und  man  erhält  nunmehr  durch  Gleich- 
setzung der  aus  den  obigeQ  beiden  Glei- 
chungen fOtar  die  Grösse  S  an  entnehmen- 
den Werthe  die  Gleichung ; 

3)  E%d<o  =  mds. 
In  dieser  Gleichung  bedeutet  dai  die 
AenderuDg  des  Conversfenz  Winkels  der 
beiden  benachbarten  Quer  Schnitts- Ebenen, 
zwischen  welchen  das  Bogenelement  ds 
liegt.  Diuse  Aenderung  wird  in  einer  Ab- 
nahme des  ursprünglichen  Cüiivergenz- 
winkels  d<^  bestehen,  wenn  das  biegende 
Eiftftepaar  auf  die  in  Fig.  304  angege- 
bene Weise  wirkt;  in  einer  Zunahme  da- 
gegen, wenn  dassaibe  auf  die  in  Fig.  30& 
angegebene  Weise  wirkt 
Wenn  man  die  obige  Gleichung  infcegrirt  auf  der  llnkeii 
Sdte  zwiseben  den  Gienien  0  und  «,  auf  der  rechten  Seite  swi- 
sehen  den  Grenzen  0  und  e  —  so  erhftlt  num  für  die  Summe  der 
GonTergeozwinkel-Aendemngen  in  sftmmtUchen  Blementsn  des  gansen 
BalkenstOckea  AM  in  Fig.  306  die  Gleichung: 
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Fig.  m>. 


4)  £%a^jm'd8=^mB, 


1/ 


1t 


I 

0 


aus  welcher  man  die  in  Folge  der  Bie- 
gung eingetretene  Richtune^sändonnig 
der  in  dem  Punkte  M  an  die  krumme 
Achsenlinie  gelepten  Tangente  berpcii- 
nen  kann,  13ei  der  ursprünglichen  Form 
des  Balkens  bildete  das  Bogenelement 
MN  den  Winkel  o  mit  der  Horizon- 
talen, und  in  Folge  der  Biegung  ist 
dieser  Winkel  um  die  Grösse  m  ge- 
wachsen. Da  stets  sehr  kleine  Form- 
änderungen voi  ausgesetzt  werden,  so 
ist  es  zulässig,  den  Winkel  to  als  einen 
im  Verhältniss  zu  dem  Winkel  9  un- 
endlich kleinen  Zuwachs  desselben  zu 
behandeln. 

Um  die  Lagenveränderung  des  Rogen- 
elements MN  zu  bestimmcü,  hat  man 
sich  die  beiden  (in  Fig.  306  schraffirten) 
unendlich  kleinen  rechtwinkeligen  Dreiecke  MLN  und  M^L^N^^ 
wot  die  in  Fig.  307  angedeutete  Weise  bei  unverändert  bleibenden 

BichtiingeD  ihrer 
Flg.  aiNk  Seiten  »0  aufein- 

ander gelegt  EU 
denken,  daee  die 
beiden  Endpunkte 
M  und  Ml  susam- 
menfallen.  Han 
erkennt  dann,  daee 
die  Verblndongs- 
UnieiV'^}  in  dieser 
Figur  als  der  ta 
dem  selir  kleinen 
Winkel  m  gehürige 
Kreisbogen  Tom 
Halbmesser  dt  be- 
trachtet, folglich  gleich  o .  da  gesetzt  werden  darf.  Da  der  Bogen 
rechtwinkelig  zum  Halbmesser  gerichtet  ist,  so  hat  der  Winkel, 
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Bftlkni  mit  kreiibogenfOcmigir  Achte. 
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welchen  die  Linie  NN^  mit  der  Verticalen  einschliesst ,  dieselbe 
Grösse  wie  dar  Winkel  9,  welclien  die  Linie  MN  mit  der  Horizon- 
talen einschliesst. 
Indem  man  die  Grösse 
cos  9  das  eine  Mal  aus 
dem  rechtwinkeligen 
Dreieck  ONNj,  das 
andere  Mal  aus  dem 
rechtwinkeligen  Drei- 
eck MLN  berechnet, 
erhält  man  die  Glei- 
chungen : 


CD .  ds 

dx  , 
=  oder: 


5)  0  = 


und  wenn  man  auf  gleiche  ^V  eise  in  Bezug  auf  die  GrOsse  sin  9 
verfährt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


ein  9 


^  dx  —  dxj^   dtf 


CD .  ds 


dB' 


oder: 


6) 


dx  —  dxi 

dy 


Diese  beiden  Werthe  hat  man  In  Gleichung  4)  für  cd  zu  sub- 
stituiren,  worauf  man  durch  Ausführung  der  zweiten  Integration 

die  Verachiebun^^en  des  Futiktes  M  resp.  in  horizontaler  und  ver- 
licdler  Eiciituug  aus  derselben  berechnen  kann. 

§  70. 


mit 

Wenn  bei  der  ursprifaigliehen  Fbrni  dee  BaUmbs  die  Adwe 
desselben  oaeb  einem  Ereiebogen  gekrOmmt  war,  so  bat  man  in- 
doB  Gleichungen  des  Torigeo  Paragraphen  nach  der  in  Fig.  308 
gewftblten  Beadcbnungsweise  die  folgenden  Werthe  sn  enbsUtolren: 

«  =  £f,         «  =  i28in9,         y^RiX — CO89), 

d»  =  J?d9,      d<r  s3    coe  9  e29,       =  J2  ein  9  (^9. 

IMe  Qleidrang  4)  des  vorigen  Paragraphen  nimmt  alsdann  die 
tmk  an: 

1)   E%n  ^  mBf, 
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Fünfter  Äbdchnitu  §  70. 


Um  die  bei  der  Bief^iing  eintretende  Senkung  des  Punktes  M 
zu  berechnen,  hat  man  hierin  für  ra  den  in  Gleichung  5)  des  vori- 
gen   Paragraphen  gefundenen 


Fi«,  m. 


Werth  zu  snbstituiren,  man  er- 
hält dann  die  Gleiehtmg: 

welche  mit  dx  multiplicirt,  nach 
Substitution  des  oben  für 
angegebenen  Werthes  die  Form 
annimmt: 
3)  E%{dy,-dy) 

=  8Rä*  9  cos  9  ^9. 
Durch  Integration  deiaelhen 
erhält  man  nnnmehr  für  die 
Senkung  des  Punktes  M  die 
Gleichung: 


9  cos  9  (^9,  oder: 


4)    EZiyi  ~  y)  =  WlBUo9m<^-\- cos(^— i). 
Um  die  Horizontal-Verschiebunf?  dos  Punktes  M  zu  berech- 
nen, hat  man  den  in  Gleichung  t>)  des  vorigen  Paragraphen  für  co 

gefundenen  Werth  in 


Fig. 


Durch  Integration  derselben  erliHU  nnin 
Schiebung  des  Punktes  M  die  Gleichung: 


öleirliunff  1)  zu  sub- 
stituireu.  Man  erhält 
dann  die  Gleichung: 

welche  mit  dy  ipulti- 
plicirt,  nach  Substitu- 
tion des  oben  für  '/// 
angegebenen  Werthes 
die  Form  annimmt: 
6)  E%{d2—d.r,) 
=     7?*  9  sin  9  ^9. 
für  die  Horizontal- Ver- 
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E%(x  —  Xi)  =  MB*jff8ia(fd(^t  oder; 

9 

7)  EZ(x  —  Xi)  =  aßi2*(8iii 9  —  9 cm 9). 

Um  die  Venchiebungen  des  Endpunktes  B  so  bereebnen,  bat 
man  in  den  Ol^huogen  4)  und  7)  den  Werth  9  =  a  sn  substi- 
toiren,  nnd  erhftit  dann  naeh  Fig.  809  die  beiden  Gleicbnngeo: 

8)  EZc  ^'SUlR^asm  a -\- co3a—i), 

9)  ^I^  =  a»-ß«  (sin  a  —  a  cos  a). 

Anf  dieselbe  Weise  würde  man  die  allgemeine  Gleichnng  1), 
indem  man  darin  ebenfalls  9  ot  setzt,  daxu  benutzen  können,  um 
die  AendeniDg  der  Tangentenrichiang  fttr  den  findpunkt  ^  in  be- 
reehneo. 


alao  das  Biegoogsmoment  in 


§  71. 

Berechnung  der  von  einer  Verticalkraft  hervorgebrachten  Durchbiegung. 

In  den  vorhergehenden  Paragraphen  wurde  stets  yoransgesetzt, 
dass  die  Biegung  des  Balkens  durch  ein  am  freien  Ende  desselben 
wirkendes  Kräftepaar  vom  Momente  'SR  hervorgebracht  wurde,  dass 

allen  Punkten  der  Achsenlinie  dnn 
Constanten  Werth  33i  hatte.  Wenn 
statt  dessfin  eine  am  freien  End- 
punkte des  liatkens  wirkende  Ver- 
ticalkraf!:  ist,  welche  die  Biegung 
hervorbringt,  so  hat  man  in  der 
allgemeinen  Gleichung  der  elasti- 
schen Linie  (§  Q%  Gleichung  4); 


1)  j  md$ 


Ar  das  Biegungsmoment  als 
eine  von  $  abhängige  Terftnderliche 
Qrdsse,  naeh  Flg.  310  den  Werth: 

2)    3R=  FÄ(sina  — 8in9) 

zu  substitutren,  und  wenn  man  aasserdem  wieder  dt  —  ^df  setsti 
so  erhält  man  die  Gleichung: 
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Fftofter  Abschnitt.  §  71. 


(a  =  K/r*»  ^ (sin  a  —  sin  9)  ^9,  oder: 

3)    E%  m  =  V  R^  (9  sia  a  +  cos  9  —  1). 

Um  die  Vertical- Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berechneo, 
hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  §  69  gefundenen  Ausdruck  für 
CO  einzusetzen  und  hierauf  (nach  Substitution  des  Werkhes  dx  = 
Ii  cos  9  (/9)  die  Integration  ansKuf&hren.  Man  gelangt  dann  zu 
den  folgenden  Gleichungen: 

4)    E%  )      VR»  (9  sin  a  +  cos  9  —  1), 

6)  E%  {difi  — dy)s=  VM^  (9  sin  a  -|-  cos  9  —  1)  oos  9  d9, 

(9  flin  a  +  CO8  9  ^  1)  cos  9  €^9* 

o 

7)  -y) 8 FÄ* {•in«(9tiD«p  +  eo«9  -  1)  -f  |^  +  —  «n 9  )  • 

Um  die  Horizontal- VerschiebuDg  des  Punktes  .^f  7Ji  berech- 
nen, hat  man  den  in  Gleichung  ^)  des  §  fi9  p^efundenen  Ausdruck 
für  o  in  Gleich unsf  3)  einzusetzen  und  (na  Ii  Substitution  des  Wer- 
the^;  /// ^ /' sin  9  J9)  die  Integration  auszuführen.  Man  erhält 
dann  die  Gloichungen: 

8)  Fi?  «(9  Bin  a-f  cos  9  —  1), 

9)  £% (dx  —       =  Fi2* (9 »in a  +  cos  9  —  i) sin 9(^9, 

10)  J7X  (jc  —  ajj )  =     >y  (9  sin  a  +  COB  9  —  1)  sin  9 

Q 

11)  E%{x^Xi)^VIi'  [sinot(tia9--«P«M9)+-V--<^-«»<l>)|* 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  <s  und  4  bezeichtiet! n  Gr^^^pop. 
um  welche  der  Rndpunkt  B  resp.  in  verticaler  uul  horizontal  er 
Richtung  verachubeii  wird,  kann  man  nunmehr  aus  den  (ileichuu- 
gen  7)  und  11)  berpcbnen,  indem  man  darin  9  =  a  setzt.  Für 
jene  Grössen  ergeben  sieb  alsdann  die  beiden  Gleichungen: 

12)  ^?Xa==FJ?«|a(^  +sin  a»)+  ^  rin2a  — 28ma|, 

13)  i?I|  =  FJ2»{  ^  sina«-f-cofla— 1— |  8ra2a|. 
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Fig.  SIL 


§  72.  . 

BertdiMmg  i&r  rm  «Imt  ItorlioiWkitfl  hwrvorgtbracMM  D«iraliM«gung. 

Nach  Fi<7.  311  hat  man  für  das  Bieguogsmoment  an  der  Stelle 
M  den  Werth: 

1)    SR  =  J/A'  (cos  9  —  cos  a) 
SU  subflütuireii,  und  die  Gletehong  4)  des  §  69  nimmt  ffir  diesen 

AkU  die  Form  «n: 

oder: 

2)  J?5to»ffi2*(nD9^9Coea). 

Um  die  Vertioal-Verscidebang 
dee  Pmilrtee  M  m  berechnen,  bat 
man  bieiin  fttr  o  den  in  QM" 
cbnng  6)  des  §  69  gefandenen 
Ansdmek  eimnietmi  und  bieraaf 
(naob  SnbetitQtion  .  des  Werthes 
dx  —  R  cos  <f  d<^)  die  Integration 
ansrafUiren.  Ifan  gelangt  dann  an 
den  f6]genden  Oleiehungen: 


3) 


(-^^^^i^-^)  = -ETÄ*  (sin  9  ~  9  OOS  a). 


4)    E%  {dy^  —  dy)  =  HR^  (sin  9  —  9  cos  a)  cos  9  J9, 

/• 

6)  E%  iHx—y)~  ^^^j      9  —  9  cos  a)  ooB  9  ^9, 

o 

4*  COS  a  (1  —  cos  9  —  9  sin  9)1  • 

Um  die  Horizontal -Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berech- 
nen, hat  man  den  in  Qleichung  6)  des  §  69  gefundenen  Ausdruck 
für  o  in  Gleichung  2)  einzusetzen,  und  (nach  Substitution  des  Wer- 
thes dy  =  R  sin  9  d^)  die  Integration  derselben  ansiofähren.  Man 
erh&lt  dann  die  folgenden  Qleicbnngen: 

7)         (— ^-^)  ==        (sin  9  -  9  cos  a), 
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Ffinfter  Abschnitt.  §  78. 


8)   E%  ((Jb  —  rfx, )  =  HB^  (sin  9  —  9  cos  a)  sin  9  0(9, 

10)  — itj)  =  HÄ'|-|-  — ^^^-1-  cosa(9cos9  — 8iii9)|- 

IMe  in  §  70  mit  q  und  $  beidichnoten  Grossen,  um  welche  der 
Endpunkt  B  resp.  in  rerticaler  nnd  horizontaler  Richtung  Terachoben 
wird,  kann  man  nunmehr  aus  den  Gleichungen  6)  und  10)  berechnen, 
indem  mau  darin  9  =  a  setxt  Für  Jene  Grossen  ergeben  sich  als- 
dann die  beiden  Gleichungen: 

11)  £3:a=Äi?»|y8ina»—  |^8in2a  +  oo9a— l|» 

12)  i?a;S=ifi^'|Y(l  +  2oosa«)  — -?-8in2a|. 


§  73. 

CMTMtioi  wf 9m  IJiiiM-AMdtrmQ  der  Btlkti-Aeiiie. 

Bei  Ableitung  der  in  den  Torigen  beiden  Paragraphen  für  die 
GrOeeen  9  und  $  geftindenen  Gleichungen  wurden  ausschliesslich 


Fig.  318. 


diejenigen  Formänderungen  des 
Balkens  beräcksicbtigt,  welche 
durch  das  in  jedem  seiner  Quer> 
schnitte  wirkende  ßiegungs- 
momont  und  die  demselben 
entsprechenden  niegungs- 
Spannangen  bedingt  werden. 
Diese  Berecbnungsweise  ist  nur 
dann  als  zulässig  zu  betrachten» 
wenn  es  sich  nachweisen  lässt, 
dass  die  gleichzeitig  stattfindende 
Längen -Aenderiing  der  Balken- 
Achse  als  verschwindend  klein 
vernachlässigt  werden  darf.  An- 
dernfalls wurden  jene  Gleichun- 
gen noch  (in er  Cnrrection  bedürfen,  insofern  man  die  aus  Fig.  312 
zu  eDtnehmenden  Werthe: 

1)   g'  s=  X  sin  a     und     2)      ^  X  cos  a. 
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als  ilie  von  der  Laugen -Äenderuog  X  herrührenden  Beiträge,  resp. 
noch  z«  den  Grössen  c  und  ^  (in  positivem  oder  negativem  Sinne) 
hinzufügen  müsste,  um  die  wirkiicb  stattfindenden  Verschiebungen 

des  Endpunktes  B  zu  erhalten. 


Flg.  m 


i-ig. 


Denkt  man  sich  bei  dem  in 
Fig.  313  aurgestellten  Falle  den 
Balken  au  der  Stelle  M  durch- 
schnitten, so  erkennt  man,  dass 
es  die  in  Fig.  314  angegebenen 
SiftiU  atad,  welche  man  bei 
dem  Thefle  AM  an  der  Schnitt- 
stelle M  himufdgen  mOsste,  um 
den  frabereD  Zustand  wieder 
hersustellen.  Dem  Biegongimo« 
menie  SR  entsprechen  die  Bie- 
g tt  n gs -  SpannuDgeD,  durch  weU 
ehe  die  KrfimmuDg  des  daselbst 
befindllchSD  Balken  -  Elements 
Terftndert  wird.  Ausserdem  wird 
die  tangential  gerichtete  Seiten- 
kraft F8tn9  eine  g)eicfaf5rmig 
über  die  Querschnittsfläche  ver- 
thdlte  Zug- Spannung  in  dem- 
selben hervorbringen,  und  Wenn 
mit  F  die  OrOsse  der  Quer- 
schnittsfläche bezeichnet  wird, 
so  hat  diese  Zug-Spannung  pro 
Flächeneinheit  die  Grtese: 

3)  s  =  -^5_9. 


Das  an  der  Stelle  M  befindliche  Bogen*£lement  B,df^  wird  in 
Folge  dessen  eine  Yerlftogerung  d\  erleiden,  wekbe  nach  dem 
Elastidtfttsgesetze  tu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 

Nach  Substitution  des  oben  für  -S'  gütundeneii  Werthes  nimmt 
diese  Gleichung  für  d\  aufgelöst  die  Form  ao: 
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Fünfter  Abschnitt.  §  78. 


nDd  mao  erbftlt  doroh  Integration  dorsellKUi  ftr  die  ganze  Yer- 
Iftngerniig  der  Bälken-Aehse  den  Werth: 

.     ''/>'  f.     ,  «oi«) 

'■  =  ^i'J«<^9ä9=  

0 

Hiernach  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  för  die 
oben  erwähnten  Correctionen  die  Werthe: 

•j\    j      Fi2 (1  —  cos  a)  sin  a        .           VR{\ — cos  a) cos  a 
7)    0'  =  ^r^,  ,    8)   5=  ^   • 

I3ne  Vergleichung  derselben  mit  den  in  §  71  für  die  Grössen 
a  und  %  gefundenen  Gleichungen  zeigt,  dass  diese  Correctionen 


Fig.  816. 


Fig.  tie. 


Uli  sin  a« 


Et 


— » 


nur  dann  überflüssig  sind,  wenn 

% 


das  VerhftltniBS 


sehr  klein 


ist,  d.  h.  wenn  der  Krümmungs- 
halbmesser H  sehr  gross  ist  im 
Verhältniss  zu  den  <4uer3chnitts- 
dimensionen. 

Auf  ähnliche  Weise  sind  die 
Correctionen  zu  berechnen  für  den 
in  §  72  behandelten  Fall  einer 
horizontal  gerichteten  biegen- 
den Kraft.  Naeh  Fig.  315  und 
Fig.  316  erhält  man  flbr  diesen 
EaU  die  den  obigen  analog  ge* 
bildeten  Qleiebungen: 


9) 
10) 


«  ÄC0B9 

8=      -jjT— » 


8_ 
E 

HE  cos  9  (f  9 


MF 


— -I 


12)  X 


_  HR  I 
~  EFJ 


cos  9^9, 


13)  X=^,^8ma, 


15)  k'^ 


SEtin  m  cos  OL 
EF 
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in  welchen  die  GrOsse  S  als  eine  D  r u  c k  -  Spannnng  und  die  Grösse  X 

als  Verkürzung  der  Balken-Achse  aufzufassen  ist. 

Bei  Vergleichung  der  letzteren  beiden  Ausdrücke  mit  den  in 

§  72  für  die  Grössen  c  \iiid  c  g'fundenen  Gleichunf^en  erkennt 

mau,  dass  im  Allgeraeineü  auch  hier  die  Correctioüen  uberflüssig 

% 

nnd,  sobald  das  VerhftUiiiiaa  „p,  ala  sehr  klein  Torausgesetzt 

weiden  darf*  Nnr  in  dem  einen  Fklle,  wenn  a  sehr  klein  und 
zQ^eich  R  sebr  gross  ist  —  d.  L  wenn  der  Balken  eine  naheto 
geradlinige  Form  hat  —  wird  die  nach  Gleielrang  15)  sn  berech* 
nende  Gorroction  nickt  mehr  als  fiberfldssig  betrachtet  werden  dflrfen. 
Wenn  man  nftmlich  B^oo^  feiner  a s=  0  tmd  angleieh  B,a^l 
setxtt  80  erhalt  man  aus  Qleichmig  15)  den  Werth: 

16)   k'=  lj-, 

wfthrend  naeh  §  72  fdr  die  OrOsse  ^  der  Werth  Noll  sidli  eigehen 
würde.  Bei  sehr  schwaeh  gekrümmten  Balken  darf  daher  die  toq 
einer  Horizontalkraft  H  hervorgebrachte  Horizontal -Veraehiebnog 
des  Endpunktes  B  nieht  unmittelbar  nach  der  Gleichung  12)  des 

§  72  berechnet  werden;  es  muss  vielmehr  zu  dem  aus  jener  Glei- 
efaung  für  ^  zu  entnehmenden  Werthe  noch  die  oben  in  Gl^chung  15) 
gefondene  Gi^tese  ^  hinzu  addirt  werden. 

§  74. 

Wlrkueg  eliiee  an  belleblner  Still«  blii|««4eii  fiewieMM. 

Die  Grössen  ö,  und  um  welche  der  Belasttinffspuitkt  selbst 
resp,  in  verticaler  und  in  horizontaler  Richtung  verschoben  wird, 
kaim  man  unmittelbar  auq  den  Gleiebunjjen  12)  und  13)  des  71 
berechnen,  iüdem  ihüh  darin  (J  statt  1'  und  9  statt  a  setzt  (Fi^'-  -UT 
und  Fig.  318).  Man  erhält  dann  für  jene  Verschiebungen  die  Werihe: 

^>  ^»     Ix      (  2  +  ^  ^0  +  1^  sin  29  -  2  Sin 9 }' 

Auf  ()i«»«elbe  Weise  erhält  mau  für  den  Winkel  co,  um  welchen 
die  Tangentenrichtung  an  der  Stelle  M  gedreht  wurdet  &US  der 
Gleichung  3)  des  §  ?1  den  Werth: 

3)   »=^,^(9sin9  +  C089— 1). 
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Fünfter  AbBchnitt.  §  74. 


Fig.  317. 


Bei  der  Biegung  d^s  l'.alkons  geht  das  Stück  i/Zi,  ohne  seine 
Form  dabei  zu  ändern,  in  die  neue  Lage  M^ßi  über,  und  die 

Sehne  MB  führt  dabei  eine  Be- 
wegung aus,  welche  auf  die  in 
Fig.  319  angedentete  Weise  WBt- 
legt  werdeD  Iwui  in  eine  fort- 
schreitende Bewegung  und  eine 
Drehbew^Dg.  Bei  der  fort* 
schreitenden  Bewegung  (aus 
der  Lage  MB  nach  der  Lage  MiC) 
legt  der  Bndpnnlit  B  in  Terti- 
caler  Richtung  die  Strecke  a^, 
in  horizontaler  Bichtang  die 
Strecke  |,  znriick.  In  F61ge  der 
ansierdem  noch  stattfindenden 
Drehung  (ans  der  Lage  J/|(7  in 
die  Lage  MiBj)  kommt  %a  der 
Verticalyerschiebung  noch  die 
Strecke  o^,  zu  der  Horizontal- 
Verschiebung  noch  die  Strecke  |^ 
hinzu.  Für  die  letzteren  beiden 
Verschiebungen  ergeben  steh  aus  Fig.  319  die  Ausdrücke: 
4)  <jj,  =  p  »  cos  =  i?  (sin  a  —  sin  9)  a, 
6)  49  =  posin4)  =  i2 (cos 9  —  cos a) o, 


Fig.  SIS. 


B 


welche  nach 
Substitution 
des  oben  in 

Gleichung  3) 
für  den  Win- 
liei  £ö  gefun- 
denen Wer- 
thes  die  fol- 
genden For- 
men anneh- 
men:] 


(sin  a  —  sin  9)  (9  sin  9  4-  cos  9  —  1), 


7)  5,  =  -^.^- (0089  — coBa)(9Bin9.-|-cos9  — 1). 
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Die  ganze  Verticalverschiebung  des^  Endpunktes  B  bat;;;die  Grdsse 


Fig. 


und   die  ganze 

Horizon  tal- 
Verscbiebung 
desselben  bat  die 
Grosse: 

5  =  5i  +  «.. 

Aus  den  obigen 
Gleiebungen  er- 
geben sich  dem- 
nach t'i&rdiese  bei- 
den Verschiebnn- 
gen  die  Wertbe: 


—  sin  9  -j-  sin  a  (9  sin  9  -|-  cos  9  — 


cos  9  —  9  sin 


§  75. 


im  gwdiloMtiwii  Krtit4Uii|t. 

Bei  dem  in  Fig.  320  dargestellten  Terticalen  Bioge,  reicher 
Ewei  yerti(»lkrflftea  im  gespannnten  Gleichgewichts -Zustande 

gehalten  wird,  kann  man  sieb  den 
Biegungszustand  der  oberen  HAlfte 
auf  die  in  Fig.  331  angedeutete 
Weise  veranscbanUchen,  und  wenn 
man  sich  in  dieeor  letzteren  Figur 
nachher  die  eine  Hälfte  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen  denkt, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  322 
darp^estellten  Falle  eines  krummen 
Balkens,'  bei  welchem  die  von  dem 
Eräftepaare  und  der  Verticalkraft 
hervorgebrachten  Biegungen  un- 
mittelbar nach  den  Gleiehnngen 
des  §  70  und  §  71  berechnet  wer- 
den können. 

i 

Oip  Formänderung,  welche  die 
beiden  Yerticalki&fte  dem  fiioge 

15 


Kitt  er.  lD(r«iilei]r'MeebMlk.  3.  AaiL 
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ertheilten,  war  jedenfalls  so  beschaffen,  dass  die  elastische  Lini« 
an  den  beiden  Endpunkten  des  horizontalen  Durchmessers  ihrt 

ursprüngliche    verticale  Tan- 
Tig,  S2L  gentenrichtung  beibehalten  bat 

Hieraus  folgt,  daaa  in  Fig.  322 
die  Ton  dem  Krftftepaare  und 
der  Verticaltaraft  herTorge- 
braehten  AendeniDgen  der  Tan- 
genteDrichtung  an  der  Stelle  B 
einander  gegenseitig  aufheben 
mftssen. 

Fflr  den  Winkel,  um  wel- 
ehen  diese  Tangentenriefatnng 
sich  drehen  Wörde,  wenn  das 
Er&ftepaar  allein  vorhanden 
wftre,  erhAlt  man  ans  g  70, 

Gleichung  1),  indem  man  darin  9  =      setzt,  den  Werth: 


1)   »  = 


Fig.  322. 


mit  J 

£1  '  2  * 

und  fftr  den  Winkel,  um  welchen  jene  Taogentenrichtung  in  ^nt- 
gegengesetitem  Sinne  sieh  gedreht  haben  wurde«  wenn  die  Verti- 

caikraft  allein  vorbanden  wäre,  findet 
man  auf  dieselbe  Weise  aoe  §  71,  Qlei- 
chung  3),  den  Werth: 

Duitth  01eiohsetnmg  dieser  beiden  Aus- 
dröcke  erhalt  man  für  die  QrOsse  9K  den 
Werth: 

3)  3R=Fi?(l— 

Wenn  die  Verticalkraft  V  allein  vor- 
handen wire,  so  würde  —  nach  §  71,  Gleichung  12)  —  der  Snd- 
punkt  B  sich  senken  um  die  Grösse: 

F/e»  /  3  -\ 

und  wenn  das  Kräftepaar  allein  vorhanden  wäre,  so  würde  -- 
nach  §  70,  Gleichung  8)  —  der  Endpunkt  ß  sich  heben  um  die 
Grtsse: 
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Die  wirklich  Mntretende  Senkung  des  Endpunktes  B  ist  gleich 
äern  Uebencbnsae  der  enteren  Aber  die  letxtare,  hat  also  die 
OröMe: 

und  nach  Substitution  des  oben  für  gefaodeDen  Anadmeke  ei^ 
hftit  man  für  dieaelbe  den  Werth: 


Die  gaoie  Yerlftageruag  des  fertiealen  Bingdarebmeaaera  AD 
(Fig.  320)  hat  die  doppelte  GiOsae,  und  die  foo  der  Kraft  2F 
her?orgebradite  Yerlftngemtig  einer  aoa  fi  aolehen  Bingen  snaam- 
mengeaetsten  Kette  iat  fi^mal  so  groaa  ala  die  Terlftngerang  jeden 
•inMinen  Bingdurebmeasers,  bat  alao  die  GiOeae: 


10)   if=Fi2(^— sin  9) 


Ffir  daa  Biegnngsmoment  an  der  Stelle  P  ergiebt  sieb  nna 
Fig.  322  der  Ansdmek: 

9)    3/  =VR(\—     9)  —  9R, 
welcher  nacii  Substitution  des  oben  für  SR  gefundenen  Werthes  die 
Form  annimmt: 

2 

IC 

Wenn  man  hierin  9=^0  setzt,  so  erhält  man  für  das  Biegungs- 
momeut  an  der  Stelle  A  den  Werth: 

11)  j<i  =  ra  .— 

Die  grösste  Bieguugsspanuung  in  diesem  (^uersohnitte  hat  also 

die  ÜrOäse: 

12)  S,=:^.JMi^— 

Die  grösste  Spaniiung  in  dem  Querschnitte  B  setzt  sieb  zu- 
sammen aus  der  gleichförmig  über  die  Querschnittsfläche  yertheilten 

Zugapannuag  8^=-^  und  der  dem  Biegungsmomente  %k  entepin- 

ehenden  grflaaten  Biegungsspannung  —  batntoonaehOlei- 
drang  3)  die  GrOeee: 

lö* 
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,3)  ..=;+|«,=;h.z|«^-o_!). 

Wenn  der  Querschnitt  ei»  Kreis  ist  vom  Halbmesser  fr,  so 
ist  F  —  w^n^  ferner  %  =  ^w*iu  setzeD,  und  man  erbäU  far  da» 
VerhftltDi89  jener  beiden  Spanonnf^en  den  Werth: 

14)    £  =  0,3927  . 1  +  0,67, 

Da  der  Quotient       immer  kleiner  ist  als  Eins,  so  ist 

immer  grösser  als  8'.  Die  grOsste  in  dem  Ringe  fiberbaiipt  vor- 
kommende Spannung  findet  also  an  den  beiden  Endpunkten  des  Ter* 
ticalen  Dardimessers  statt  und  ist  nach  der  Gleichung  12)  zu  be- 
rechnen, welche  fOr  2F  aufgelöst,  nach  Substitution  des  oben  ffir 
%  angegebenen  Wertbes,  die  Form  annimmt: 

16)    2K  =  -^I^, 

und  in  dieser  Form  auch  zur  Berechnung  der  Tragfähigkeit  des 

Ringes  benutzt  werden  kann,  wenn  darin  fftr  8^  die  practisch  eu- 

lässige  Spannung  des  Ifaterials  gesetet  wird. 

FQr  Sehmiedeisen  wQrde  So^^  KU.  ta  satten  aeio.  Wenn  atse  z.  B. 
Jif  =  100>^  und  w  s=t        ist,  so  ergiebt  nch  ans  obiger  Gleichung  der  Werth; 

2  r=  148  KU. 

Xnch  Olpiclmns:  7)  v>uräi'  bei  sliesrr  I^elastnne  eine  Verlängerung  des  ver* 
tjcalen  Kingdurchmeasers  eintreten  von  dor  Grösse: 

Eine  aas  100  solchen  Hingen  zusammengesetzte  Kette  wflrde  also  bei  einer 

Belaitung  von  148  Kil.  um  14  Millimeter  sich  vprläng^rn. 

Aus  Gleichung  10)  ergiebt  sich  für  denjenigen  Winkel  9  =  f, 
welchem  der  Werth  M^O  entspricht,  die  Bedingungs-Qleichung^; 

9 

16)    sine=         oder:   €  =  39<>32'. 
i> 

An  der  Stelle,  wo  das  ßiegung.>moment  gleich  Null  ist,  wfirde 
man  den  Bing  durchschneiden  und  ein  Scharnier  einschalten  kön» 
nen,  ohne  dasf  dadurch  in  den  Spannungszuständen  der  einzelnen 
Theile  etwas  geändert  wird.  Man  kann  sich  daher  den  IJiegungs- 
zuFtand  des  Ringes  auf  die  in  Fig.  323  dargestellte  Weise  ver- 
anschaulichen, indem  man  Rieh  an  den  Tier  Stellen,  deren  Radien 
um  den  Winkel  e  von  der  Verticalen  abweichen,  Scharniere  ein* 
geschaltet  denkt. 


Spanmingen  im  geschlossenen  Kreis- Riage. 
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Fig.  m 


Um  diejenige  Lage  zu  ßaden,  welche  die  Scbarnierpunkto  haben  müssten, 
wenn  die  Maximahpanuung  des  Ringos  ein  Minimum  werden  soll,  hat  man 

lonftchflt  denjeoigen  Werth  tod  9X  aofsa* 
suchen,  für  welchen  die  beiden  Spannungen 
S",,  Ull  i  S'  einander  gleich  werden.  Indem 
man  die  in  den  Gleichungen  12)  und  13)  ge- 
fundenen beiden  Ausdrucke  einander  gleich 
setzt  und  darin  tugleieh  fSr  Jf«  den  aos 
der  Gleiehang  9)  zu  cntnehtnendeo  Wettb 
^fo  =  VR-'Tl  sub^tituirt,  erluilt  man  fttr 
jenen  Werth  von  VI  die  Gleichung: 


17)  ^.(Kfi-SBI)=:X+ 


VL  oder: 


Nach  Substitution  dieses  Werthea  erhält 
man  aus  Gleichung  9),  indem  man  wiedemm 
M=0  nnd  xngleich  9 sc  setit,  ,fttr  leti- 
teren  Winkel  die.GlelehnDg: 

1        S       1      1  1^ 

ans  welcher  sich  ergiebt,  dass  der  Winkel  c 
iwischea  den  Grentwerthen  e  =  80*  nnd  C3s:a8<^4l'  liegt,  welche  resp.  den 

<3fenxwerthen  ^  =  0  und  -j^  =  l  entsprechen. 

Auf  analoge  Weise  gelangt  man  in  Bezog  auf  den  in  Fig.  324 
4largMteUteii  Fall  des  mit  dem  gegebenen  Gewichte  2F  belasteten, 
BD  feste  Yertieal wände  sich  aolehaendaa  lÜDgi  oach  Fig.  325,  in- 
tern man  E%a^O  und  E%^^0  setit,  tn  den  01eiobung«i: 

20)  0=^VIt'(^^^  -i)-^mii  ^HB\ 

V  IT 

21)  0=    2  — J5fÄ»-^, 

aus  denen  man  für  die  Grössen  H  und  M  resp.  die  Werthe  erhält: 

22)  J5r=2F(^^g       0,918  F, 

23)  aR=rÄ(.^^~'* 


) 


0,2212  VB. 


Hiernach  bat  das  Bieguugsmomeat  an  der  Stelle  M  in  Fig.  321 
die  Grösse: 

24)    3/=-- —  3in9)-f- — i/7?co3  9,  oder: 

26)   M=  VR(i  —  sin  9)  +  0,2212  VB  —  0,918  VB  coe  9. 
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liidem  man  3/=0  setzt,  erhfi 
quadratische    Gleichung   mil  de 

Fi«,  m. 

A 


njaii  für  die  Grösse  tg9  ein© 
Wurzeln  tg  9  =  0,395  und 
tg  9  =^  3,342,  welchen  die  Win- 
kel 9  =  21033'  und9  =  73«»20' 
entsprechen.  Jeder  Quadrant  dot* 
hält  daher  zwei  Punkte,  in  denan 
das  BiegungamomeDt  gleich  Noll 
ist,  in  denen  also  ein  Sdnrnier 
eingescbaltet  werden  ktante,  ohne 
dass  dadnrcli  in  dem  Spannungs- 
Eiistaade  des  Bings  eine  Aen* 
dening  hervorgebracht  wfirde. 

Die  Hitielkrafk  Ten  den  am 
Endpunlrte  B  wirkenden  bdden 
Krftften  V  und  H  hat  die 
Grosse: 

21;,  /r=VTM^7/^-^  1,357 f; 

und  der  Winkel  a,  um  welchen 
ihre  Richtung  von  der  Vertiral*  ri 
abweicht,  ist  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

27)   tga=^  =0,918,  oder: 

a  =  42033'. 

Wenn  man  sich  nun- 
mehr das  an  dem  End- 
punkte B  ausserdem 
noch  wirkende  Kräfte- 
paar mit  der  Kraft  K 
jr/  zu  einer  Resultirendeii 
zusammengesetzt  denkt, 
so  erkennt  man,  dass 
die  Richtuiigbluiie  die- 
ser letzteren  durch  jene 
beiden  Scharnierpunkte 
hindurchgehen  muss,  und 
dass  man  sieh  den 
SpaaoiiogBSDsUnd  des 
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Ringes  auf  die  in  Fig.  326  angedeutete  Weise  veransckan- 
lichen  kann. 


§  76. 

Belaslator  Rlii|bogm  mit  MllefiadM  EMpnrirtwi. 

Wenn  iiiau  sich  bei  dem  in  Fig.  327  dargestellten  symmetrisch 
belasteten  Kiogbogen  die  linksseitige  Hälfte  in  eine  feste  Wand 

eiugeschlossen 
denkt,  so  ge- 
langt man  xo 
dem  in  Fig.  389 
dargestellten 
FftUo  eines  an 
der  EndflAcbe 
A  festgelialte* 
nen  ktninnien 
Balkens,  im 
welcbem  dl» 
Ton  den  drei 
UegendenKrftf- 

im  V,  H,  Q  bemrgebnehten  Don^bi^gnngeii  —  eine  Jede  einseln 
genoannen      resp.  nach  den  in  §  71 1  §  72,  §  74  gefondenen 

Qleichnngen  berecbnet  werden  kön- 
nen. Da  sowobl  hinsichtlieh  der 
Form  als  auch  binsiehUich  der  wir- 
kenden Kr&fto  eine  Tollkommene 
Symmetrie  zwischen  den  beiden 
BalkeobälAen  stattfindet,  so  wird 
die  hervorgebrachte  Formänderung 
des  Balkens  jedenfalls  so  beschaffen 
sein,  dass  der  Horizontalabstand  der 
beiden  Punkte  A  und  B  keine  Aen- 
demng  dabei  erleidet  Hieraus  folgt, 
dass  die  Ton  Jenen  drei  Kräften 
hervorgebrachten  Horizontalverschie- 
bungen des  Endpunktes  B  einander 
gegenseitig  aufheben  müssen. 
Die  Kraft  V  —  Q  würde  für  sich  allein  wirkend  eine  nach 
aussen  gerichtete  HorizontalFerschiebung  von  der  Grösse  4i  her- 
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vorbringen,  welche  nach  der  Gleicbung  13)  des  Jj  71  zu  berechnen 
ist.  Die  lüafL  H  würde  eine  nach  innen  jE^erichtete  Horizontal- 
verschiebiing  von  der  Grösse  \^  hervorbringen,  welche  nach  der 
GleicLuiig  12)  des  §  72  zu  berechnen  ist.  Das  Gewicht  Q  wttfd« 
«ine  gleichfalls  nach  innen  gerichtete  Horizoatalverschiebang^  TOD 
der  Grosse  hervorbringen,  welche  nach  der  Gleicbung  9)  des  §  74 
aa  beredmen  ist  Wenn  man  nunmehr  in  der  Gleiebnng: 

1)    0  =  -     +  ^H-  ^3 
fflr  diese  drei  Horizontal verscliiebungeii  ILire  Werthe  snbstituirt,  so 
erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  H  aufgelöst  die  folgende 
Form  unnimoat: 


2)  H=Q 


2  «Id««  — 1  —  yain2oi  ^  +  OM  «  (cot  9  +  9  qp) 

^  3 


Offenbar  liefert  au  diesem  Hariaontaldroeke  das  an  der  linken 
Seite  bangende  Gewicbt  Q  einen  ebenso  grossen  Beitrag,  wie  das 

an  der  recbten 
3».  Seite  bftngende 

Gewicbt 
Hierans  folgt, 
dass  der  Hori- 

zontaldmek 
halb  so  gross 
wird,  wenn  eines 
von  den  beiden 
Gewichten  Q 
hin  weggenom- 
men wird.  Bei 
dem  in  Fig.  329 

dargestellten  Falle  der  unsymmetriscben  Belastung  hat  also  der 
florisontaldruck  die  Grösse: 


2  sin  o*  —  1  — am  2«—  — ^ — H  00s a  (cos  9  +  9  am  9) 

ot  3 
(1H-2C0««")—  -  sin 2a 


2     .  ,  ^ 

Wenn  man  in  V'v^.  329  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtiiclier  Kriiite  gleich  Null  setzt  und  dabei  das  eine 
Mal  den  Punkt  C,  das  andere  Mal  den  Punkt  B  als  Drehpunkt 
Wählt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 
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4)  O^QE  (sin  a  -f-  sin  9)  —  ^  .      sin  a, 

5)  0  =  —QR  (sin  a  —  sin  9)  -f  '-Sj  •  2  N  sin  a, 

aus  dfnen  für  die  verticalen  Seitenkräfte  der  von  den  beiden  Ünter- 
stützuugspunkten  geleisteten  Gegendrücke  die  folgenden  Werthe  sich 
ergeben: 

6)  «»«(i+'-^n 

'  2  V    '    sin  a  / 

7)  «,=  4(i_^). 

*      2  V  BiDa/ 

Mittelst  dar  QlaiohiiDgeD  3),  6),  7)  kann  man  Ar  Jede  Lage 
der  Bekstuig  Q  die  Gegendrflkske  der  htaäm  ünterstützungspunkte 
berechnen.  Jedoeh  ist  die  Gültigkeit  der  Gleichung  für  den  Hori- 
zontaldrnck  stets  an  die  Bedingung  geknüpft:  dass  die  Quei^ 
sduuttsböhe  klein  ist  im  VerblUtiiias  lur  Pfeilhöhe  des  Bogens, 
weil  andernfalls  die  naeh  §  73  anssaföhrende  Gorreotien  erforder» 
lieh  seiD  wOrde. 

  TT 

Wenn  man  a=  ,   setzt,  so  erhiilL  mau.  aus  den  obigen  drei 

4: 

Gleiehnngen,  die  in  nachfolgeader  Tabelle  zasammeogeeieUten  Zahlen* 
werthe: 

±, 
a 

*. 

Q 

«1. 
Q 

Stx  <l*ii  HalbknUlwgeD  iat  a  =-y  sn  NtHB,  nnd  die  oUgan 

dni  Olaii^nDgeD  nehmen  für  diesen  ftU  die  einfiMheren  fw- 
BM  Mi: 

8)  ^  =  .?^,    9)   8=|-(1  +  Mn9). 

10)  »,=  -|  (l-8in9). 

Aus  diesen  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die  in 
nachstehender  Tabelle  zusammengestellten  Zahienwerthe: 


0 

0/2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

0,910 

0,859 

0,716 

0,ö02 

0,251 

0 

0,6 

0,616 

0,719 

0,821 

0,916 

t 

0,6 

0,384 

0,281 

0,179 

0,084 

0. 
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Q 

SS 

Q 


0 

0,2 

0.4 

0,6 

0,8 

1 

0,318 

0,288 

0,208 

0,110 

0,030 

0 

0,6 

0,666 

0,794 

0,906 

0,976 

1 

0,6 

0,346 

0,206 

0,095 

0,024 

0. 

§  77. 

WIrtaiag  «Imt  MitlMiriidi  vtrÜMlttMi  B«lutiii|. 

Wenn  glolcliieitig  melurera  BelMtangen  yqiliftDd«D  sind,  so 
kam  man  Jeden  von  den  drrt  Gegendrficken  9,  6,  8^  liereohnen 
dnreb  Sammatton  der  Beitrige,  welebe  die  eloielnen  Belestnngen 
ra  demselben  liefern.  Diese  Bereefannngsweise  ist  anch  dann  nedi 

xnlissig,  wenn 

Fig.  890.  die  Anzahl  der 

Belastungen 
nnendlich  gross 
und  ihre  Ver- 
theiluDg  eine 
continnirliche 
ist,  in  welchem 
.X'l    Falle  jene  Sum- 
mation  auf  dem 
Wege  der  In- 
tpqration  au8- 
zuführen  ist. 
Nach  der  in 

Rg.  330  gewablteu  liezeichniingpwpipp  nehmen  die  Oleicbun^en  3), 
6),  7)  des  vorigen  Paragraphen  die  nachstehenden  Formen  an: 


1)  *i=^ 


Y  (1 -f  2  «»•  a*)  — «in  2  a 


2)  <«=?4^0+|^). 

3)  <«.=n^O-S-)- 
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Wenn  man  diese  Gleichungen  zwischen  den  Grenzen  0  und  9 
integrirt  (wobei  der  Factor  q  als  eine  constante  Grösse  zu  bebao- 
deln  ist),  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


4)  «  =  f£ 


8 


3 


6) 


a  (1  +  2  cos  k")  — ^ain  2a 

2    r   '  V     810  a  /j 
*      2  r     \    aina  /)' 


welche  fftr  den  IUI  einer  gleiehftniiig  flW  die  Bogenslreeke  J3f 
TerthflUten  Belaetang  die  Gegendrücke  der  Unteitiilmngepunkte 
daretelieii. 

Wenn  femer  mit  S',  8/  leip.  die  Wertbe  beseichnet  wer^ 
den,  welche  dem  Wlohel  9  9'  entoprechen,  und  mit  iB",  8/' 
die  Werthe  welche  dem  Winkel  9  =  9"  entsprechen,  so  eind  für 
den  in  Fr    331  dargestellten  BelastnngsnistMid  die  Gegendrflcke 

der  beiden  ün- 
terstfltzangs- 
pnnkte  nun- 
mehr SU  be- 
rechnen ans 
den  Oleichnn- 
gsn: 

8)  «  = 

Zu  densel- 
ben Resulta- 
ten Wörde  mau 
gelangt  sein, 

wenn  man  von  Tomherein  die  Integration  zwischen  den  Grenzen 
9  =  <p'  und  9  =  9"  ausgeführt  bfttie. 

Wenn  7.  B.  der  halbe  Ceiitriwinkel  de«  Bogens  60  Grad  beträgt,  und 
die  Radien  der  beiden  Endpunkte  der  belasteten  Bogenstrecke  resp.  um 
SO  Ond  und  40  Chrad  toh  der  Verticaleii  abweichen,  eo  itt  «ss  1,047 198« 
9' =0,840066,  9"  =  0,898 188  «tt  eetieii,  und  nan  «rbilt  am  den  ebigeo 
Oleichwigen  die  Werthe: 
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qR 

_r. 

qR 

qB 


0,2077. 
0.1406, 


8' 

qR 
ß" 
qR 
g 


0,^9  a5, 
0,484  U, 
0,274  79, 


0,139  71» 
0,21899, 
0,07428. 


§  78. 

Schwach  gekrUmmter  parabolischer  Bogen. 

Nach  der  in  Fig.  332  gowäblten  Bezeichnungsvveise  gelten  für 
<len  parabolischen  Bogen  AB  (dessen  Achse  mit  der  Verticalen  des 
Punktes  A  xusammenfallend  vomusgesetzt  wird)  die  Gleichungen: 


Für  den  Wurzelausdruclc  kann  man  die  binomische  Reihe  sub- 
stituireni  und  da  wegen  vorausgesützler  schwacher  Krümmung 

Bogens  der  QuoHent 


Fig.  888. 


als  eine  kleine 


3)  d8=dx(i^^Ji^y 


Zahl  zu  betrachten 
ist^  deren  hObere  Po» 
tenzen  vernachlfissigt 
werden  dürfen,  so  ist 
es  znlässig,  statt  der 
letzteren  Gleichung 
anoähernngsweise  zu 
setzen: 


Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  nimmt  die  allgemeine  Diffe- 
renzial- Gleichung  der  elastischen  Linie  69,  Gleichung  'S)  die 
folgende  Form  an: 


4)   £2: rf»  =  a» djr  (l  +  %^')' 


V 

Bei  dem  in  F']^.  333  dargestellten  Falle  eines  am  freien  End- 
punkte wirkenden  Kräftepaares  ist  das  Biegungsmoment  M  als 
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eine  von  x  urabliä!rjt[r'^  Constante  zu  bohandelii,  uiul  man  er- 
häit  für  diesca  Fall  durch  Aasfübrung  der  ersten  lutegration  die 
Gleichung: 

JS;a:»==a»J(l  +  ?^^i^)rf»,  oder: 

3/*  ) 


ö) 


Von  dieser  Gleichung 
ausgehend,  hat  man 
nunmehr  die  Beeh- 
nucg  auf  dieselbe 
WeiMwiein§70fort- 
xueetzen,  indem  man 
fSr  m  das  eine  Ual  den 

Werth  .-^f' 

dx 

das  andere  Mal  de» 

—  dx^ 


Werth 


sabsütnirt  und  als- 
dann die  zweite  Integration  ausfflbrt,  wobei  im  letzteren  Falle  der  aus 
Oleicbnrg  2)  für  dy  zn  entnehmende  Werth  vorher  einzusetzen  ist. 
Man  gelangt  dann  zu  den  folgenden  (den  Gleichungen  des  §  70 
analog  gebildeten)  Gleichungen: 


7)  £I(i,.-y)  =  aH(;'+=^J,-). 

9)  K%  (dx  -dx,)  =  m  (x  +  i/Ji -) .  dx, 

10)  E%(x-x,)  U 

Fflr  ir  =  l  wird  y, — y  =  «  und  x  —  iri=?i  wenn  als» 
•bkfimwgswwse  das  Yerblttnisi; 

11)  /=» 

gesetzt  wird,  so  ergeben  sidi  aus  den  Gleichungen  7)  und  10)  für 
die  Verschiebungen  des  Endpunktes  B  die  Werthe: 
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Ausserdem  erhält  man  aus  Gleichung  ö),  indem  man  darin 
ebeofallB  x  -  l  setzt,  für  die  Aenderung  der  Tangeutenrichtaiig 
am  freien  Endpunkte  B  den  Werth: 


Wenn  die  VerhälUi isszahl  n  =  ^    sehr  klein  ist,  so  küiioeu 

in  den  obigen  drei  AusdrOeken  die  Glieder,  welehe  den  Factor 
•nkhalken,  neben  denjenigen,  welehe  den  Factor  n'  nicht  enthal- 
ten, auch  fortgelassen  werden;  man  erbftll  alsdann  die  folgenden 
Werthe: 

Dieselben  Besnltate  wfirde  man  auch  erhalten  haben,  wenn  man  in 

GleiefauDg  3)  das  Glied       —  von  vomberein  weggelassen  bitte. 

Die  obige  üntersuchung  zeigt  daher,  dass  es  bei  sehr  kleinen 
Werthen  von  n  zulässig  ist,  ds  —  d  r  zu  setzen,  wie  in  den  nftchst- 
folgenden  Paragraphen  iibeiall  geschehen  soll. 

§  79. 

Wlrtanig  elaer  m  freien  Eii4panMe  amwHeeiee  VeHiealknIL 

Bd  dem  in  Flg.  334  dargestellten  Falle  bat  das  Biegungs- 
moment im  Abstände  x  von  dar  Wand  die  QrOsse: 


14) 


Fig.  m. 


1)  Wt^Vil-x\ 


und  die  Gleichuütr  4) 


phen  nimmt  für  diesaa 


r 


Fall  die  Form  an: 


Weun  man  von  dieser 


die  Rechnung  auf  die- 
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selbe  Weise  wie  im  vorigen  Para^^Taphen  fortsetzt,  BO  gelangt  man 
zunächst  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

8)  £X(.-xJ=^^(i|l--J-). 

und  erhalt  dann,  indem  man  diese  Oleichnngen  aaf  den  Endpunkt 
B  anwendet,  die  folgenden  Werthe: 


§  80. 

WirkMi  elMr  la  frelM  EMe  ugreiMen  HerinnWknlL 

Nack  Fig.  335  hat  das  KegaogBmoment  im  Abetanda  x  von 
der  Wand  die  GrOeee: 

>ig.886.  1)  8R«ir(/-y), 

  ..„JL-«.          woÄr  man  mitBennta- 

nng  dee  ana  der  Vmtth 
belglelchnng  flr  y  an 
entnehmenden  Warthes 
aneh  eetcen  kann: 


Die  allgemeine  Differenzial- Gleichung  der  elastischeu  Linie  nimmt 
demnach  für  diesen  fall  die  Form  an: 

3)   E%dio  =  E/(i—^^l)dx, 

und  man  gelangt,  indem  man  Ton  dieser  Qleichnng  anegehend  die 
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Fünfter  Abadmitt.  $  80. 


BeefaoQiig  auf  dieselbe  Weise  wie  in  den  Torigen  Pangrapben  fort- 
setot,  zn  den  folgenden  Qleiehungen: 

6)    Ä«{«-ar.)  =  -jf  (  3    -  ,^.). 

aus  w('l(  licii  riinn  für  die  am  treien  Endpunkte  ß  hervorgebrachten 
Verscbiebuügen  die  Wertbe  erhält: 

Die  in  Gleichung  8)  mit  bezeichnete  Grösse  repräsenürt  den 
allein  von  der  Biegung  des  Balkens  herrührenden  Beitrag  zu  der 
Borizontalverschiebnng  dee  Endpunktes  B.  Wegen  der  hier  voraus- 
gesetzten sobwachen  Krümmung  des  Bogens  wird  man  (nach  §  73) 
den  von  der  gleichzeitig  stattfindenden  Verkürzung  desselben  her- 
rflhrenden  Beitrag,  für  welchen  nach  §  73  der  Ann&heningBwerth: 

Hl 

in  Bechnnog  zu  bringen  ist,  im  vorliegenden  Falle  nicht  Teroach» 
Iftssigen  dfirfen;  es  wird  Tielmehr  die  wirkliche  Horizontalver- 
acbiebung  des  Endpunktes  B  im  Allgemdnen  zu  beiechnen  sein 
ans  der  Qleiehung: 

11)   ^  = 

Wenn  jedoch  das  aus  den  beiden  Gleichungen  8)  und  10)  zu 
berechnende  Verhältniss: 


12) 


SFnU* 


einen  sehr  kleinen  Werth  hfitte,  so  würde  trotz  der  vorausgesetzten 
sehwaeben  Krümmung  des  Ba'ik  zulässig  sein,  die  obige  Cor- 
rection  zu  unterlassen  und  die  Horizontalverschiebung  des  End- 
punktes B  unmittelbar  nach  Gleichung  8)  zu  berechnen. 

Ans  der  Form  des  obigen  Ausdrucks  erkennt  man,  dass  dieser 
letitere  Fall  dann  eintritt,  wenn  der  Quotient: 

%  % 

TuH*' Ff* 


Dig Ii     '  I  y  Google 


Wirkang  eines  an  beliebiger  Stelle  htogenden  Qewichtea. 


241 


eiuen  sehr  kiemeu  Werth  hat.  Ineber  Ausdruck  nimmt  z.  B.  für 
deo  rechteckigeo  Querschnitt  von  der  Höhe  h  die  Form  an: 


und  far  den  kreisförmigea  Qaersdmitt  von  gleicher  HOho  wfirde 
derselbe  die  Form  annehmen: 


Es  ergiebtsicb  hieraus,  dassaiich  bei  dem  schwach  gelsrummten 
BulKeu  die  Horizontalverschiebuug  des  freieu  EDdpunktes  unmittelbar 
nach  der  Gleichung  8)  berechnet  werden  darf,  sobald  das  Verbältniss 
h  »* 

-    einen  sehr  kleinen  Werth  hat 

1^  j 


§  81. 


Wlrlrnng 

Bei  dem  in  Fig.  336  dargestellten  Falle  sind  die  Verschie- 
bnngen  des  freien  Endpunktes  B  auf  dieselbe  Weise  wie  im  §  74 
zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 
1)    <j  =  0,4-0,, 

Hierin  bedeuten  9^  nnd  ^,  die  Grössen,  um  welche  der  Be- 
laetuogspunkt  M  resp.  in  ▼erticaler  nnd  horizontaler  Richtung  sich 

verschoben  bat  (siehe 


Fig.  S86. 


3) 


Fig.  318).  Für  diese 
Verschiebungen  er- 
hält man  aus  den  Glei- 
chungen 9)  und  10) 
des  §  79,  indem  man 
darin  Q  statt  \\  ferner 

X  statt  l  nnd  —  statt 

n  setzt,  die  Wertbe: 


4)  S 


iL 

X 


ttltter,  Isgeaieor-MecliAsUL.  3.  Aafl. 


16 
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FQnlttt  AbMhBitt.  §  81. 


Die  Grössen  ^^^^  ^^^^^^  ^^^E-        zu  berecfaDeu, 

indem  man  darin  MN~l  —  x  und  BN^f — y  setet  Es  er- 
geben sich  dann  die  den  Gleichangen  6)  uod  7)  des  §  74  analog 
gebildeten  QieichuDgen: 

6)   9«  =  (2  —  x) », 

6)     =  (/—  y)  «• 

Hier'm  bedeutet  o  den  Winkel,  um  welchen  die  Tangenten richtung 
an  der  Belastungssieile  M —  und  zui^dei*  h  auch  das  oranze  ßalken- 
stück  MB  —  sich  gedreht  hat.  Für  diesen  Wiukel  erhält  man 
auä  der  Gleichung  11)  des  §  79,  indem  man  wiederum  Q  statt  F, 

ferner  x  statt  l  nnd  ^  statt  n  setst,  den  Wertli: 

X 

und  nach  Substitution  desselben  nehmen  die  b^den  vorhergehenden 
Gleichungen  die  Formen  an: 

Mit  Benutsnng  des  aus  der  Parabel-Gleichung  xu  entnehmen- 

den  VVeitiies  y  =  -j^  erhält  man  nunmehr  aus  den  Gleichungen 

1),  2),  7),  indem  man  zugleich  wieder  das  Verhältniss  ~  miL  ;i 

beseichnet,  für  die  am  freien  Endpunkte  ß  herorgebraehten  Vei^ 
Schiebungen  die  folgenden  Gleichungen: 


10) 

2E%  ^ 

11) 

12) 

m  = 

2  £2;' 

Die  Resultate  der  in  den  letzteren  vier  Paragraphen  ausge- 
fflhrten  Berechnungen  sind  in  der  nachfolgenden  Tabelle  susam- 
mengestellt.  Die  Ueberschriften  der  vier  Yerticalcolumnen  beziehen 
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sich  auf  die  vier  verschiedeneu  Biegun*(siirsacheu,  deren  Wirkun- 
in  diesen  Paragraphen  einzeln  bestimmt  wurden.  Die  in  der 
Tabelle  angegebenen  Wertbe  entsprechen  der  gemachten  Voraus- 
setzung, nach  welcher  die  Zahl  „w"  so  klein  ist,  dass  die  Glieder, 
welche  die  "Zahl  als  Factor  enthalten,  neben  solchen  Gliedern, 
welche  den  Factor  ft'  nicht  enthalten,  überall  veruachlässigt  wer- 
den dürfen. 


m 

V 

H 

Q 

bnHl* 

Qx*  (  x\ 
2EZ  \  3/ 

2E% 

^E% 

12  M 

2nm^ 

IbEZ 

nQx  (  x*\ 

%EX  V 

m 

1 

mi 

VI* 
2  Et 

^E% 

Qx* 
2£3; 

Anstatt  die  obigen  ÄusdrQclce  —  wie  hier  in  den  letzteren  ?ier  Para- 
graphen geachehen  —  f&r  den  paraboUichen  Bogmn  direet  abnleiten*  bitte 
man  datn  auch  die  in  §  70  . . .  $  74  fQr  den  Kreisbogen  gefandewni  Glei* 
<?bungen  benutzen  könm-n.  Wenn  man  nämlich  in  jenen  Gleichungen  für  die 
Grös.st^n  sina,  coia,  sin  9,  cos  c»  überall  die  hetreffenden  ]{eihen  substituirte 
und  darin  die  Glieder»  welche  die  höheren  Potenzen  der  Zahlen  a  oder  9  ent- 
lialten.  Temaehliwigte,  eo  wttrde  man  —  naeb  Binffthnuig  reehtwinkeligir 
Oxndinaten  statt  der  Polar-Coordinaian  —  so  denatlbeo  Gleiebungeii  gelangnb 
welobe  hier  fttr  den  paiaboliscben  Bogen  gefiinden  wurden. 


Betasteter  parabeilicher  Bogen  aiit  (eaUiegeadea  Endpnnklm. 

Wenn  man  fli«di  bei  dem  in  Fig.  337  claiKastelltdn  «ymmetriBoii 
belasteten  Bogen  die  ünterstfitstingspiinkte  doreh  ihre  OegendHIeke 
efsetat  und  die  linksBeitjge  Hälfte  in  eine  feste  Wand  eingesoblosaeii 
denkt,  so  erkennt  man»  dass  bei  der  recbtsseitigett  HlUte  Fig.  388 
die  Ton  den  drei  biegenden  Ktftften  V  bervoigebneMttt  Ho- 

riionttlferscbiebungen  des  freien  Endpunktes  B  —  eine  jede  sin- 
sein  genommen  —  naeb  der  Tlibelle  des  Torlgen  Faragrapheii 

16» 
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Fünfter  Abichiiitt.  §  82. 


Fig.  837. 


Würde  bestimmt  werden  köni  pii.  Da  bei  der  Biegung  des  Bogens 
der  Abstand  zwischeo  seineu  beiden  findpunkten  B  und  C  stets 

unverändert 

erhalten 
wird,?omüs- 
'  sen  jene  drei 
Hori7.ontal- 
verschiebun- 
gen  einander 
gegenseitig 
aufheben.lu- 
dem  man 
demgeiuäss 
die  alf^ebrai- 
sche  iSuinme 
der  drei  ans 
der  Tabelle 
zu  entneh- 
mendenWer- 

tbe  ?on  ^  gleich  Null  setzt,  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

welche  für  H  aiifgeldst,  nach  SabsUtuUon  des  Werthes  V=Q  die 
folgende  form  annimmt: 


Weon  man  in  dieser  Gleichung  qäse  statt  Q  nnd  dH  statt  JS  setzt, 
so  erhUt  man  dnrch  Integtation  derselben  Ar  den  in  Fig.  399 
dargestellten  BelastnngsKustand  die  Gleicbnng: 

^>  ^- 1.:  M^7 ' ■ )  -  ^   7^') + i   7-^)  }• 

Ffir  den  speciellen  7al1,  in  welchem  x^^Q  xm^Xf^l  ist-,  eigiebt 
sieh  aus  dieser  Gleichung  der  Werth: 

'  2«    2/  • 
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also  derselbe  Werth,  welchen  man  (nach  §  41)  für  die  Horizontal- 
flpannaog  einer  parabolischen  Kette  erhalten  wflrde,  deren  Belastung 

<xleichförmig 

Wg.  m  über  die  Hori- 

fzontalprojec- 
tion  derselben 
vertheilt  ist. 
Hieraus  folgt, 
dass  bei  gleich- 
förmig über  die 
ganze  Hori- 
zontalprojec- 

tiou  des  Bogeus  vertheilter  Belastung  das  Bieguogsmoment  an  allen 
Stellen  desselben  den  Werth  Null  annehmen  würde. 

Das  Hinwegnehmen  der  einen  Belastungsiiaifte  wurde  —  wie 

bereits  m  j;  76 

Fig.  MO.  erklärt  wurde 

 *  —  zur  Fülgü 

haben,  däss 
der  Horizon- 
taldruck  auf 
dieHSlfte  re- 
dQdrt  wird. 
Bei  dem  in 
Fig.  340  dar- 
gestellten Belastangszustande  hat  demnach  der  Horizontaldraek  die 
GrOese: 

während  die  beiden  vertioalen  Gegendrücke  nach  dem  Gesetze  des 
Hebels  za  berechnen  sind  ans  den  Gleicbangen: 

7)     8  +  ^  + 

Wenn  i.  B.  dne  Verhiltnia»  «>ss-^  =  geeetat  wird,  so  ergeben  eioii 
fttr  den  Fall,  in  welchem  yss-^  nnd  ^  = die  Wertbe: 
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WiM  AUMer  dieaw  Belutnn^  noeh  eine  gtotefaftmig  ftW  die  gans«  Horisea^ 
talprojeetion  vertheilte  Belaatnng  tob  dw  GrOsM  %pl  vorhanden,  so  wQrd«  in*n 
dorch  Ht:n  Tnnticn       TOD  den  b«ideu  Belaatnngen  herr&hrendeii  Beitr&g«  die 

Werthe  erhalten: 

Aus  Gleichung  6)  würde  für  ??  —  ü  der  Werth  ^  =^  ^ ,  also 
ein  nngrreimtes  Resultat,  sich  er^^t  brn.  Man  wird  daher  bei  tien 
Anwendungen  jener  Gleichuns:  ?tet<  im  Auge  zn  behalten  haben, 
dass  ihre  Gültigkeit  an  n-pwisse  Bedirigungen  o;ekniipft  ist,  insofern 
bei  Ableitung  derselben  die  Voraussetzung  geiiiaclit  wurde:  dass 
nicht  nur  das  Verbälliuss  der  Pfeil  höhe  zur  Spannweite,  son- 
dern gleichzeitig  auch  das  Verhältuiss  der  Querschnittshöhe 
zur  Pfeilhöhe  des  Bogens  einen  sehr  geringen  Werth  bat 


§  83. 

OoMlnidlM  der  «n  den  UtlertHHiuRfif iiaMen  geleltlitoB  fiefendrilclw. 

Nach  Gleichung  21  des  vorigen  Paragraphen  hat  bei  dem  in 
Flg.  341  dargestellten  lielastungszuätande  der  Horizontaldruck  die 
Grösse: 


Fig.  Ul. 


und  fOr  die  bei- 
den verticalen 
Gegendrücke 
ergeben  sich 
nach  dem  Ge- 
setze des  Hebels 
die  Werthe: 

Denkt  man  sich  nn  jedem  der  bilden  Untorstütziingspunkte 
die  liorizootale  Spitenkraft  und  die  verlicale  Seitenkraft  zu  ihrer 
Mittelkraft  zusammengesetzt,  so  erk^rnt  man,  dass  es  diese  beiden 
Mittelkräfte  sind,  welche  mit  der  Kraft      zusammen  den  Bogen 
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im  Gkicbgewicht  halten.  Es  müssen  daher  die  iüi  h Lungslinien  dw 
drei  Kräfte  PT,       FT,  in  eiüem  Punkte  zusammentreffen. 

Um  die  Lage  des  DurcbschnittspQnktes  0  zu  finden,  hat  man 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  der  beiden  Erftfte 
16i  und  $  in  Bezug  auf  den  Pnnkt  0  gleich  Null  zu  setzen;  man- 
gelangt  dann  zu  der  Gleichung: 

ans  welcher  num,  nach  Substitution  der  oben  Ar      und  i  ge> 


fiindenen  Ausdrücke,  für  das  Yerhältniss       den  folgenden  Werth 


erhSlt: 


32 


Ans  den  Gleichungen  1)  und  6)  ergeben  Mk  die  in  naebfoK 
gender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

~-sbO  0.1  0,2  0^  0,4  0,&  0.e  0.7  0.8  0,9  i 
~  ~  0.3906  0,8859  0.872  0.8491  0.3178  0,2788  0.282  0,1797  0,1228  0.0622  0 
-^=1,28    1.288  1,29  1,308  1,322  1,347  1,879   1,419  1,468  1.527  1,6^ 

Die  Gleichung  5)  kann  man  benutzen,  um  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  Grösse  ti  mit  der  Absdsse  x  sich  ftndert,  durch  eine  krumme 

Linie  geome- 

^''s-  342.  trisch  darzu. 

stellen.  Diese 
krumme  Linie 

bildet  den  geo- 
metrischen Ort 
für  alle  mdg^ 
liehen  Lagen, 

welche  der 
Punkt    0  als 
Durchschnitts- 
punkt der  drei 
Krftfte  TT,  Q, 

FTj  annehmen  kann.  Mit  Hülfe  dieser  krummen  Linie  kann  man 
alsdann  für  jede  beliebige  gegebene  Lage  des  Belastungspunktes  M 
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Fünfter  Abschnitt.  §  83. 


durch  die  in  Fig.  342  angedeutete  Oiuistruction  des  Ktüitepai  jliiM'^- 
gramms  die  beiden  Gegendrücke  uud  M\  liirer  ürösse  und  liich- 
tung  nach  darstellen. 

üm  für  die  Stelle  P  das  liieguugsmoment  zu  berechnen,  wurde 

man  die  Kraft      mit  dem  Hebelarme  FL  zu  multipliciren  haben. 

Hieraus  folgt,  dass  an 
^«r-  ^  der  SteUeiV,  wodie  Rich- 

tungslinie der  Kraft 
den  Bogen  schneidet, 
das  Biegungsmoment  die 
Grösse  Null  hat.  An 
dieser  Stelle  würde  man 
ein  Scharnier  einschalten 
können,  ohne  dass  da- 
durch indemSpannungg- 
zustande  des  Bogens  Et- 
was geändert  wird.  Aus 
Fic^.  342  ergiebt  sich  zu- 
gleich das  Verfahren, 
welches  man  in  dem  um- 
gekehrten Falle  anzu- 
wenden haben  wurde: 
wenn  jener  Nullpunkt  N 
gecreben  ist,  und  der  zu- 
gehörige Behistung'spunkt  M  gesucht  wird.  Man  findet  den  letz- 
teren, indem  man  die  Lime  ^iV  bis  zum  Durchschnittspünkte  mit 
der  Curve  verlängert  und  durch  diesen  Durchschuittspunkt  eine 
Verticale  legt. 

T^aä  eben  erklärte  Conatmctiontver fahren  würde  man  nucb  auf  den  kreis- 

bi»j?cnföniiif4:  ^'ekrüniinten  Balken  nnwomleri  l<Mniu'n,  §  76  wfirde  t,  D. 

für  den  Halbkreisbogen  vom  Halbmesser  l=:Ji=/  der  Werth: 


6)   C>  = 


in  Gleichon^  4)  zu  fnbitituircn  sein,  nnd  ma,n  ansierdem  x  =  J^an9 
setzt.  9(>  orbält  man  ans  jener  GleichuDg  für  w  den  Ton  x  nnabh£ngig«ii  con- 

stantea  Werth: 


7)  «=  j-' 
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Es  ergiebt  sich  hieraus  das  beraerkenswerthe  li^sultat,  dass  bei  dem  Halbkreis* 
bogeu  der  g^metrische  Ort  aller  Lagen,  welche  der  Darchüchuittsponkt  0  war 
nefamen  kann,  ein«  horiiontale  gerad«  Uni«  Mldet  (Fig.  343). 


§  84. 

Ennittaling  dar  ingDnstigsten  BelastungszutUüide. 

Die  im  vorigen  Paraerraphen  gefundene  Ciirve  würde  man  auf 
die  in  Fig.  .'i44  angedeutet''  \Y^M;-'e  benutzen  können,  uiii  äiei''fngen 
Belastungszustände  aufzuünden,  welcneii  aw  einer  besiiuimten 
gegebenen  Stelle  iV  das  Bie^niiL'snjomerit  eiu  Maximum  oder  Mi- 
DinmiD  wird.  Die  beiden  Punlite,  deren  Belastangen  den  Beitrag 
„NnlP*  liefern  zu  jenem  Biegungsniomente,  zerl^en  die  ganze  S]>ann- 

weite   in  drei 

Fig.  344. 


^  ^ 

I  Minus  i 


Abtheilungen, 
deren  iiela- 
stungen  resp. 
positive  und 
negative  Bei- 
träge zu  dem- 
selben liefern, 
wie  in  Fig; 
344  durch  die 
Uebersehriften 
„Plus**  und 
„IfintiB**  ange- 
deutet  ist  Zu- 
gleich zeigen 

die  beigefOgten  Drehungspfeüe:  dass  das  Biegungsmoment  als  po- 
ritlT  bezeichnet  werden  soll,  wenn  dasselbe  eine  TerstJlrkiing  der 
bereits  Torbandenen  Erflmmung  des  Bogens  bedingt,  als  negativ  im 
entgegengesetsten  Falle.  Das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  N 
wird  ein  Maximum,  wenn  die  beiden  mit  „Plus**  bezeichneten  Ab- 
theünngeo  allein  belastet  sind,  ein  Hinimnm,  wenn  die  mit  „Minus** 
bezeichnete  Abtheilnng  aU^  belastet  ist^ 

Wenn  der  Bogen  als  Blech-  oder  Gitter-Balken  aus  zwei  pa^ 
rallelen  Qnrtnngen  und  einer  zwischen  denselben  befindlicheii  Blech- 
oder Oitterwand  constnxirt  ist,  so  kann  man  bei  der  Berechnung 
der  in  diesen  drei  Constructionstheilen  herrorgebrachten  8pamiung«i 
—  wie  im  dritten  Abschnitte  gezeigt  wurde  —  die  Methode  der 
statischen  Momente  anwendeo  (Fl^.  345  und  Fig.  346). 
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Ffknfter  AbMhnitt.  §  84. 


Um  die  in  der  oberen  Gurtong  an  der  Stelle  M  hervorge- 
brachte SpanouDg  X  zu  berechnen,  würde  man  für  den  Theil  ANN 

(Fig.  346)  die 

Fig.  31&.  Gleichung  der 

statischen  Mo- 
mente aufzu- 
stellen und  den 
Pankt  N  dabei 
als  Drehpunkt 
xa  wühlaii  bn- 
ben.  HienuB 
ergiebt  sich  die 
in  Fig.  347  au- 
gedentete  Gon- 
atruction  der- 
jenigen Bela- 
stuogszustiDde, 
bei  welchen  die 
SpannuDg  X 
resp.  ein  Maii- 
mnm  oder  Mi- 
nimum wird. 
Bei  der  Beiech- 

Dung  von  Z  würde  man  den  Punkt  M  als  Drehpunkt  su  wählen 
haben.  Es  können  daher  die  Belastnngssustlnde,  bei  welchen  die 

SpaonuDg  Z 

Fig.  847.  resp.  ein  Maxi- 

mum oder  Mi- 
nimum wird, 
auf  eine  der 
▼engen  ganz 
analoge  Weise 
mittelst  der  in 
Fig.  348  aus- 
geführten Cou- 
struction  ermit- 
telt weiden. 
Um  die  Ab- 

scheerungsspannung  §1  zu  berechnen,  bat  man  sich  au  dem  unbe- 
lasteten Tbeile  den  Gegendruck  des  festen  Unterstützungspunktes 


JQiUL«.  Mibuu  ^  BbuL 
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in  7.we\  Seitenkräfte  zerlegt  zu  denken,  von  deneu  die  eine  rpcht- 
winkelig,  die  andere  parallel  zu  der  Querschnitts -Ebene  MJ\'  ge- 

p.^  ^  riclitet  ist.  Man 

,„JPl!ifi---.  Mlniu  


erkennt,  dass  ?l 
crltMch  Null  wird, 
wenn  die  leUtere 
Seitenkraft  gleich 
Null  ist,  d.  h. 
wenn  der  Gegen- 
druck selbst  recht- 
winkelig zu  der 
Schnitt  -  Ebene 
3fiV  gerichtet  iat; 
man  erkennt  fer- 
ner, dass  ^  negativ  oder  positiv  wird,  jenachdem  jene  parallele 
Seitenkraft  der  Richtang  des  positiven  %  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist.  Hierauf  grün- 
det sieh  die  in  lig.  350  daige- 
stellte  Gonstmction  der  Belastungs- 
ZQstilnde,  bei  welchen  die  Abschee- 
rtiDgsspaanung  V  resp.  ein  Mazi- 
nram  oder  Minimum  wird.  Die 
Linie  ÄO  ist  redlitwinlselig  su  der 
Qaerschnitts- Ebene  MN  gerichtet 
Ein  in  der  Yerticalen  des  Punktes  0 
angebracfates  Gewicht  wfirde  daher 
za  der 'Abecbeerangsspanniuig  K  den  Beitrag  Noll  liefern.  Diese 
Yertieale  scheidet  demnaeh  die  „Pliis**-AbtbdlQng  von  der  „Minns"- 

Abtfaeilnng. 
Der  Schnitt 

.Hua.^-^  MiiMM  ^.JEtow.^,,       jf^-  selbst  bil- 

det  ebenfallB 
eine  solche  Be- 
lastungsgrenze, 

insofern  jede 
Belastung  links 
von  dem  Schnit- 
te einen  poai- 
tiven  Beitrag 
SQ  der  Span- 
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Fänfter  Ab«chiütt.  §  85. 


nung  ^  liefern  wurde,  wovod  man  sich  leicht  überzeugt,  indem  man 
die  Wirkung  einer  solchen  Belastung  auf  den  rechts  von  dem 
Schnitte  liegenden  Theil  BMN  untersucht. 

Für  jeden  der  gefundenen  Belastungszustände  kann  man  die 
beiden  Seitenkrutte  dis  von  jedem  Unterstützungspunkfce  geleistoteo 
Oegendruckes  nach  §  82  berechnen.  Die  betreffende  Spannung 
selbst  findet  man  alsdann,  indem  man  fflr  den  Theil  ÄMN  oder 
den  Theil  BMN  die  Gleichung  der  statiechen  Momente  aufstellt 

§  85. 

EiAfloM  d«r  T«flif«ratiir  •  AcmteningaR. 

Denkt  man  sich  in  Folge  einer  Tempentur-ErfaObung  den 
(sunftcbet  frei  im  Baume  schwebend  Torausgesetzten)  Bogen  aus 

der  Form  ACB 

Fig.  361.  in   die  form 

^,C,B,  fiber- 
gehend  (Fig. 
351),  und  nadi- 
her  durch  die 
beiden  Hori- 
zontalkrftfte  H 
die  nrsprflng- 

licbe  Sehnenl&nge  AB  =  21  wieder  hergestellt,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  der  Bogen  alsdann  genau  in  demselben  Spannungszu- 

stände  sich  befinden  wird,  wie  wenn  von  vornherein  durch  Be- 
festigung der  beiden  Endpunkte  jede  Veränderung  der  Spannweite 
verhindert  worden  wftre  (Fig.  352).  Die  Grösse  des  entstehenden 
Horizontaldruckes  kann  man  daher  nach  der  Tabelle  des  §  81  be- 
rechnen, indem 
PiR  •(''>2  man  darin  hl  statt 

^  setzt,  aus  der 
Gleichung: 

8n«//i» 


1:  /), 


1)  hi=^ 

oder: 


Die  durch  diesen  Horizontaldruek  in  dem  Scheitel-Querschnitte 
an  der  concaven  Seite  hervorgebrachte  grösste  Druckspannung  (pro 
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Flächeneinheit)  kann  mau  —  auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  60  die 
von  diu  beiden  Kräften  K  hervorgebrachte  Spannung  —  berechne» 
aus  der  Gleichung: 

2)   S^S,+S,=  ^ 

welcher  man  D&ch  Snlwiitntion  des  oben  fOr  H  gefundenen  Aus» 
druckes  (indem  man  zugleich  wieder  nl=^/  setet)  die  folgende 
Fem  geben  kann: 

Wenn  man  hierin  w  =      nnd  %  —  -j-^-  setzt,  so  erhält 

iiiiin  die  für  den  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Höhe  h  geltende. 
Gleichung: 

Füi  Schmiedeisen  wird  das  einer  Temperatur- ?>höhuog  tod 
i  Graden  (Celsius)  entsprechende  AusdehsnngSTerb&ltnisa  sn  be- 
rechnen sein  aus  der  Gleichung: 

5)  5  =  0,0000122 

Es  würde  also  z.  B.  für  <  =  41  Grad  der  Werth  5  =  ^J^^  sich 

eigeben*   Wenn  man  ausserdem         20000  und 

J  « 

so  erhält  man  fflr  die  obige  Temperatnrspannung  den  Werth: 

''^    ^~  32  .  2000     l      4  ^  V  4  /  1"  ^ 

Die  gleichzeitig  von  den  Belastungen  des  Bogens  an  derselben 
Stelle  hervorgebrachte  Druckspannung  wQrde  daher  nur  3 '"',56 
betragen  dürfen,  wenn  die  practisch  zul&ssige  Spannung  von  6  KU» 
pro  Quadratmillimeter  nicht  überschritten  werden  soll.  Jene  Tem* 
peratur-Aendenmg  hat  daher  denselben  Einfluss,  wie  wenn  die 
Festigkeit  des  Materials  im  Verhältniss  6  : 3,56  vermindert  worden 
wäre.  "Wpjren  dieses  nachtheiligen  Einflusses  der  Temperatur- 
Aenderungcn  ist  der  krumme  Ba]l{en  mit  festliegenden  Endpunkten 
als  eine  keineswegs  empfehlenswertiie  Construction  zu  bezeicbnea 
und  bei  Brückenconstructionen  thuniichst  zu  vermeiden. 
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Fünfter  Abschnitt.  §  86. 


Der  obigen  Ber«ebnaag  der  Temperatiirspuiiiiing  lag  die  VorftQaietsiuig 

zu  Grunde:  dass  das  Verhältniss  ^  sehr  klein  ist.    Wäre  diese  Bedinpunp 

nicht  erfüllt,  so  würde  die  nach  den  Gleichungen  10)  nnd  11)  des  §  80  auszu- 
führende Correction  erforderlich  sein,  und  der  oben  für  den  Ilorizontaldrock  H. 
geffnadenen  Gleiehong  1)  wOrde  fOr  dieven  FftU  die  Form  zu  geben  eein: 

Hau  erhält  alsdann  ana  Oleidmag  8)  (ttr  die  Tempesatanpanniuig  den  ge- 
naueren Anadmek: 


welcher  fBr  den  Fall  dea  rechleekigen  Qneradinittea  die  folgende  Form  sn* 
nimmt: 


,  Wenn  man  mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zablenwerthe  die 
Temperatonpannimg  nach  dieaer  genanmn  Oleiehung  bereehnet,  ao  findet 

man  den  Werth  S  =  2'"-,42.  Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  erwihnte  Oof- 
rection  selbst  dann  iiocli  rornachlussigt  werden  darf,  wenn  die  Qaerachnttla- 
höhe  den  vierten  Tbeil  der  Pfeilböhe  dea  Bogena  erreicht. 


§  86. 

Pnnkolticher  Trlier  mit  atelfefi  Qnrtanfaii* 

Bei  dem  in  Fip.  353  dar^estt'lUen  I  alle  sind  die  horizontalen 
Gegendriicke  der  beiden  Untei -tutzungapuiikte  nach  irnen  gerichtet, 
UDd  dieselbeu  haben  (nach     83,  Gleiehong  1)  die  Grösse; 


Bei  dem  in  Hg.  354  dargestellten  Falle  sind  die  horlumtaleii 
Gegendrflcke  der  beiden  UotenifltKUDgepunkte  nach  anssen  ge- 
riehtet  und  haben  die  QiOsse: 


Indem  mau  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleichsetzt,  erh&lt 
man  die  Gleichung: 
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Fig.  8M. 


als  Bedingurtr,  welche  erfüllt  sein  muss.  wenn  jene  beiden  llori- 
xontaldrücke  i^'^leirhe  Grösse  haben  sollen,  wie  hier  vorausgesetzt  wird. 
Denkt  man  sich  die  beidea  Bögen  nunmehr  auf  die  m  Fig.  355 

angedeuteteWeise 
I'ig.  jyjj^  eiii;inder  ver- 

bunden, su  erkennt 
man,  dass  bei  dem 
auf  solche  Art  ent^- 
standenen  parabo- 
lischen Trftger  an 
jedem  der  beiden 
Unterstützungs- 
punkte die  auf 
denselben  über- 
tragenen HorizOD- 
taldrficke  einander 
gegenseitig  ftuf- 
]ieb«n  werden,  daM 
also  —  wie  in  der 
Figur  durch  die  beiden  Bollen  angedeutet  ist  ~  Ton  den  beiden 
Unterstfitsungspunkten  nur  verticale  Gegendrfieke  auf  das  Ganse 
tibertiagen  werden,  (j 

Die  in  borisontaler  Bicfatung  frei  beweglieh  Torauegesetiten 
Uuieretfltsungepnnkte  eetron  einer  durefa  Tempentur-Aenderungen 

hervorgebraebteu 
K»-  «»•  Lftngen-Aende- 

rung  des  Trftgen 
keinerlei  Wider- 
atand  entgegen; 
folglieh  können 
durch  eoleheTem« 
peiatur  -  Aende- 
rangen  auch  keine 
Spannungen  in 

demselben  bervorgebraehi  werden.  Bei  Anwendung  eines  solchen  ans 
zwei  krummen  Balken  susammengesetzten  parabolischen  Trägers  (statt 
des  einfachen  Bogens  init  festliegenden  Endpunkten)  werden  daher  die  im 
Yorigen  Fangraphen  hervoigehobenen  üebelstftnde  gftnsUch  vermieden. 
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Fünfter  Abdchnitt.  §  b6. 


Was  die  von  den  BeUstnogen  hervorgebrachteD  Spannuiigeii 
betrifft,  80  sind  dieeelben  bei  Jedem  der  beiden  Bögen  genau  auf 
dieselbe  Weise  zn  berechnen,  wie  wenn  die  beiden  Endpunlrte  des* 
selben  absolut  feste  Ponkte  wftren.  In  diesen  Spannungssustftnden 
der  beiden  Bögen  wird  keine  Aenderung  eintreten,  wenn  die  beiden 
Belastungspunkte       und  3f,  (Fig.  355)  durch  eine  (gewicbtlos 

Torausgesetste) 

Fig. »«.  Verticalstange 

^  r— ^1  •^»•J»^^« 

bunden  werden, 

und    an  «ner 
beliebigen  Stelle 
derselben  die 
Summe  der  bei- 
den Belastangen: 

aufgehängt  wird  (Fig.  366).  Wenn  daa  Totalgewicht  Q  und  die 
Pfeilböhen  der  beiden  Bögen  gegeben  sind,  so  kann  Dian  minmehr 
aus  Jen  beiden  Gleichungen  3)  und  4)  den  von  jedem  der  beiden 
Bögen  aufgenommenen  Theil  jener  Belastung  berechuen  und  erhält 
für  diese  beiden  Belastungstheile  die  Werthe: 

Nach  demselben  Oesetie  wOrde  auch  eine  gleichfbnnig  — 
entweder  über  die  ganse  Spannwelte  AB  oder  eine  bestimmte 
Strecke  derselben  —  vertbeilte  Belastung  auf  swä  Bögen  sich 
vertheilen.  Wenn  mit  $  die  Totalbelastong  pro  Längeneinheit  der 
Strecke  bezeichnet  wird,  so  sind: 

resp,  die  voti  d^ni  oberen  und  vun  Avm  untricn  Bogen  zu  tiag-  ii- 
den  Belit  t  ij[i(rtMi  pro  Lrin'_r  ■Tioiiiheil  der  behinleten  Strecke.  Die 
bei  s»olelieuj  iielastnugszii  t  iii  le  auf  jeden  der  beiden  Bogen  einzeln 
genommeu  von  den  Uri'ei  nitzungspunkten  übertragenen  horizon- 
talen und  verticalen  Gegendrücke  können  alsdann  unmittelbar  nach 
den  Gleichungen  des  §  H2  berechnet  werden. 

W-Min  weir**"  ''f'ir  Alpiner  Ff'Mlhf'Mic  einen  of!<:>r  f?os  arnjiTii  iler  beulen 
Bögen  es  erforderlich  sein  sollte,  die  nach  §  80  (Gleichung  11)  AuszatlübreDde 
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Corroction  lu  berücksichtisren .  so  würde  man  zunächst  bei  Ableittmg^  der  all- 
gemeinen Gleichung  für  den  bei  syronietriscber  Belastung  entstehenden  Hori- 
rontaldnielr  ir=2J&  in  der  Oldicbunn:  1)  des  §  82  auf  der  rechten  Seite  noch 
Hl 

daa  Glied  hinzuzufügen  haben  und  für  den  bei  einseitiger  Belastang  ent- 
stellenden Horiiontaldrook  aladann  die  Gleicbnng  erhalten: 


9J  ^= 

64/+ 120.-^- 

In  di>-;?m  Falle  wird  also  der  Horiiontaldrnrk  nicht  nnr  von  GrOsse  nnd  La^ 
der  Üelädtang  Q,  sondern  auch  von  Grösse  und  Form  des  Querschnitts  ab- 
h&ageD.  Bei  Anwendung  dieser  genaneren  Gleichung  würde  man  für  den  in 
Fig.  855  dazgettettten  Fall  die  Bediagnngegleiebiuig  erhalten: 

10)  ^l^lll^, 

welehe  s.  B.  Ar  den  Fall  des  reehteokigen  Qoeiiehnitti  di«  folgende  Fem 
anniinnit; 

82  ~A 

Diese  Gleiehnng  selgt,  daes-^ssoo  wird,  wenn  /t  =  0  ist»  und  dass 

Vi 

^?-  =  0  wird,  wenn  /t  =  0  ist.   In  beideu  Fallen  bat  der  Uoricontaldruck 

die  Grösse  Null,  wie  aus  Gleichnni^  9)  sich  ergiebt. 

Die  Gleichnnir  OY,  welche  für  den  speciellen  Fall  des  rechteckigen  Quer- 
schnittes die  Form  anuimint: 

12)   1  ^ 

wllrde  maii  ansh  henntten  kSnnsii,  um  di^enige  PfeilhShe  sn  hereehneB,  bei 

welcher  der  von  einer  gegebenen  Belastung  hervorgebrachte  Horisontaldruek 

$y  ein  Maximuin  wirfl  Indem  man  den  DifferenziBlqiif>tifnten  des  Nsnnars» 
nach  /  genommen,  gleich  ^'ull  setst,  erhUt  man  die  Gleichung: 

18)    0  =  64-10      .     oder:  /=ä|/ 


Bltttr,  ]agtBlwr>1f«diHilk.  3.  Aoll.  17 
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Fünfter  ÄUcbnitt.  §  87. 


§  87. 

Parabolischer  Träger  mit  geradliniger  unterer  Gurtuiig. 

Wenn  die  beiden  in  horizontaler  Bichtung  verschiebbar  vor- 
ausgesetzten Unteratutsangspunkte  des  Bogens  durch  eine  gerarl- 
linige  Zngetange  vom  Querschnitte     init  einander  verbunden  sind 

(Fi^.  357),  so  wird 
Fig.  -i-'»*.  durch   fJip  beiden 

lielastuiiLreii  eine 
Zugspannung  Ii  in 
derselben  hervor- 
gebracht(Fi^.358), 
und  in  Folge  de^  R^^n 
wird  jede  ilalüe 
dieser  Zugstange 
eine  Verlängerung 
erleiden  von  der 
Orösse: 

Denkt  man  sich  die 
Hälfte /IC des  Bo- 
gens eingemauert, 

so  erkennt  man,  dass  die  von  den  drei  Kräften  V,  H,  Q  hervor- 
gebracht»* Horizoiitalverschiebung  dos  Endpunktes  B  ebenfalls  gleich 
k  sein  muss.  Aus  der  Tabelle  des  §  81  ergiebt  sich  für  diese 
Uohzontalverschiebung  der  Werth: 

bnVl*      8n«Hi»      nQx*  '  •« 


Fi«,  m 


2) 


2£X  V  U) 


f 


Nach  SubstitutioD  der  Werthe  K=  Q  und        y  ^^^^^ 

durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  für  ^  gefundenen  Ausdrücke 
eine  Gleichung,  welche  für  die  Horizontalspannung  H  aufgelöst  die 
folgende  Form  annimmt: 


3) 


H=  ' 


32/-I-60 


3/ 


Digitized  by  Googl 


PiMrabollidMr  Trig»  mit  gwidUniger  unterer  Gattung.  259 


Das  Hinwegnebmen  eioer  von  den  beiden  Belastungen  wird  snr 
Folge  haben,  daes  diese  Horizontalspannang  auf  die  Hälfte  redadrt 
wird.  Bei  dem  in  Flg.  359  dargeeteUten  Belastungsznstande  hat 
also  die  Horizontalspannung  die  QrOese: 


4)   *  = 


64/+ 120-^ 


Die  verticalen  Gegendrücke  der  Ünterstützungspunkte  sind 
wie  bei  dem  Balken  auf  2wei  Sbükeo  zu  berechnen  aus  den  Qlei- 
chuDgen : 


6)   ^^^^^-^  6) 


21 


Der  oben  für  ^  gefundene  Ausdrnek  unterscheidet  sich  nur 

% 

durch  das  im  Kenner  neu  hinzugekommene  Glied  120  von 

dem  in  §  83  (Glei- 
chung 1)  gfefun- 
denen  Werthe. 
Wenn  also  der  Bo- 
gen qiierschnitt  so 
klein  wäre  imVer- 
bältnisä  zu  dem 
% 


Querschnitte  der  horitontalen  Zugstange,  das«  das  Verhftltniss 


gleich  Null  gresetzt  werden  darf,  so  würde  der  Bogen  in  demselben 
SpannungsziisUiide  sieb  befinden  wie  bei  dem  in  Fig.  341  darge- 

% 

stellten  Falle.   Wenn  'dagegen  ^    unendlich  gross  wftre,  d.  h. 

wenn  die  borizoaUle  Zugstange  sehr  schwach  wäre  oder  icai'?' 
fehlte,  so  würde  ^  0  werden,  und  es  würden  auf  die  End- 
punkte des  Bogens  nur  die  verticalen  Gegendräcke  wirken,  und 
das  Bieguiigsmoment  an  der  Belastungsstelle  würde  den  Werth 
annehmen: 

7)   m^^}iil~x)=^Sß,{l-^x)  =  ^-Slzi^, 

Um  für  den  in  Fig.  340  dargestellten  Belastangssustand  die 
Spannung  der  horizontalen  Zagstange  zu  berechnen,  würde  man 
in  der  Gleichung  6)  dee  §  82  auf  der  rechten  Seite  im  Nenner 

17* 
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% 

dtts  Glied  120  •  -ärr  l^iniuzufügen  haben  und  die  Gleichung  er- 
halten : 

8)  —  

64/4-120. 

wfthrend  die  Terticalen  GegeDdrücke  fß  nnd  18i  wie  bei  dem  frei 
anfliegenden  Balken  anf  swei  StfltEen  nach  den '  Gleiehimgen  7) 
nnd  8)  des  §  82  zn  berechnen  ma  würden. 

Da  die  beiden  Unterstfitznngspankte  —  ebenso  wie  bei  dem 
im  ?origen  Paragraphen  behandelten  Falle  —  in  horizontaler  Rieh- 
tnng  fni  beweglich  voransgesetet  werden»  so  kann  bei  diesem 
TrSger  ebenfUls  dareh  Temperatnr-Aendernogen  keinerlei  nach« 
theilige  Wirkung  herroigebracht  werden. 


§  88. 

ParaboliMlMr  BogM  mit  «iimeiMMrlM  Ernkm. 

Wenn  an  Jedem  von  den  beiden  Baden  des  belasteten  Bogens 
nicht  nnr  die  Lage  des  Endpunktes,  sondern  aneh  die  Tangenten- 
richtung  der  AchsenUnie  nnverfindert  bleiben  sollte,  so  mfisste  an 
Jeder  von  diesen  beiden  Stellen  xn  dem  Gegendrücke  des  festen 
ünterstütsnngspunktes  noch  ein  EräAepaar  hinsngefOgt  werden. 
Bei  dem  in  Fig.  360  dargestellten  Bogen,  dessen  Enden  in  feste 
Winde  eingeschlossen  sind,  wird  man  daher,  indem  man  die  in 
den  Wand-Oberflächen  liegenden  Punkte  des  Bogens  als  Endpunkte 
desselben  ansieht,  die  tou  jeder  Wand  anf  den  betreffenden  End* 
punkt  des  Bogens  fibertragene  Wirkung  zu  betrachten  haben  als 
zusammengesetzt  aus  einer  Einzelkraft  und  einem  Eräftepaaro; 
Da  hinsichtlich  der  Lage  der  Belastungen  sowohl  als  der  ünter- 
Btützungsstellen  eine  vollkommene  Symmetrie  stattfindet,  so  wer* 
den  Jene  beiden  Erfiftepaare  gleiche  Momente  und  entgegengesetxto 
Drehungsrichtnngen  haben  infissen  (Fig.  361). 

Denkt  man  sich  nunmehr  die  linksseitige  Hftlfte  AG  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen,  so  erkennt  man,  'dass  an  der  rechts- 
seitigen Hälfte  die  nach  der  Tabelle  des  §  zu  bestimmenden 
Wirklingen  der  in  Fig.  'M'A  mit  K,  //,  ilf,  Q  bezeichneten  vier 
üiegungsursacbeo,  sowohl  binsiGhtlich  der  berTorgebrachten  üo- 
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rizontal Verschiebung  des  Endpunktes  B,  als  uucii  hinsichtlich  der 
an  dieser  Stalle  hervorgebrachten  Aendeiung  der  Tangpntenrichtuog 

einauJor  gegen- 
seitig aufheben 
müsspn.  Wenn 
mau  demgemäss 
die  aus  der  Ta- 
belle des  §  81 
resp.  ffirdieGrilfl- 
sen  ^  und  o  su 
«BtDolimfiiide& 
Ausdrücke  einen 
jeden  gleich  NuU 
setst,  80  erhält 
die  Glei* 


■ 

4 

< 

■ 

 Hf 

Fig.  861. 


1)0  = 


2)  0== 


bnVl^      8fi*iri»  2n9Wi« 


\bE% 

2  n  IUI 

•61:% 


welche  für  die  Grossen  E  und  aufgelöst,  nach  Substitution  der 
Werthe  V=^Q  und  fi  =  ^,  die  fclgenden  Formen  annehmei: 


3)  H--^'(.-il)'. 


Fdr  das  Bieguugsmoment  im  Scheitelpankte  des  Bogens  eigiebt 
eich  ans  Fig.  861  der  Aiudrnck: 

5)    M=  Qx  —Ql  4-  m,^ 

und  nach  Substitution  dar  obigen  beidea  Wartha  erhält  man  fdr 
dasselbe  die  Gleichung; 


6)   J/=g(_3  +  16^_ 


18^  +  5 


Wenn  idad  in  deu  obigen  Qleiohangen  f  (te  ttatt  Q  setzt  and  alsdann 
die  Integration  ausfahrt  swischen  den  Örentan  »=0  and  »^2,  ao  erhilt 

uum  die  Werthe: 
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Fünfter  Al;>fichnitt.  §  89. 


m=o. 


Bei  gleicharmig  ttlMr  di«  ganta  Horiiontali  lojcction  veHbeiUer  Belastung 
Tflrbllt  sieh  daher  der  Bogen  wie  eine  TolUeommen  biegaiind  an  ihren  End» 

punkten  BBtcr^tütite  Kette.    (Vergl.  §  82,  Gleichung  5). 

])oni  oben  für  9K  gefundecen  Avf drucke  vürde  man  auch  die  folgende 
Form  geben  können :. 


Ihn  erkennt  an  der  Fomt  diceea  Anadrackes,  Sdaea  dem  Werthe  -j- » 


der  Werth  91:^0  entspriebt.  Bei  dieaer  Lage  der  Belaatnngepnakte  vlirde 
daher  der  Bogen  genau  in  denaelbcn  Spannnngsznstande  sich  ^befinden,  wie 

bei  der  In  Fig.  889  dargeetellten  Unterettticungsweiee.  Wtnn  —  grBeser  iit 


ftla  |/-^t  •<>  vird  SK  posUiv,  wenn  dagegen  y  kleiner  ist  als  y  -^«sowird 
llt  negatiY. 


Durch  die  beiden  Gewichte  Q  werden  in  dem  Scheitelpunkte 
des  Bogens  die  folgenden  drei  Wirkungen  hervorgebracht.  Ersteos 
findet  an  dieser  Stelle  eine  horizontale  Dnickspaonuiig  statt  yod 
der  Grösse  J/;  zweitens  wird  an  dieser  Stelle  ein  Biegungsmoment 
Ton  der  GrOese  M  hervorgebracht;  driiteDS  wird  der  Scheitelpunkt 
um  eine  gewisse  Grösse  sich  senken,  welche  mit  c  bezeichnet 
werden  soll.  Offenbar  liefert  zu  jeder  von  diesen  drei  Grössen 
das  eine  von  den  beiden  Gewichten  Q  einen  ebenso  grossen  Bei- 
trag wie  düs  andere.  Das  Hinwegiiehmen  des  einen  von  den  bei- 
den Gf'wicliten  wird  daher  znr  Folge  haben,  da^s  eine  jede  von 
den  drei  Grössen  H,  3/,  c  auf  die  Hallte  reducirt  wird. 

Wenn  die  Richtiingeii  der  lieiden  Kräfte  Q  in  die  entgfgen- 
gesetzten  übergingen,  d.  b.  wenn  dieselben  verlical  anfwArts 
statt  vertical  abwärts  wirkten,  so  wurden  dip  Vorzeichen  j«Mier 
drei  Grössen  ebenfalls  in  die  eiitgegtiige?ei/Uii  übergehen;  ihie 
absoluten  Werthe  würden  jedoch  dieselben  bleiben,  und  die  obige 
Schlusslolgeiung  würde  auch  für  di*?tii  Fall  ihre  Gültigkeit  be- 
halten. Hieraus  folgt,  dass  hei  den*  in  F?g.  3B2  dnigebtrllten  Falle 
—  zu  welchem  man  gelangt,  indem  njaii  von  den  beiden  abwärts 
wirkenden  Kräften  ^  die  linksseitige,  von  den  beiden  aufwärt» 


§  89. 

Mfirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Einzelgewiehtes. 
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Fig.  862. 


wirkfluden  die  rechtsseitige  hinweggenommen  und  die  beiden  Fälle 
alsdann  zu  einem  vereinigt  sich  denkt  —  eine  Jede  von  den  drei 
Grossen  J?,  M^  o  gleich  Null  sein  mnss. 

Da  in  dem 
Scheitelpunbbe  C 
weder  ein  Bie- 
gungs  -  Moment, 
noch  eine  Ho« 
rizoütalspannnng 
vorhanden  ist,  so 
kann  es  nur  eine 
vorticaleAbschee- 
rungskiaft  snin, 
welche  daselbst 
von    der  einen 

Hälfte  des  Bogen«?  auf  die  andere  übertragen  wird.  Wäre  diese 
Verticalkraft  %  bekannt,  so  würde  man  - —  indem  man  auf  die  in 
Fig.  363  augedeutete  Weise  den  GleicbgewichtszustÄud  der  re*  lits- 

seitigen  Bogcnlialfte 
sich  veranschaulicht 
—  sowohl  den  ver- 
ticalen  Gegendruck 
des  ünterstülzungs- 
punktes  B,  als  auch 
das  au  dieser  »Stelle 
hervorgebrachte  Bie- 
gungs- Moment  be> 
rechnen  können,  und 
man  wllrde  fOr  diese 
Grttosen  die  in  der 
Figar  angegebenen 
Werthe  erhalten. 
Darch  die  beiden  Kräfte  Q  wurde  bewirkt,  dass  die  Tan« 
gentenriefatnog  am  Scheitelpunkte  C  nm  den  Winkel  a  sich  ge- 
dreht hat,  wahrend  die  Tangentenricbtung  an  der  Stelle  B  nn- 
Tertndert  geblieben  ist  Die  letztere  hat  daher  in  Bezug  auf  die 
erster«  eine  relative  Drehung  um  den  Winkel  a  ausgeftthrt, 
wobei  zugleich  der  Absfand  des  Punktes  B  vm  der  (frdher  hori* 
zontalen)  Tangentenricbtung  des  Scheitelpunktes  sich  ?ermindert 
hat  nm  eine  GrOsse,  welche  bei  der  vorauszusetzenden  Kleinheit 
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Fünfter  Abachnitt.  §  m 


des  WiiikeLs  cj  ohne  Bedenken  gleich  Iw  gesetzt  werden  darf.  In- 
dem mau  diese  beiden  Aenderinigeii  als  Wirkungen  der  m  ¥ig.  MS 
angegebenen  drei  Bie^ungsursachen  (bestehend  aus  dem  Qewichte 
^,  der  vertic«!  autwüiis  wirkenden  KialL  V  =  Q  —  und  dem 
Kräftepaare  vom  Momente  -V  ^  QU  —  J•^  —  /)  uuch  der  Tabelle 
des  §  81  berechnet,  [gelangt  man  zu  den  beiden  Gleichungen: 

-V       {Q-%)ii_  Qx'-    m - - 


2)    lm  = 


{Q-W 


1E% 


2E% 


und  erhält  dordi  Gleichsetzung  der  aus  diesen  beiden  Oleichungeu 
für  dm  Winkel  m  im  entnehmenden  Werthe  eine  Qleieliung,  welche 
für  %  anfjg^elöBt  die  folgende  Form  annimmt: 


3)   «  =  .f{2-3;H-i;i 


Für  die  in  Fig.  362  mit  V  und  W  bezeichDeten  Grossen  ergeben 
sich  hiernach  die  Werthe: 


-'=I(3t-^:). 


Wenn  man  nunmehr  die  in  Fig.  361  und  Fig.  362  darge- 

stattfindend  sich 
denkt  und  zu- 


stellten beiden  BeUstungezustande  gleichzeitig 

Fig.  361. 


gleich      an  die 

btelle  von  setzt, 
so  gelangt  man 
zu  dem  in  Fig. 
364  dargestellten 
Falle,  für  wel- 
chen die  Gegen- 
wirkung) M  der  Unterstützungspunkte  zu  berechnen  sind  aus  den 
Gleichungen: 


6)   ©  = 


2 
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7)   ».=^-.      8)  «,=-^-^. 

10)«.-^. 

Wenn  man  hierin  für  die  Qrössen  F',  M'  die  obigen  Werthe  sub- 
Btitairt  and  zugleich  für  die  QrOsBen  iT,  F,  die  im  vorigen  Para- 
graphen gefondenen  Wertbe  einsetzt,  w>  erhält  man  die  folgenden 


11) 

12) 

13) 

U) 

att, 

16) 

an. 

(-l+4i-+6^-4^-6^), 


16 


§  90. 

ttflrinng  «Imt  CMHinlrllch  wrtlMniM  BeliilMg. 

Wenn  man  in  den  am  Schlnsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen fünf  GleiehungeD  q,dx  m  die  Stelle  von  Q  setit  und 
hierauf  die  Integration  ausÄhrt  zwischen  den  Grenzen  0  nnd 
so  erfaftlt  man  die  folgenden  Gleichungen: 


1) 

16g/.r/       2  4f«     1  ap*\ 
32/  V      3          5  l^P 

2) 

öl 

4       2  z     4  e»>^' 

3) 

öf 

•"4  V       2   Z       4  l'J* 

■"  IG  V              Z  "T"  *  Z»       ^3  Z*. 

ö) 

SR, 

"16  V    ^     ^  Z         ^«  ^  ?• 

Wenn  ferner  mit  SB,',  SWi',  iüi,'  resp.  diejenigen  Werthe 

der  obigen  Grössen  bezeichnet  werden,  welche  dem  Werthe  x  =  Xt 
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Fünfter  Abschnitt.  §  91. 


entsprechen,  und  mit        SB/',  iDt,"  diejenigen,  welche 

dem  Werthe 

^*^-®*V  «  =  :rj  ent- 

sprechen ,  so 
gelten  für  den 
iiiFig.d65dar- 
gestellten  Be- 
lastungs- Zu- 
stand die  Old* 
cbuDgen: 


\})  ^m,  ^m,"  i}rL,\     lO)  ü)i,=R"-i)cV, 

aus  welchen  man  z.  B.  für  den  i^]teciellen  Fall,  in  welchem  x^  =  0 
und  0-,  =  l  ist,  die  folgenden  Werthe  erhält: 


11)   $=471      12)  ©1=16?^ 


14)  m,^^;; 


13)   ®.  =  ^J^ 


Wäre  ausser  dieser  Belastung  ql  noch  eine  gleichförmig  über 
die  panze  Horizontalproje(  tion  vertheilte  ^permanente)  Belastung 
von  der  Grösse  2pl  vorbanden,  so  würden  die  ersteren  drei  Grössen 
zu  berechnen  sein  aus  den  Gleichungen: 

16)  »=17+4/' 

17)  ö|==i)Z-f -J^l,       18)  t8.-pi+ 

während  für  die  beiden  Monierte  Üit^  und  die  Gleiciningen  14) 
und  16)  ihre  Gültigkeit  beiialien,  da  die  permanente  Belastung  zu 
den  Biegungsmomenten  an  den  beiden  Unterstützungspunkten  kernen 
Beitrag  liefert.    (Vergl.  ^  bö.) 

§  ^J- 

Ermittelung  der  Gegendrücke  aui  dem  Wege  der  Construction.  1 

Da?  in  Fig.  366  mit  9)?o  bezeichnete  Biegungsuionient  im 
Scheitelpunkte  C  hat  —  nach  §  88,  Gleichung  6)  —  die  Grösse 

!^  oder: 


•)  Vergl.  Wink  ler's  „Lehre  von  der  Elasticitat  und  Festigkeit".  Prag  1868. 


4 
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1)    «,  =  f  (-3  +  16^_18|;+5;'), 

und  die  verticale  AbscbeeniDgskraft  an  dieser  Stelle  hat  —  nach 
§  89,  üleiciiuug  6)  oder  Gleichung  13)  —  die  Grösse: 


Fig.  m 


=  yK  =  jß„  oder: 

Das  Bieguugs- 
moment  SD^o  ro- 
prftseniiit  ein 
Krftftepaar,  wel- 
ches man  sich  auf 
die  in  Fig.367  an- 
gedeutete Weise 
durch  die  xwei 
Horizontalkrftfte 
Ton  der  —  nach 
§  H'J,  Gleichung 

11)  zu  berech- 
nenden—0r<to8e 
$  daigestellt 
denken  kann.  Ffir 
den  zu  wählenden 
Uebelaim  dieses 
Kiftflepaares  er- 
giebt  eich  als- 
dann nach  Fignr 
367  der  Werth: 


3)  - 


/ 


-3  +  10^  +  6;, 
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Die  zwei  im  SchdtelpiiQl[te  C  angreifenden  Horizentalkrftfte  ^ 
lieben  einandw  auf,  imd  in  dem  Punkte  E  kann  man  nunmehr  die 
daselbet  angreifende  Horizontalkraft  ^  mit  der  Vertiealkiaft  tt« 
zu  einer  Mittelkraft  zuiammensetzen.  Die  Lage  des  Dorchschnitts- 
punktea  0,  in  Welchem  diese  Mittelkraft  B  die  Yertieale  des  Be- 
lastnngspunktes  schneidet,  kann  man  alsdann  nach  Fig.  368  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

4)  ^=^%x  —  ^{c  +  z)y  oder:  0 ««oa-  — SKo  — §6. 
Wenn  man  diese  Gleichung  für  s  auflöst  und  nachher  für  die 
GrSssoL  SRo,  $  die  geftindenen  Werthe  substltnirt,  so  erhftlt 
man  die  Gleichung: 

welche  zeigt,  dass  die  Höbe  des  Durchsdinittspunktes  0  über  dem 
Scheitelpunkte  dea  Bogentj  gaaz  uuabbängig  ist  von  der  Lage  des 

lielastim^spunktes. 

Denkt  man  sich  auf  gleiche  Weise  auch  an  der  Unterstütznngs- 
stelle  l>  daä  daselbst  wirkende  Kräftepaar  mit  den  beiden  iüiüiel- 


kräften  zu  einer  Mittelkraft  zusammengesetst,  so  erkennt  man, 
dass  die  Bicbtungsllnie  dieser  Mittellmift  W  ebenfalls  durch  den 


Digitized  by  Google 


Uinliftlliuigilini«  dtr  GifandrOeke.  269 

Punkt  0  hindurchgehen  muss.  Man  kann  sich  daher  den  Bogen 
auf  die  in  Fig.  369  dargestellte  Weise  von  den  drei  Kräften  Q, 
Ii,  W  im  Gleichgewicht  gehalten  denken,  und  aus  Gleichnn[r  ö) 
ergiebt  sich,  da^'s  der  geom"*ri?rhe  Ort  für  alle  Lagen,  welche 
der  Durcbschnittspuukt  jener  drei  Jüräfte  aonehmen  kann,  eine 

horizontale  gerade  Linie  bildet,  welche  in  der  H(}he  ^^"^ 

dem  Scheitelpunkte  des  Bogetu  liegt. 

Die  Winkel,  welche  die  beiden  Gegendrucke  i»  und  W  mit 
der  Verticalen  einschliessen ,  sind  nach  Fig.  369  lu  berechnen  aus 
den  Gleichungen: 

6)    *9=|,      7)  *  + 


Wenn  die  Lage  des  Belastnngspiinktes  eine  nnendlicb  kleine 
Äendernng  erleidet,  d.  b.  wenn  deeeen  AhacieBO  x  um  die  GrOsee 
dx  ximlinsit,  so  wird  der  Abetand  e  um  die  Grosse  <lc  nnd  der 

Winkel  um  die 
OrflSBe  sich 
vergrössern,  inso* 
fem  die  Richtungs- 
linie der  Kraft  B 
dabei  eine  andere 
Lage  annehmen 
und  statt  der  Kraft 
B  nnninehr  eine 
andere  Kraft  B' 
die  Mittelkraft  von 
den  an  der  Unter- 
stützungsstelle A  auf  den  Rogen  übertragenen  Kräften  bilden  wird. 
Für  die  Abscisae  des  Durchschnittspunktes  J,  in  welchem  die  Rich- 
tuiigsliüien  der  beiden  Kr:iftp  f'  und  h"  einander  schneiden,  ergeben 
sieb  aus  Fig.  370  die  beiden  Werthe: 

1)  2  =  (w  —  c)ig^h, 

2)  «  =         (c  +  rfc))tg(4>-hr/4>). 

Indem  man  diese  beiden  Ansdrdcke  einander  gleichsetst,  erbftlt  man 
die  Gleichung: 
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oder:    4)    0  =  («?  —  c)  (i  (tg  ^)  —  rfc  (tg  4<  4- d  tg  4>), 

welcher  letzteren  man  —  nach  Weglassung  der  Grösse  dcd{tg^)^ 
als  eincM-  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung  —  Kodh  die 
folgenden  Formen  geben  kann: 

'  d(tgij*) 

Nach  Substitution  des  für  w  -  c  gefundenen  Ausdruckoa  er- 
hält man  aus  Gleichung  1)  für  2  den  WerLli: 

Wenn  man  nunmehr  für  die  Grössen  e  und  tg^  die  im  vorigen 
Paragraphen  gefundenen  Werthe  einsetiti  so  nohmeu  die  letiteran 
beiden  Qleiohungen  die  folgenden  Formen  tn: 

8)  u^^^^^'^  _%dm,-m,d% 


di 


Hierin  sind  für  die  Gio.-son  Jg),  3J?o.  ^Iq  ^^^V-  §'^9  ""d  §91 
gefundenen  Werthe  zu  substttuiren;  man  erhält  dann  die  Gleichungen: 


10}   »=  ^ 


23  +  20  |-+ 5 


2/ 


Ii) 

X 

Wenn  man  den  aus  leUterer  Gleichung  su  entnehmenden  Wertb: 

12)  :=^-3 
'    l  z 
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in  Gleichung  10}  substituirt,  so  oimmt  dieselbe  die  folgende  Form  an: 


5  —  5 


13) 


l 


_!_  2  — 


Ans  dieser  GleichuDg  ergeben  sloh  die  in  nadbfolgender  Tabell« 
sonunmengeetellten  Zahlenwerthe: 


0«2     0,4      0,6    0,6      0,8  1 


J  ==  i-    0,34   0,369   0,4   0.453   0,76  oo. 

Die  obige  Gleichung  oder  die  nach  derselben  berechnete  Ta- 
belle kann  lüaii  btiJiut^eii,  um  liie  krumme  Linie  zu  coiistniiren, 
welche  für  alle  möglichen  Lagen  des  Durchschnittspunktes  J  den 
geometrischen  Ort  bildet   Da  der  Punkt  J  als  Durchschuittspunkt 

Fig.  871. 


I 

1 


1^ 


zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  dieser  Curve  zu  betrachten 
ist,  so  bildet  dieselbe  die  ünihüUungslinie  für  sämmtliche  Lagen, 
welche  die  Bichtungslinie  der  Kraft  M  annehmen  kann.   Mit  Be- 
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nutzuug  dieser  Umhulluiigscurve  kann  man  nunmehr  die  Construc- 
tion  der  von  dem  Gewiclite  Q  hervorgerufenen  Gegendrücke  auf 
ähnliche  Weise  wie  in  Fig.  342  ausfuhren,  insofern  die  von  dem 
Pnnkto  0  ans  an  jene  Corve  gelegten  Tangenten  di^  Bidiinnge- 

^Jinieo  jener  Q^ndrfioke  darstellen  (Fig.  371). 

Es  eigiebt  sidi  hieraus ,  dass  die  in  §  84  erklftrte  Methode 
des  Anftnehens  der  ungünstigsten  BelastongsinstAnde  —  derjenigen 
BelastongSKustättde  nftmlich^  bei  welchen  resp,  die  in  Fig.  346  mit 
JE|  Z,  9[  bexeichneten  Spannungen  ihre  grOssten  (poeittTon  oder  ne- 

*  gatlyen)  Werthe  annehmen  —  auf  den  Bogen  mit  eingemauerten 
Enden  ebenfalls  angewendet  werden  kann.  Wenn  man  in  den 
Figuren  347, 348, 3dO  die  Biehtungslinien  der  Qegendrfloke  —  an- 
statt dieselben,  wie  dort  gesehehen,  durch  die  festen  Bndpnnkte 
des  Bogens  hindurchculegen  —  tangential  su  der  UmhUUungsUnie 


legte,  so  würden  jene  Figuren  nunmehr  fftr  den  TOrlieganden  Fall 
die  ungfinstigsten  Belastnagsmstftnde  darstellen.  So  s.  B.  wQtde 
die  Constmctlon  deijenigen  Behstungssustände,  bei  wekhen  die 
in  Fig.  346  mit  Z  beseichnete  Spannung  der  unteren  Qurtung 
resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  für  den  Bogen  mit  ein- 
gemauerten Enden  auf  die  in  Fig.  372  angedeatete  Weise  aussu- 
Itthren  sein. 
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§  93. 

BtrachnMi  dtr  Temp«niter<8|MimHtiigfn. 

Denkt  maa  sich  in  Fig.  352  an  jedem  von  den  bei  ieii  End- 
punkte« des  Bogens  ausser  der  Horizontaikraft  noch  ein  Kräfte- 
paar angebracht,  und  auf  solche  Weise  bewirkt,  dass  nicht  nur 

die  ursprüngliche 
^*  Spannweite,  son- 

dern auch  an  je- 
dem Ende  die  ur- 
sprüngliche Tan- 
genten-Richtung 
der  elastischen 
Linifi  wtoder  her^ 
gestellt  wild,  so 

ttrkeiut  man,  dass  jene  Figur  alsdann  fOr  den  Bogen  mit  einge- 
manerten  Enden  die  Wirkung  einer  Tempeiatiir*»ErbOhung  dafstellen 
Wörde  (Fig.  373). 

TTm  den  Horiiontaldruck  ff  und  das  Eraftmoment  zu  be- 
reclinen,  bat  man  sieb  die  eine  Hälfte  ÄC  m  eine  feste  Wand 
eingesebloBsen  sn  denken,  und  auf  die  andere  Hftlfte  ßC  nnnmebr 
die  Tabelle  des  §  81  anzuwenden.  Indem  man  die  Horizontal- 
?erscbiebmig  des  Endpunktes  B  (wie  in  §  86,  Gleicbnng  7)  gleieb 
hl  setzt»  und  den  flir  m  aus  jener  TM>elle  sn  entnehmenden  Weiib 
gleieb  Null  setzt,  erhftlt  man  die  beiden  Gletcbnngen: 

n  M  -  J ^J/l _i_      _  JSWZ/ 


m 

E% 


ans  denen  ffir  die  beiden  Grossen  H  und  M  die  folgenden  Werfcbe 
sieb  ergeben: 

_  ibhEFX 

4)  3Ä=-3^Ä/==^,^^^^. 

Die  im  Scheitelquerschnitte  herforgebracht«  groasttj  Druck- 
spannung (pro  Flächeneinheit)  hat  die  Qrösse: 


6)  fif--|-  +  -j-cJ5r/-a»), 

Bitter,  lngGiiiear>ll«ahiatt.  S.Aafl. 


16 
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und  die  in  jedem  von  den  beiden  Bndquerscbnitten  hervorgebrachte 
Druckspannung  hat  die  Grttose: 

6)  8'  =  ^^+^m. 

Nach  Substitution  des  oben  für  SR  gefundenen  Ausdruckes  er- 
halt man  für  diese  beiden  Msrimalspannungen  die  Werth«: 

Da  die  Grösse  cos  e  nur  wenig  kleiner  als  „Eins'^,  dagegen 
fwF 

der  Quotient    ^  ■■  etete  betrftchUieb  grosser  als  „Gins"  Toiaiis- 

zusetzen  ist,  so  wird  6'  immer  die  grössere  von  jenen  beiden 
Spannungen  sein. 

Nach  Substitution  des  in  Gleichung  3)  für  //  gefundenen 
Werthes  nehmen  die  obigen  beiden  Gleichungen  die  folgenden 
Formen  an: 

^)   ^  4F/*+l5X""' 

10)  s-  

Für  den  rechteckigen  Querschnitt  (von  der  Höhe  h)  ist 
%  =  -^2*         ^  ~  ~2      ^^'^"^t  ^  diesen  fall: 

11)  ^  «16»^Ä(2/-f  Ä) 


12)  = 


IG/-  -}-  16 Ä« 
tbhEh  (4/-f-Acose) 


16/2+  15  A» 

Wenn  man  hierin  wieder  (wie  bei  dem  in  §  85  berechneten  Zahlenbei- 
spicle)  ^  =  "2QQQ»  ^'  =  20000,       —\  setzt,  so  erhält  man  die  Wcrtbe: 

5=5,    S'   -  8,86  -f  0,55  •  cos  e , 
fin<l  (1a  cos  e  annäh.'niriy!«wpi<>o  j^l  ich  ..Eins"  ges»!tzt  worden  darf,  so  ergiebt 
»ich  hieraus  für  die  bei  einer  Temperatur- Erhöbung  von  41  Graden  (Cölaiua) 
eintretende  grösste  Druckspanuung  der  Werth: 

8'  =  9,4  Kil.  pro  QnadrataiiUiiDctar. 
Derselbe  betragt  nahezu  das  Vierfache  Ton  dem  in  §  85  gefundenen 
Werthr',  und  zeigt,  dass  die  T-  nif  ratur-Aenderungen  bei  dem  Bogen  mit  ein- 
gemauerten Enden  einen  noch  viel  nachthciligeren  Eini^ass  aiuilben,  bei 
dem  Bogcu  mit  Qelenkpunkteu  au  den  Enden  (vergl.  §  85). 
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§  94. 

Spannungen  in  ROhren. 

Wenn  die  Länge  der  liöhre  als  Längeneinheit  gewählt  wird, 
repräsentirt  in  der  Querschnittsfigur  jede  Längeneinheit  der 

inneren  oder  äusseren  Querschnitts- 
peripherie eine  Flächeneinheit  resp. 
der  inneren  oder  äusseren  Wandober- 
fläche (Fig.  374).  Man  kann  daher  eine 
Röhre,  bei  welcher  auf  jede  Flächen- 
einheit der  inneren  Wandfläche  der 
Druck  ;>i  und  auf  jede  Flächenein- 
heit der  äusseren  Wandfläche  der  Druck 
Pf  wirkt,  auch  als  einen  Kreisring  be- 
tnMshtan,  bei  welchem  auf  jede  Längen- 
einheit der  innerefl  Peripherie  der  Druck 
Pr  üod  ftuf  Jede  Lftogeneinheit  der 
ftnsseren  Peripherie  der  Druck  wirkt 

Doreh  dieee  DrQcke  werden  in  den  «inzeloen  (nnendUdi 
Mbmnlen)  eoncentrisohen  ringfltrmigen  Ifasern,  siie  welchen  man 

eich  den  gansen  Hing  losam- 
mengeeetit  denken  kann,  Zng* 
oder  Drack-Spannmigea  her- 
?orgebraeht,  welche  an  allen 
Stellen  einer  und  derselben 
fiingfiuer  gleiche  Giitaee  haben. 
Ausserdem  wird  auf  eine  solche 
Bing&ser  an  jeder  Stelle  so- 
wohl Ton  der  inneren  als  Ton 
der  äusseren  Sdte  her  ein  ra- 
dial gerichteter  Druck  Aber- 
tragen,  und  wenn  mit  p  die 
Grösse  des  Druckes  pro  Län- 
geneinheit (oder  pro  Flächen- 
einheit) bezeichnet  wird  im  Ab- 
stände ß  vom  Mittelpunkte,  so 
wird  mit  p  dp  der  Druck  im 
Abstände  p  -f-  flp  zu  bezeichnen 
sein.  Hiernach  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  375  dargestellte 
Weise  den  Gleichgewichtsxustand  des  dem  Ceotriwiukel  d<f  ent- 
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sprechenden  unendlich  kleinen  Bogenstückes  einer  solchen  Rinf^faser 
veranschanlichen ,  und  indem  man  die  alg*'braische  Sumiiie  der  in 
radialer  Kichiuüg  wirkenüeü  üeitenkräfte  gleich  Null  seUt,  erhält 
mau  die  Gleichung: 

1)   0  =  2 sin  (^^-^-^(p^  dp)  (p  +  dp) <i9  —  pprf9. 

Hierin  kanii  statt  Bin(  ^^^  gesetst  werden,  und  uush  Weg- 
lassung des  gemeinschaftlichen  Factors  do  kann  man  dieser  Glei- 
chung, indem  man  das  Glied  dpilz  al«5  unendlich  kleine  Grüsse 
zweiter  Ordnung  unterdrückt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

Das  gleichzeitige  Vorhandensein  der  Spannungen  s  und  p  be- 
dingt eine  peripherische  Ausdehnang  der  Ringfaser  und  zugleich 
eine  radiale  Zusammendr&ckung  derselben.  Die  in  Folge  dessen 
eintretende  Forai*  und  Lagen -Veränderung  des  oben  betrachteten 
unendlich  kleinen  Bogenstückes  derselben  kann  man  sich  auf  die 

in  Fig.  376  angedeutete  Weise  veran- 
Fig.  37Ü.  schaulieben.    Für  das  peripherische  Ver- 

  ...  /       längerungs- Verhältniss  desselben  ergiebt 

\     J :     sich  aus  dem  Elasticitätsgesetze  die  Glei- 

n  /  itHk  chung: 

und  für  das  radiale  Verkfinungs-Ter- 
hältniss  erhftlt  man  (ehen&lU  nach  dem 
£lasticität^;esetse)  die  Gleichung: 

^  ^/p  E ' 

oder: 

^     dp  E 

Für  diesen  letzteren  Differeuzialqiiotienten  findet  man  ans  Glei- 
chung 4),  indem  mau  dieselbe  diflerenziirt,  den  xVusdruck: 
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Durcü  GleichseUuug  der  in  den  letzteren  beiden  Gleichungen  für 
den  Differensialquotienteii        gefundenen  Ausdrücke  erhftlt  man 

eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 
8)  a+j,«-p-^. 


Für  die  auf  der  linken  Seite  stehende  OrOsse  ergiebt  sich  aus 
Oleiehung  2)  der  Werth: 

und  die  Gleichsetatung  dieser  beiden  für  die  Grosse  s  + 1'  g^Ain» 
denen  Werthe  fttbrt  sn  der  Gleichung: 

Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  B)  nach  p  differaniürt  und  in 

fls  (i  p 

derselben  nachher       statt    /  setzt,  so  erlüilL  man  die  GleicUuuL'eu: 

rfp  r/p  ^ 


ds 

TQr  den  Differenualquotienten         welcher  abkflrzungsweise 

mit  z  bezeichnet  werden  soll,  ergiebt  sich  aus  Gleichung  b)  der  Werth: 

und  nach  Einführung  dieser  Bezeichnungsweise  kann  man  der  Glei- 
chung 12)  auch  die  folgende  Form  geben: 

14)   ^-^^ 

z  ? 

Iiiviem  man  diese  letztere  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwisciieu  den  Grenzen  und  z,  auf  der  rechten  Seite  zwischen 
den  Grenzen     und  p  -  gelaugt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

'  's' 


15) 


/■:■-=-'/ 


P 

r. 


16)  ig(;-)=-3i«(;j. 
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ds 

Wwn  man  nunmehr  für  die  OrOsBe  z  wieder  ihren  Werth 

dg 

einsetzt,  so  kann  man  der  letzteren  Gleichung  auch  die  folgende 
Form  geben: 

18)  dt~z,r\-^- 

Durch  nochmalige  Ausführung  der  Integration  erhält  man  äisdana 
die  Gleichungen: 

19)  fäs  =  ^.r\]'f^ 

Nach  Substitution  des  aus  dieser  letzteren  Oleicbung  för  s  ivt 
entnehmenden  Werthee  kann  man  der  Gleichung  2)  auch  die  Form 
geben: 

21)  I».--".;'  {i-r^<if — 

und  gelangt  durch  Integration  derselben  zu  den  nachfolgenden 
Gleichungen: 

23)    (..  +  '[p  )  (r,  -  r. )  +  '[^'  (  i  -±)  =  p,r,-  p,  r. . 

Wenn  man  endlich  in  dieser  letzteren  Gleichung  filr  die 
GrOeee  0,  den  aus  Gleichung  13)  lu  entnehmenden  Ausdruck: 


2.)   = -  (-■-^-^' ) 


suhfltttuirt  und  dieselbe  nachher  für  e,  aufUtot,  so  erbfttt  man  die 
Gleichungen: 

25)  (i.:=Ü!.)(r,-r.)  +  (i^-^''  )(r.-r,)-;i=ftr.-Rr„ 

26)  ^  =  Iikl±p-  -£l±. 

— 

Nachdem  auf  solche  Weise  der  Werth  der  constanten  Oröss^e 
s,  bestimmt  worden  ist,  kann  man  nunmehr  die  Gleichung  20) 
benutzen,  um  die  veränderliche  Grösse  a  als  Function  des  Halb» 
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messers  p  darzustellen.  Zu  diesem  Zwecke  bat  tohti  darin  zunächst 
für  ?j  den  in  Gleichung  24)  angegebenen  Werth  und  nachher  tür 
»,  den  in  Gleichiiii^^  2B)  pefiindenen  Auadruck  zu  subsütuiren.  Mau 
erhält  daun  für  s  die  Gleichungen: 

27)   ,=i'JrI±£'L+/'.(^;-g').  oder: 

,  y.r;(p'+'-;)-ftr;(p'+r;) 
'  e'M-r;) 

welche  letctere  nach  SutwUtatlon  der  Werthe  s » und  p  =^ 
die  folgende  Vorm  annimnit: 


29)  ^^.^-I-i^sC^i-l-O. 


r;— r; 


§  95. 

Bartdmaiig  dir  «rfordtritehM  Wanättürk«. 

Um  bei  gegebenem  inneren  Halbmesser  des  Bohres  die  er- 
forderliche WendsUrke: 

1)  A  =  r,— r, 

fni  dasselbe  zu  berechnen,  hat  man  die  st&rkste  in  dem  Rohre 
vorkommende  Spaonimg  gleich  der  praetiseb  saUssigen  Spannung 
8  ra  seilen. 

Wenn  man  in  den  Gleicbnngen  26)  und  29)  des  Yorigen  Para- 
graphen snnftcfast  die  Werthe  pt=p  und  p%=»0  snbstituirt,  so 
nehmen  dieselben  die  Formen  an: 


2) 


Für  das  Verbältoiss  dieser  beiden  Spannungen  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 

Man  erkennt  nm  dip'^er  OlpirhiinEr.  dass  bei  innerem  Drucke 
stets  an  der  inneren  Peripherie  die  stärkste  Sfvannung  stattfindet. 
Für  diesen  Fall  hat  man  demnach  .<?,  —  S  zu  setzen,  und  wenn 
man  ausserdem  für  den  aus  Gleichung  l)  zu  entnehmenden 
Werth  substituirt,  so  nimmt  die  Gleichung  2)  die  folgende  Form  an: 


M    ff-  n  fCn  -|-^)'4-rM 
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Doreh  AuflOsang  denelben  erbftlt  man  für  das  VeThflltniBs  ^ 

den  Werth: 

Ans  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

^  =0,1       0,2      0,3      0,4      0,5      0,6  0,7    0,8  0,9  1 

—  =0,1056  0,225  0,363  0,528  0,732  1     1,38  2     3,36  oo. 

Wenn  man  ein  aaderea  Mal  die  Werthe  —  0  und  Pt^P 
Babstitairt,  so  nehmen  die  Gleichungen  26)  und  29)  des  rorigen 
Paragraphen  die  Formen  an: 

und  man  erbili  fBr  das  Yerbftltnias  der  beiden  Spamrangen  den 
Werth: 

^  r\-\-rl 
Man  erkennt  ans  dieser  Qleichuog,  dass  bei  äusserem  Drucke 
ebenfalls  an  der  inneren  Peripherie  die  stärkste  Spannung  statt- 
findet, und  zwar  ist  dieselbe  in  diesem  falle  eine  DruckspannuDg. 
Wenn  man  demgemftss  8i=  —  S  und  ausserdem  wieder  -}- 1 
statt  r,  setzt,  so  erhftlt  man  aus  Gleichung  7)  für  das  Verbftltniss 

-  den  Werth: 


s 

2p 

Aus  dieser  Qleichung  ergeben  sich  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

^=0,1      0,2      0,3      0,4  0,5 

-^  =  0,118    0,291    0,581    1,236  oc. 

W»Min  man  endlich  =  p.^  =  p  settt,  so  nehmen  die  Gloi- 
chungeu  26)  und  21»)  des  vorigen  Par^rapbeu  die  Formen  an: 

U)    5,  =      —  p. 
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Bei  gleicher  Qrösse  des  inneren  und  äussereD  Druckes  entsteht 
also  in  der  Robrwand  eine  überall  gleichförmig  vertheilte  Druok« 

apftniiung"  von  eben  derselben  Grösse. 

Dass  unter  gewissen  Umständen  die  stärkste  Spannung  auch 
an  der  äusseren  Peripherie  entstehen  kann,  erkennt  man  aus  Glei- 
chung i^»')  des  vorigen  Paragraphen,  indem  man  darin  beispiels- 
wei^    gleich  Null  setzt;  man  erhält  daou  die  Bedingaogsgleichuog: 

12)  = 

und  ans  Gleichung  29)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sieh  fftr 
der  zugehörige  Werth: 

13)  .  =  -,.(^'-Vi)  =  -;.Ci^-) 

Auf  analoge  Weise  tiiidet  mau,  dass  8^  gleich  Null  wird,  wenn 
die  liedingUDgsgleichung: 

erfüllt  ist,  und  dass  für  diesen  Fall  die  Spannuiig  ^i,  den  "Werth 
annimmt: 

i^»)  «.=/'.C:  +  :i-)=A(^)-  . 

Bei  der  Berechnung  der  erforderlicheD  Wandstärke  A  wird 
man  jedecb  auf  solche  Fftlle  keine  BOcksicht  zu  nehmen  haben  — 
aus  dem  Glrunde  nftmlieh:  weil  stets  einer  von  den  beiden  FftUen 
des  einseitigen  Druckes  —  also  entweder  der  Fall,  in  welchem 
nur  der  innere  Druck «  oder  der  Fall,  in  welchem  nur  der  inssere 
Druck  vorbanden  ist  —  als  der  ungQnstIgere  Fall  eine  grossere 
Wandstärke  erfordern  wird  als  der  Fall  des  gleichzeitigen  Vor* 
handenseins  beider  DrQcke.  Man  wird  daher  in  solchen  Fftllen,  wo 
die  Drücke  und  beide  von  Null  verschieden  sind,  die  erforder- 
liche Wandstärke  A  in  der  Weise  zu  berechnen  haben,  dass  man 
das  eine  Mal  nur  den  Druck  j?,,  das  andere  Mal  nur  den  Druck 
]\  als  vorhanden  betrachtet,  und  von  den  beiden  auf  solche  Weise 
für  A  gefundenen  Wertben  nachher  den  grosseren  auswählt  , 

§  96. 

Rekrfiii  mit  Verttlrkuagtrinean. 

Aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sieb  für 
psstS  der  Werth  A=  x;.  Man  erkennt  hieraus,  dass  bei  allei- 
nigem Torhandensein  eines  inneren  Druckes,  welcher  die  praetiseh 
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zulässige  Spannung  5^  übersteigt,  es  überhaupt  niclit  mehr  möglich 
sein  würde,  eine  genügende  Wandstärke  herzu- teilen.  Denn  bei 
jeder,  wenn  auch  noch  so  grossen  Wandstärke  wurde  an  der  inneren 
Peripherie  in  diesem  Falle  eine  Zugspannung  entstehen,  welche 
die  practisch  zulässige  Spannung  überschreitet. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  in  solchem  Falle  der  Herstellung 
eines  Rohres  von  genügender  Stärke  sich  entgegenstellen,  kann 
man  dadurch  überwin/ien,  dass  man  auf  irgend  eine  Weise  einen 
Druck  auf  die  äussere  Wandfläche  künstlich  hinzufügt  und  hier- 
durch bewirkt,  dass  die  Zugspannung  an  der  inneren  Peripherie 
wieder  bis  auf  die  practisch  zulässige  Spannung  vermindert  wird. 

Um  die  erforderliche  Grösse  dieses  hinzuzufugenden  äusseren 
Druckes  zu  berechnen,  hat  man  in  Gl^chnng  26)  des  §  91  den 
Werth  Bi^8  VBL  snbatitDireo;  man  eiliäU  dann  durch  AufUisnng 
Jener  Gleichung  für     den  Werth: 

1)  Ä-  

Wenn  7.  Tl  /»,  _  1/2 .  »9  und  ==  2rj  ist,  so  ergiebt  sich  aus 
dieser  Gleichung  für  p,  der  Werth: 

2)  jj,  =  g  S, 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  wfirde  —  nach 
Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  —  an  der  inneren  Peripherie 
eine  Spannung  entstehen  von  der  Grttese: 

3)  */  =  2Ä 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  fiusserei.  Druckes  würde  —  nach 
Gleichung  7)  des  vorigen  I\ir;i.;iaphen  —  an  derselben  Stelle  eine 
Spannung  entstehen  von  der  Grösse; 

4)  s^"  =  —  S. 

Rei  gleichzeitigem  Vorhandensein  beider  Drücke  entsteht  also  an 
der  inneren  Peripherie  eine  Spannung  von  der  GrOese: 

An  der  Süsseren  Peripherie  wird  Ton  dem  inneren  Drucke 
—  nach  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 

6)        =  0,8  .  S 

hervorgebracht,  und  von  dem  äusseren  Drucke  —  nach  Gleichung  8) 
des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 
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7)  s, 


Bei  gleiebieitigem  Vorhandensein  beider  Drücke  entatebt  also  ao 
der  ftnsseren  Peripberie  eine  Spannmig  Ton  der  QrOsse: 

Fdr  ein  sweites  Bbbr,  dessen  innerer  Halbmesser  gleich  r,  ist, 

3 

Wörde  bei  dem  inneren  Drucke     =     S  —  nach  Gleichung  G) 

o 

des  vorigen  Paragraphen  —  eine  Wandstärke  erforderlich  sein  Ton 
der  QrOsse: 

9)   r, —r,  =  0,483.  r,. 
Denkt  man  sieb  das  zweite  Eohr  über  das  erste  gesoboben, 
während  beide  BAhren  in  den  oben   beschriebenen  Spannung!- 


welchen  zu  der  im  Abstände  g=r^  =2r,  hervorgebrachten  Span- 
nung der  innere  Druck  allein  liefert,  ergiebt  sich  aus  jener  Glei- 
chung der  Werth: 


Das  Aufhören  des  inneren  Druckes  würde  zur  Folge  haben,  dass 
die  Spannung  in  diesem  Abstände  um  eben  dieselbe  Grösse  sich 
vermindert.  Ohne  das  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  würde 
also  an  der  äusseren  Pt'ripherie  des  inneren  Bohres  eine  Span- 
nung übrig  bleiben  von  der  Grösse; 

11)       —  a  =  — 0,3174.5, 
nnd  an  der  inneren  Peripherie  des  äusseren  Rohres  eine  Span- 
nung Ton  der  Qrösse: 


Fig.  377. 


zuständen  sich  befinden,  so  er- 
kennt man,  dass  die  beiden  Röhren 
alsdann  den  DrucJ^ix,  an  der  Be- 
rührnngsfläcbe  auf  einander  ge- 
genseitig übertragen  werden  (Fig. 
377).  Die  Beiträge,  welche  zu  den 
in  diesem  Doppelrohre  hervorge- 
hrachten  Spannungen  der  innere 
Druck  ;)j  l,2.iS  liefert,  kann 
man  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
einem  einfachen  Kohre  nach  Glei- 
chung 28)  des  ^  9t  berechnen, 
indem  man  darin  r,  statt  und 
=0  setzt.    Für  den  Beitrag, 


10)    (?  =  0,4924.5. 
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12)    .9— «y--  0,5070  .  S. 

Bei  diesen  Spannungszuständen,  welcbc  die  beiden  mit'in- 
ander  verbundt'n»'n  Röhren  lediglicii  durch  ihre  l!llasticitätsi(räfte 
in  einandor  gegenseitig  erzeugen,  befindet  sich  das  innere  Rohr  im 
zusammenjjedrücifben  Zustande,  und  das  Verkürzungsverhältniss 
seines  äusseren  Halbmessers  hat  oacb  dem  Elasticitätsgesetze  die 
Grösse: 

13\     &  _  0,3174.5 

Das  äussere  Kohr  dagei^eii  belindet  «ich  im  an«!^edf^hnfon  Zustande, 
lind  das  VerlängeruogsrerhäitDLSs  seines  inneren  Halhuiessers  hat 
die  Grösse: 

...     X  0,5076.5 

1*)  tr  = 


r,  E 

Wenn  also  die  beiden  Röhren  von  einander  ^^etrennt  wurden, 
und  ein  jedes  in  seinen  natürlichen  (spanuungslosen)  Zustand  über- 
ginge, 80  würde  der  äussere  Halbmesser  des  inneren  Kobros  die 
Grösse  annehmen: 


15)   i?=r,(l+  ^  y 


und  der  innere  Halbmesser  des  äusseren  iiohres  würde  die  Grösse 
auuehmeo: 


16)  «  =  r.(l— 


Für  die  Differenz  dieser  beiden  Halbmesser  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 

17)  i?_»l  =  r,.-^-''^. 

Wenn  beide  Röhren  aus  Schmiedeisen  bestehen,  so  ist  S=6  und 
20000  zu  setzen;  es  wird  also  in  diesem  Falle: 

18)  =  0,0002476. 

Um  das  äussere  Bohr  in  spannnngslosem  Zustande  über  das 

innere  Rohr  schieben  zu  können,  müsste  man  das  erstcre  zuvor 
durch  Erwärmung  so  weit  ausdehnen,  bis  der  Halbmessür  des- 
selben um  JlT.ö  Milliontel  sein  r  L-Xr\rrp  sich  vergrössert.  Da 
S'-hniiedeisen  bei  einer  Temperatur-Erhöhung^  von  1  Grad  (Celsius) 
um  12,2  Milliontel  sich  ausdehnt,  so  würde  hierzu  eine  Temperatur- 
Erhöhung  von  20,3  Graden  erforderlich  sein. 
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Die  leUtereu  Zahlenwerüte  dürleii  jedoch  nur  als  Äonaheroogswcrthe 
betrachtet  werden,  weil  bei  obiger  üntenaehuig  keine  BDcksieht  deratif  ge- 
nommeD  wrade«  daee  in  Wirklichkeit  die  Verlängerang  einer  in  ihrer  Längen- 

richtting  gezog-pnen  Stange  (oder  Ringfaser),  wclrlic  glf^ifhzoitii,'  einem  recht- 
winkelig zur  Langenrichtuiig  wirkenden  Drucke  nii''i."^'^''^t7t  ist,  stets  grosser 
ist  als  diejenige  Verlängerung,  welche  dem  alleiuigeu  Voriiaudcasein  der  Zug- 
epanniiDg  entspreeban  wQrde  —  nnd  data  Oberhaupt  die  Langeninderung  einer 
8t«iige  nicht  nur  durch  die  in  der  Längenrichtong  atattfindenden  Spannungen, 
sondere  auch  durch  die  rechtwinkelig  an  der  Lingenrichtnng  vorhandenen 
SpaDnungao  beeinäaset  wird. 
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Theorie  des^Erddruckes  und  Bere€hnii]ig  der 

Futtermauern. 


Eine  aus  lose  auf  einander  liegenden  Körnern  bestehende 
Erd-  oder  Sandmasse  kann  —  im  Gegensätze  zu  den  sogenannten 

festen  Körpern  —  betrachtet  werden  als  ein  Körper,  welchem  so- 
wohl die  Widerst  In  1p  gegen  Zugkräfte  als  auch  die  Widerstände 
gegen  AbscheeruDgskriifte  gänzlich  fehlen;  oder  als  ein  Körper, 
bei  welchem  die  einer  Formänderung  entgegen  wirkenden  inn*  ren 
Kräfte  lediglich  in  Normaldrücken  und  den  zugehörigen  Keibungs- 
widerständen  bestehen. 

Durch  llciniischuntr  i'incs  I'inJemiltels  kann  in  der  Erdinas!«e  eine  Art 
von  Cobüsiun  erzeugt  werden,  welche  bewirkt,  da->d  ihr  Verhalten  äusseren 


.i.  .^.N  ^ verwandelt  Würde.  Denkt  man 
sich  auf  die  in  Fig.  378  angedeutete  Wdse  eine  unter  dem  Winkel  a 
ansteigende  Ebene  durcb  die  Erdmasse  bindurcbgelegt,  so  erkennt 


Natürlicher  B(ischungswinke1. 


Fig.  m 


Kräften  gegenüber  dem  der  festen 
KDrpdr  mehr  oder  weniger  ihnlieh 

wird.  Auf  diese  in  den  nieisteo  Flllmi 

\\irkli<:li  vurluiiKlene  Coliäsion  soll 
einstweilen  keine  HQcksicbt  genommen 
werden. 


Der  Gleichgewichtszustand 
einer  auf  horizontaler  Uoden- 
fläche  lagernden  Erd-  oder  Sand- 
MaSde  würde  nicht  gestört  wor- 
den, wenn  irgend  ein  Theil  der- 
selben in  einen  starreu  Körper 
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man,  dass  der  oberhalb  dieser  Ebene  befiudlicUe  Tlieil  derselben 
wie  ein  auf  schiefer  Ebene  ruhender  starrer  Körper,  nur  durcli 
die  Reibungswiderständc  verhindert  wird,  auf  dieser  schiefen  Ebene 
hinabzugleiten.  Ein  solches  Hiuabgleitcu  würde  wirklich  statt- 
findeu,  wenn  der  Neigungswinkel  a  grösser  wäre  als  der  Keibuugs- 
wiakel  9.  Wenn  alco  die  freie  Obei fläche  der  Erdmasse  au  irgend 
einer  Stelle  mit  der  Horiiontalen  einen  Winkel  bildete,  welcher 
grösser  iet  als  der  Beibnngswinkel  9,  so  wOrde  kein  Gleichgewicht 
möglich  sein;  denn  in  solchem  Falle  wfirde  es  stets  m^lich  sein. 
Jene  Ebene  so  xn  legen,  dass  ein  Gleiten  des  obeihalb  derselben 

befindlichen  Theiles  der  Erdmasse  wirk- 
lich eintreten  mQsste.  Hieraus  folgt, 
dass  der  sogenannte  „natürliche  Bö- 
schungswinkel" oder  deijenfge  Grens- 
winkel,  bis  zu  welchem  der  Neigongs- 
Winkel  der  freien  Oberfläche  höchstens 
TSigrOssert  werden  kann,  ohne  dass 
dn  Gleiten  eintritt,  stets  gleich  dem 
Beibangswinkel  ist  (Flg.  379).  Wenn 
man  diesen  natürlichen  iSüscbungs- 
Winkel  auf  experimentellem  Wege  ermittelt  hat,  so  kann  man  den 
fieibungscoefficienten  nadiher  berechnen  ans  der  Gieichong: 

1)  /-tg9. 

Ans  den  zu  sol<diem  Zwecke  ausgeführten  Versuchen  haben 
sich  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe 
ergeben. 


1 

MBterial.  1 

f 

Gewicht  einet  Cabikmeten. 

Natürlicher 
Btechnngs- 
wlnkel. 

R«ibun«r*;- 
Coeflicieut. 

OrobM  Oetdlle  .  .  |J  1800  Kil.  hw  1700  Kil. 

80*  bis  48« 

0,58  bis  1,11 

Feiner  Sand.  .  .  .  |i   140a  «    »   2S00   ,     |  28*  .  40<* 

0,42  ,  0,84 

» 

1   1200  •  ,    ,   2800   ,       tl*  ,  65* 

0,81  ,  1,48 

1  Blei-Schrot  .  .  .  .  | 

6750  KiU 

23<>  ,   21«  j  0,42  ,  0,51 

760  . 

25»  ,  80»  1  0,47  ,  0,68 

1  iüne  

650  , 

23«  .  25« 

0.42  .  0,47 

1000  . 

0»    !  0 

1^ 
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§  98. 

Aotivtr  HRd  ^Itftr  Erddnicfc. 

Denkt  man  sich  bei  einer  auf  horizontaler  Bodenflftche  lagern- 
den und  an  eine  vertieale  Wand  eich  anlehnenden  Erd-  oder 
Sandmaue  die  Dimensionen  jedes  einzelnen  Sandkornes  auf  das 
Hundertfache  oder  Tausendfiiche  Toigriissert,  so  erkennt  man  leichtt 
dass  der  Druck,  welchen  ein  solcher  Haufen  von  mehr  oder  weniger 
unregeUoftssig  gefonnten  SteinbiOcken  gegen  die  vertieale  Wand 
ausGbti  sowohl  von  den  Formen  der  einzelnen  Blocke,  ab  auch  von 
der  Art  ihrer  Anordnung  abbftngen  wird.  Bei  entsprechender  Aus- 
wahl und  Anordnung  der  einzeken  Blocke  wQrde  es  in  maDchen 
Fällen  mOgUch  sein,  aus  denselben  ein  Qebftude  in  solcher  Weise 
aufzubauen,  dass  dasselbe  ohne  Mörtelverband  und  ohne  an  die 
Wand  sich  anzulehnen  auf  der  horizontalen  Bodenflftche  im  Gleich- 
gewichte sich  halten  könnte. 

Hieraus  folgt,  dass  zu  der  Bestimmung  des  wirklichen 
Druckes,  welchen  die  Brdmasse  gegen  die  vertieale  Wand  ausübt, 
eine  microscopiscbe  Ausmessung  der  Form  jedes  einzelnen  Sand- 
kornes, sowie  eine  genaue  Kenntniss  von  der  Art  und  Weise,  wie 
ein  jedes  in  seine  Lage  j^elangte,  erforderlich  sein  würde.  Aber 
selbst  dann,  wenn  diese  Vorbedingung  erfüllt  wäre,  und  wenn  es 
gelingen  sollte,  die  von  den  unregelraässigen  Formen  der  einzelnen 
Sandkörner  herrührenden  Kecbnungsschwierigkeiten  zu  überwinden, 
so  würde  doch  dem  He^nltate  kein  jiractischer  Werth  beizulegen 
sein,  insofern  dfisspll  e  imn  er  nur  für  den  vorausgesetzten  specieilen 
Fall  Gültigkeit  beanspruciicii  könnte. 

üm  zu  praetisch  brauchbaren  Kesultaten  zu  gelangen,  wird 
u]an  vielmehr  —  wie  iui  vorigen  Paragraphen  schon  geschehen  — 
die  Erdmasse  als  einen  continuirlichen,  nur  durch  das  Vorhanden- 
sein der  Reibungswiderstände  von  einer  Flüssigkeit  sich  unter- 
scheidenden, Körper  zu  behandeln  habeii,  uüd  udi  duuiit  begnügen 
müssen,  auf  Grundlage  von  Erfubt ungsresultaten  gewisse  Grenz- 
werthe  zu  ermitteln,  in  Bezug  auf  welche  behauptet  werden  darf, 
dass  die  Grösse  des  wirklichen  Druckes  zwischen  denselben  liegen 
muss. 

Denkt  man  sich  die  feste  vertieale  Wand  ersetst  durch  eine 
bewegliche  (gewichtlos  and  vollkommen  glatt  vorausgesetste)  ebene 
Platte,  welche  durch  eine  Horizontalkraft  K  gegen  die  Erdmasse 
gedrückt  dieselbe  im  Gleichgewichte  lAlt,  so  erkennt  man,  dasa 
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dte  Bestimmung  des  fSrddrnckes  hieidaroh  auf  die  BestimtnDng 
d«r  Kmft  K  surfickgefShrt  wird,  insofern  diese  Eiaft  stete  dem 

wirklichen  Drucke  der  Erdmasse 

gegen  die  Platte  gleich  und  ent- 
gegengesetat  sein  wird  (Fig.  380). 

Der  untere  Grenzwerth,  bis  zu 
welchem  hinab  die  Grösse  der  Knfl 
höchstens  abnehmen  dürfte,  wenn 
die  Platte  nicht  durch  den  £rd- 
druck  zurückgedrängt  werden  soll, 
entspricht  dem  Falle  des  sor^'pnann- 
ten  activen  Erddruckes,  oder  dem 
Falle,  bei  welchem  die  Krdmaspp  im  Begriffe  steht  vorzurücken 
und  die  Platte  vor  sich  her  zu  schieben  —  also  gewisserniassen 
activ  aufzutreten. 

Der  obere  Grenzwerth,  bis  zu  welchem  hinauf  die  Grösse 
der  Kraft  A'  höchstens  zunelimen  dürfte,  wenn  nicht  eine  Bewegung 
der  Platte  im  Sinne  der  Kraft  A'  eintreten  soll,  entspricht  dem 
Falle  des  sogenannten  passiven  Erddruckes,  bei  welchem  die  Erd- 
masse auf  dem  Punkte  steht,  von  der  Platte  zurückgedrÄngt  zu 
werden  —  also  gewissermassen  passiv  sich  verhält. 

§  99. 

Activer  Druck  einer  Erdmasse  mit  horizontaler  Oberfläche. 

Eine  Honzontaikratt  A',  welche  auf  einer  schiefen  Ebene  vom 
Neigungswinkel  a  einen  Körper  vom  Gewichte  Q  am  Hinabgleiten 

verhindern  soll,  muss  mindestens 
die  Grösse  haben: 


Yi%  881. 

C 


7^:7r?         I)  A:=<?tg(d~9).*) 


• .  .  .  •  •  »• 


Der  Gleichgewichtszustand  der 
in  Fig.  381  dargestellten  Erd- 
masse würde  keine  Störung  er- 
leiden, wenn  sowohl  der  prisma- 
b.m^w*xvk^s\;s^^       tische  Theil  AHC,  als  auch  der 

ganze  Kest  der  Erdmasse,  jeder 
in  einen  starren  Körppr  verwandelt  würde.  Da  die  gef^fn  die 
Platte  wirkende  Horizontalkraft  K  gross  genug  sein  soll,  um  jede 
Bewegung  der  Erdmasse  überhaupt  zu  verhindern ,  so  muss 


*)  Yergl.  .Teelraiselie  MecliAsik*.  (^«bente  Aofl.)  §  74. 

Bitter,  lagivtcAcoMMtanlk.  a  AoS.  19 
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dieselbe  jedeofalU  auch  gross  genug  sein,  um  das  Hinabgleiten  dee 
Prismas  ABC  längs  der  Gleitflacho  AC  zn  verhindern.  Wenn  die 
lAnge  des  Prismas  (oder  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  stehende 
Dimension  der  firdmasse)  als  Längeneinheit  gewählt,  und  das  Ge- 
wicht der  Erdmaese  pro  Cabikeinheit  mit  y  bezeichnet  wird,  so  ist 
nach  Fig.  381 

2)    0=   ^  - 

TU  setzen,  und  man  erb&lt  für  die  GrOsse,  welche  die  £raft  K 
mindestens  haben  mnss,  die  Gleichung: 

^  2  ige 

In  dieser  Gleickung  hat  man  für  $  denjenigen  Werth  einsn- 
setaen,  für  welchen  K  ein  Maximum  wird;  denn  die  wiiirlieb  TQr* 
liandene  Kraft  K  soll  iipter  allen  ümstAnden  das  Hinabgleiten  des 
Prismas  ABC  Yerhindem  —  welche  GrOsse  ancb  immer  für  den 
Winiiel  ^  gewählt  werden  möge.  Indem  man  den  Dififerenzial- 
quotienten  von  iT,  nach  6  genommen,  gleich  Noll  setat,  erhält  man 
für  den  Winkel  B  die  Bedinguogsgleichung: 

'         cos(ö  —  9)»  cosd» 

welcher  man  nach  Mnltiplication  derselben  mit  dem  Prodacte  der 
beiden  Nenner  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

5)  sin  (i  cos  ß  —  sin  {6  —  o]  cos  (ö  —  9),  oder: 

6)  sin  2ö  =  8in(2ö  — 29). 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  der  beiden  Winkel 
2ß  und  26^  —  29  gleich  180^  sein  mnss;  folglich  hat  der  Winkel  4» 
die  Grösse: 

7)  ö  =  4&«-f-5->. 

Das  durch  lir  ^en  Werth  des  Winkels  ^  bestimmte  Erdprisraa 
ABC  wird  das  ,,  l^'risma  des  grössten  Dnirkes"  j^enannt.  Wenn 
man  diesen  Werth  in  Gl('ichnn<(  3)  substituirt,  so  erhält  man  für 
den  activen  Erddruck  die  Gleichung: 


8)  jr=4'..tg(«.-|-)'. 


Wenn  man  h=^i  setzt  und  die  Länge  eines  Meters  als  Längen* 
einheit  annimmt,  so .  bedeutet  y  ^  Gewicht  der  firdmasse  pro 
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Cubikmeter  nnd  K  den  acti?eii  0rnck  derselben  gegen  eine  ver- 
ticale  Boefatecklläcbe  von  1*"  Hohe  nnd  Lftnge.  Aus  obiger 
Oleiehnog  ergeben  sich  alsdann  die  in  nachfolgender  Tabelle  zn« 
sammengestellten  Zablenwerthe: 


Material. 

T 

9 

K 

Sdtüd   .  .  . 

180Ü  KU. 

30'^ 

300  Kil. 

Schrot   .  . 

6750  „ 

25« 

1370  „ 

Roggen  .  . 

750  „ 

30  0 

125   „  1 

Wasser  .  . 

1000  „ 

0» 

&00  „ 

§  100. 

Putiver  Onick  tiner  ErdmaM«  mit  korizontaler  ObtrUtolM. 

Wenn  bei  dem  in  Fig.  381  dargestellten  Falle  das  Erdprisma 
ABC  auf  der  Gleiifläche  AC  nicht  bergan  geschoben  werden  soU, 
so  darf  die  Kraft  K  höchstens  die  GrOsse  erreichen: 

1)  ür-^tg(ö  +  9)/) 

und  man  erhält  nach  Subetitution  des  im  vorigen  Paragraphen 
fär  Q  angegebenen  Ausdrudces  für  den  oberen  Qrenzwerth  von  K 
die  Gleichung: 

2)  ^--^  ^  

In  dieser  Gleichung  hat  man  für  B  denjenigen  Werth  einzu- 
setzen, für  welchen  K  ein  Mioirnnm  wird;  denn  die  wirklich  ?or- 
handene  Kraft  K  soll  flberfaaupt  keine  solche  Bewegung  des  Erd- 
prismas ABC  hervorbringen  —  wie  anch  Immer  der  Winkel  B 
gewfthtt  werden  milge.  Indem  man  wiederum  den  Dilfereoiial- 
quolienten  von  JT,  nach  0  genommen,  gleich  Null  setti,  erhält  man 
die  den  QleichuDgen  4),  5),  6)  des  vorigen  Paragraphen  analog 
gebildeten  Gleichungen: 

c08(«  +  9)«        coed«  * 

4}    sin  Ä  cos  ^  =  sin  (ö -|- 9)  COS  (ö -}- 9), 
ö)   sin  2 ö  =  sin  (2 ö  -f  2 9), 


*)  Vergt  «Techniteh«  H«ebuik".  (Siebente  AnfL)  §  74. 
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aiM  welcher  letsteren  (ttr  den  Wiokel  e  der  Werth  eich  eigieht: 

Naofa  Substitution  deseelben  erhftlt  man  ans  Gleichung  2)  fdr  den 
passiTsn  Erddruck  den  Werth: 

\N'enii  man  wiedeiuiti  A  =  1"  setzt,  80  erhält  Uian  mis  dieser 
Gleichung  die  in  nacbfolgemier  Tabelle  zusamiiiengesetzteu  Zableu- 
werthe: 


r- 

Hateriftl. 

T 

9 

K 

Sand  .  .  . 

ISOO  Kil. 

30» 

2700  Kil. 

Schrot  .  . 

6760  „ 

260 

8323 

Boggen  .  . 

760  „ 

30« 

112Ö 

Wasser  .  . 

1000  „ 

0« 

600  „  j 

Denkt  man  rieh  auf  boriiontaler  Bodenfliohe  neben  einander 
Isgernd  swei  Terscbledene  Erdmassen,  welche  durch  eine  beweg- 
liche Terticale  Sehddewand  getrennt  sind,  so  erkennt  man,  dass 
eine  Bewegung  der  lettieren  eintreten  wird,  sobald  der  aetive 
Druck  an  der  einen  Seite  grSsser  ist  als  der  passiv e  Druck  an 
der  anderen  Seite.  So  a.  6.  wOrde  bei  dem  in  Fig.  382  darge- 
stellten Falle  eine  Be- 
wegung der  Platte  nach 
der  Roggenseite  hin 
eintreten,  wenn  diese 
Bewegung  nidit  durch 
irgend  einen  Wider- 
stand verhindert  würde. 
Denn  nach  obigen  Ta- 
bellen beträgt  der  ao- 
tive  Druck  des  Schro- 
tes 1370  Kil.,  während 
der  passive  Qe^ciidriick  des  Koggens  nur  1125  Eil.  beträgt.  Um 
die  Bewegung  der  Platte  7\\  verhindern,  müsste  daher  eine  nach 
der  Schrotseite  hin  wirkende  Kraft  von  246  Kil.  noch  hinzngeffigi 
werden. 
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Activer  Druck  einer  Erdmasse  mit  natürlicher  BifschungsflttcKe. 

Wenn  man  in  Fig.  383  das  Verhältniss  der  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  gleich  dem  Verb&ltoiss  der  Sinus  der  gegenäberliegeodea 

Winkel  setzt,  so  erh&lt  man 


Fig.  383. 


die 


1) 


oder: 


znr  Bestinunang  von  x 
QleicliUQg: 

X  _  sin  (90«  —  6) 
h  ~~  8io  (d  — 9)  ' 

  kWAB 

*^ ein  (d  —  9) ' 
HieTD&4^  ksDD  man  das  Ge* 
wicbt  des  Erdprismaa  ABC 
berechnen  ans  der  Gleichung: 


2)  g  = 


2 


welche  nach  Substitution  des 
obigen  Werthes  Ton  x  die  fol- 
gende Form  annimmt: 

cos  (i  COS  9 

sin  ((9  —  9) 

Wenn  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  1)  des  §  -99  diesen 
Au<;druck  für  Q  eiosetzt,  so  erhält  man  für  den  activen  Erddruck 
die  GleichuDg: 

4)  -g    •  ^3^0  —  9)' 

in^  welcher  für  S  wiederum  derjenige  Werth  in  substttairon  ist» 
Itlr  welchen  K  ein  Maximum  wird. 

Um  diesen  Werth  su  finden,  hat  man  der  obigen  Gleichung 
die  folgende  Form  su  geben: 


Man  erkennt  dann,  dass  K  um  so  grösser  wird,  je  kleiner  der 
Winkel  ß  wird.   Da  jedoch  von  einem  Hinabgleiten  dos  Erdprismas 

mir  die  Rede  sein  kann,  so  lange  der  Neigungswinkel  der  Qleit- 
Üache  mckl  kleiner  iat  als  der  Keibuugswmkel,  :}ü  hat  man  <9  =  9 
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SO  setsen,  um  den  grOsatmOglieben  Werth  Ton  AT  su  erhalten. 
Folglich  hat  der  active  Erddruck  in  dieeem  Falle  die  GrOese: 

Wenn  man  wieder  ^  =  1*"  setst,  so  erhftlt  man  ane  dieser 
Gleichung  die  in  nachfolgender  TMieUe  nnammeDgestellten  Zahlen- 
wertbe: 


ttateriftl. 

T 

9 

K 

Sand  .  .  . 

1800  Eil. 

30« 

676  Kil. 

Schrot  .  . 

6760  „ 

25« 

2772  „ 

Eoggen  .  . 

750  „ 

300 

281 

Wasser  .  . 

1000 

0" 

600  „ 

§  102, 

Panifcr  Oniok  tliMr  ErimetM  mit  nalllrll«htr  BMiiiHinclHk 

Um  bei  dem  in  Fig.  383  datgestelltoii  Fklle  den  oberen  Grens- 
wettb  fSr  die  Eraft  K  au  berechnen,  hat  man  den  in  Gleichung  3) 
dflc  Torigen  Peragraphen  fQr  Q  gefundenen  Werth  in  Glächnng  1) 
dea  §  100  au  enbstitniren;  man  erhält  dann  die  Gleiehnng; 
•  7**    cos ö cos©    .  ,^  ,    .  , 


^yh^  a?«-f-tg9 


2      (1 -tg^ag9)(tgö  — tg9)  • 
Wenn  man  h'mm  abkürziingsw*^i?e  tcf  ft  ^  z  und  tg  9  =  /  setzt, 
80  nimmt  die  letztere  Gleicbuug  die  iolgeude  Form  an: 

2    •  (1  /)■ 

Hierin  ist  für  z  derjenige  Werth  einzusetzen,  ffir  welchen  K  ein 
Minimum  wird,  indem  man  den  Differenzialquotienten  des  obigen 
Ausdrucks,  na«h  9  genommen,  gleich  Null  setzt,  erh&lt  man  die 
Gleichung: 

4)   0  =  (1  -  25/)  («-/)/), 
welcher  man  auch  die  Iblgende  ein&chere  Form  geben  kann: 
6)      +  2a/«  2 -h/» 
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Dordi  Auflösung  derselben  erhält  man  für  die  Grösse  z  den  Werth: 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung'  3)  substituirt,  so  erhält 
man  für  den  passiven  Erddruck  die  Gleichung: 


7)  jr= 


2(l-f  3/«  — 2//2-f  2/«) 
Fttr  /  =  t  oder  9  450  eigiebt  sieh  ans  dieser  GleichtiDg 
der  Werlh  K—  cx>.  Es  kann  daher  Ton  einem  paaeifen  Drucke, 
d.  h.  Ton  einem  oheren  Qreaiwuthe  des  wirklichen  Druckes,  über- 
haupt nnr  in  solchen  FftUen  die  Bede  sein,  wo  der  natürliche 
Böschungswinkel  kleiner  ist  als  45^ 

Wenn  man  wicdernm  h  —  setzt,  so  erhftlt  man  aus  obiger 
Qleichnog  die  in  nachfolgender  Tabelle  xasammeogestellten  Zahlen* 
wertho: 


Mateiial. 

9 

K 

Sand  .  .  . 

1800  Kü. 

30° 

7868  Kil. 

Schrot  .  . 

6760  „ 

17123  „ 

Boggen  .  . 

760  „ 

30 

S278  „ 

Wasser  .  . 

1000  „ 

0« 

W)0  „ 

§  103. 
Angriffspunkt  des  Erddruckes. 

Nach  §  09  lind  §  lÜO  ist  bei  dem  in  Fig.  384  dargestellten 
Falle  der  Erddruck  gegen  die  ganze  Fl&che  AB  zvi  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

1)  ^=J^..«(45.:f|)". 

in  welcher  das  Minuszeichen  auf  den  Fall  des  sctiven,  das  Plus- 
zeichen auf  den  Fall  des  passiven  Druckes  sieb  bezieht.  Wenn 
man  in  dieser  Gleichuag  z  statt  h  setzt  und  zugleich  den  Factor 

Ytg^45^T-^^  abkfimuigsweise  mit  A  beieicfanet,  so  erhftlt  man 

für  den  Druck  der  Erdmasse  gegen  den  oberen  Flächentheil  UM 
den  Werth: 


2)  P  = 


Az* 
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A 


"TT 


•  r 


Indem  man  diese  Gleichung  differenzürt,  erhftlt  man  fOr  den  Druck 
gegen  das  unendlich  kleine  Flfiehentheilchen  MN  den  Aosdrack: 

Fig.  3W.  ^)  dP—A»dz, 

B  Das  statische  Moment  dieser  letz- 
teren Kraft  in  Beziij(  auf  den 
Drehpunkt  Ji  bat  also  die  Grösse: 

und  durch  Integration  dieser  Glei- 
chung erhält  man  ffir  die  Summe 
der  statischen  Momente  sämmt- 
licher  gegen  die  einzelnen  Flilchen- 
theilchen  wirkenden  Drficke  den 
Ausdruck: 

5)  3R=jdP,9  =  Afz*dg=^^'-* 

Für  den  DtucIl  gegen  die  ganze  Druckflflche  AB  erhält  man  aus 
Gleichung  2),  indem  man  darin  h  statt  z  setzt,  den  Werth: 

6)  K^^. 

Diese  Kraft  ist  als  die  Mittelkraft  der  gegen  die  einzelnen  Flftchen- 
theilchen  wirkenden  Dracke  zu  betrachten,  und  wenn  mau  das 
etatische  Moment  dieser  Mittelkraft  gleich  der  Summe  der  sta- 
tischen Momente  Jener  einzelnen 
Drücke  setzt,  so  erhält  man  nach 
Fig.  385  die  Gleichung: 

7)    Kr  =  mt, 

welche  nach  Substitution  der  oben 
für  i)J  und  K  gefundenen  Wertbe 
die  folgende  Form  anoimmt: 


Fig.  380. 


B 

■  ,  i-',  •  •  •  . 

.  '  i '  .  '  •  •  , 

1 '  * ' ' 

#1           *    *  * 

!  '           »  ' 

.  •  ,       ■      •  •  ,  . 

8) 


oder:  r=-^h. 


Ah*  Ah^ 
2  *'*~"3 

Diese  Gleichung  zeigti  dass  die  Lage 
des  Angriffspunktes  J  unabhängig 
ist  von  dem  Wertfae  des  constanten  Factors  A,  Dieselbe  gilt 
daher  auch  fOr  den  Fall,  in  welchem  die  freie  Oberfläche  der 
Erdmasse  unter  dem  natürlichen  Böschungswinkel  ansteigt;  denn 
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die  in  §  101  iiod  §  102  für  K  ^efundenea  Gleichungen  unter- 
scbeidea  sich  von  der  Gleichung  1)  uur  hinsichtlich  des  Werthes 
dieser  constanten  Grösse  A.  Hieraus  folgt,  dass  bei  sämmtlichen 
bisher  untersuchten  Fällen  der  Angriffspunkt  des  Erddruckes  im 
ersten  Drittel  der  Höhe  über  der  Bodeofläche  liegt. 

§  104. 

Adhrar  Druck  «Inmr  ErimttM  nit  OtarfllehM*Mftilmf. 

Wenn  «lie  hori/.ontalo  Oberfläche  der  Erdmasse  mit  einer  gleich- 
förmig über  dieselbe  vertheilten  Belastung  bedeckt  ist,  welche  auf 
jede  Flächeneinheit  der  Oberfläche  den  Druck  p  ausübt,  so  kann 
man  sich  diese  Belastung  dargestellt  denken  durch  ein  Biaterial, 
welches  dasselbe  specifiscbe  Gewicht  bat  wie  die  Erdmasse  selbst 
Die  Höhe,  /ij,  veldie  diese  Belastungsaehieht  haben  muss,  um 
durch  ihr  Gewicht  auf  jede  Flächeneinheit  der  Unterlage  den 
Druck  p  hervonnbriDgen ,  ist  alsdann  sn  berechnen  ans  der 
Gleichnng: 

1)   Tf*i=i^»   oder:  h^^^- 

Hiemadi  ergiebt  sich  fttr  die  Belastong,  welche  das  Brdprisma 
ABC  (Fig.  386)  anf  seiner  lioritontalen  Oberflftche  BC  trigt,  der 

Werth: 

tgö  ' 

während  das  eigene  Gewicht  dieses 
Erdprismas  (wie  in  §  99)  zu  berech- 
nen ist  ans  der  Gleichnng: 

2tg«' 

Die  Hnrizontalkratt,  welche  erfor- 
ilerlich  ist,  um  das  Erdprismu  A  HC 
nebst  seiner  Belastung  am  Hinab- 
gleiten auf  der  Gleitfläche  AC  zn 
verhindern,  hat  nach  §  99  (Gleichung  l) 
die  Grösse: 

4)    K={(J  ^;   P)  tg(V?-  o). 

Wenn  man  hi^^rin  für  (J  und  F  die  obigen  Werthe  substituirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 


Fig.  .m 


2)    P  = 


3)  Q 
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Sechater  Abüchuitt.  §  104. 


Hierin  ist  f&r  0  wiederum  derjenige  Wiokel  eiDinsetsen,  fBr  welchen 
K  ein  Hannnim  wiid.  Dieser  Wiokel  bat  oadi  §  99  (Qleiehiiog  7) 
die  Grosse: 

6)  + 

und  nach  SnbstituUon  dieses  Werthes  erhält  maa  Ar  den  actiTeo 
Erddmck  die  Olelchiiog: 

Um  den  Angriffspunkt  des  Brddruckes  für  diesen  Fall  zu  finden, 
hat  man  wiederum  das  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Ver&hren 
ansttwsiidea.   Wenn  man  abkfirzungsweise: 

8)  Y(tg46«— 1)*=.!  und 


9)  TAitg(45«— |-)*=B 


setxfc,  so  erbftlt  man  die  den  Oleiehungen  2)  ...  8)  des  vorigen 
Paragraphen  analog  gebildeten  Gleichnngen: 

10}  P=.J^J^Bz, 

11)  dP^{A9^B)dz, 

12)  rfSW  =  dP . «  =  {Az»  +  Bz)  dz, 

13)  m=^pl,z^^+^. 

«»0 

u)  ir  =  -r  H-^Ä, 

16)   iTr  =  aR, 

Wenn  man  In  der  letzteren  Gleichoiig  fdr  die  Ooeffielenten  A 
and  B  wiederum  ihre  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  Ar  den  in 
Big.  385  mit  r  beseichneten  Hebelarm  des  Erddmckes  in  Bezug 
anf  den  Punkt  B  die  Gleichung: 

1       1  Ä, 

r         '3       2  Ä 


h         JL  .  Aj. 
2 
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Diese  Gleirb  ing  zeigt,  dass  die  Hohe  des  Angriffspunktes  J 

über  der  honzoutalen  BodenÜäcbe  zwischen   den  Qrenzwerthen 

k  k  2 

y  und  Y  w*^'*?         fttr  Ais==0  wird  r  =  -^Ä,  und  fBr 

Jk,  =  oo  wird  r  =  \  h. 

Die  obigen  Gleichungen  kann  man  auch  in  solchen  Fällen  benutzen,  bei 
welchen  die  Belastung  anrleicbförmii:  über  die  (»bertiäche  der  Erdmasse  ver- 
theilt ist,  indem  man  sicii  die  wiilcliclie  BeUätuug  durch  (ine  gleicbfSrinig 
Tertbeilte  Belastiing  eiwtit  denkt  und  dabei  für  die  BdlutmgMeMeht  die- 
jenige  Höhe  annimmt,  bei  welcher  eie  dieselbe  Wirkung  faerTorbringen  wftrde, 
wie  die  wirkliebe  Belaetong. 


§  106. 

Berecimung  des  aetivan  Erddruckes  mit  Berücksichtigung  der  Cohüsion. 

Das,  was  im  gewöhnlichen  Leben  „Erde"  geDannt  wird,  iai  su 
betrachten  als  ein  Gemisch  ?on  SandkOrnero  und  gewissen  anderen 
StoiTeD,  welche  als  mehr  oder  ^veniger  vollkommenes  Bindemittel 
wirkend,  je  nach  ihrer  Beschaffenheit,  ein  grösseres  oder  geringeres 
Maaaa  Ten  Oohftsion  bedingen.  Bei  einer  so  beschaffenen  Erd- 
masse wird  daher  einer  Verschiebung  des  einen  Tbeiles  längs  des 
anderen  ausser  dem  bisher  schon  berücksichtigten  Reibungswider- 
Stande  noch  ein  gewisser  Absebeerungswiderstand  längs  der  Gleit- 
flache  cntgpLiPTiwirken,  Dieser  AbscheerungswiderstaTid  \?i  im  Gegen- 
satze zu  dem  Keibungswiderstande  als  eine  Kraft  m  betrachten, 
welche  unabhängig  ist  von  der  Grösse  des  Normaldruckes  und  welche, 
wie  bei  den  festpn  Knrperu,  dem  Flächeninhalte  der  Äbscheerungs- 
fläche  proportional  gesetzt  werden  darf.  Wenn  also  mit  r  der  Ab- 
sebeerungswiderstand pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  hat  der 
Abscheerungswiderstand  für  eine  Fläche  F  die  Grösse: 

1)  W=c.F, 

Bei  dem  in  Fig.  387  dargestellten  Falle  hat  die  GleitflAehe 
AC  den  Flächeninhalt: 

2)  i  = 

folglich  hat  der  Ahscheemngs widerstand  in  diesem  fklle  die  Grosse: 
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Sechster  Abschnitt.  §  105. 


Wenn  man  von  den  auf  das  Erdpriama  ABO  wirkenden 
Erftften  eine  jede  in  zwei  rechtwinkelig  za  einander  geriehtete 

Seitenkrftfte  zerlegt,  von  denen 
die  eine  parallel  und  die  andere 
normal  zu  der  Gleitfifteha  AC 
gericlitet  ist,  so  erh&lt  man  nach 
Fig.  387,  indem  man  fQr  Jede 
von  diesen  beiden  Richtungen 
die  algebraische  Summe  der 
Seitenkräfle  gleich  Kuli  setzt«  die 
beiden  Gleichungen: 

eh 

4)   0  =  A^co3ö-f-/.V  +  ™^ 

—  tfsin^, 
6)   0  =  A^— Qcosd  — iCsinA, 

und  wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  ffir  N  zu  entnehmenden 
Ausdruck  in  der  ersteren  snbstltnirt,  so  erh&lt  man'  für  K  den 
Werth: 

8in    —f  cos  II  \  eh 


6)  ir=oC^"^'''") 

^  ^\C08Ö4-/8iUÖ/ 


/siuö/     sin  ^  (cos  ^  4"/ sin  0) 

yh* 

Dieser  Gleichung  kann  man  nach  Substitution  der  Werthe  Q  =^  ^ 
und  /=tg9  auch  die  folgeude  Form  geben:  ^ 

^  2  '      tg  d  sin  9  cos  (9  —  9)  * 

Um  den  activen  Erddruck  zu  erhalten,  hat  man  hierin  für 
den  Winkel  h  denjenigen  Werth  einzusetzen,  für  welchen  K  ein 
Maximum  wird. 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  stimmt  mit  dem  in 
^  99  für  K  gfefuii  lenon  Werthe  überein  und  repräsentirt  diejenige 
Grösse,  welche  die  Kraft  A'  haben  mfl?ste,  wenn  keine  Oohä?ion 
vorhanden  wäre.   Dieses  Glied  nimmt,  wie  in  ^  Ü9  bereits  ge/,eigL 

wurde,  seinen  grOssten  Werth  an,  wenn  9  =  45^  +  y  gosetzt  wird. 

Um  denjenigen  Werth  von  h  zu  finden,  für  welchen  die  den 
Nenner  des  zweiten  Gliedes  bildende  Grösse  sin  m  cos  {h  —  9)  ein 
STazimum  wird,  bat  man  den  Differenzialquotienten  derselben, 
nach  0  genommen,  gleich  Null  zu  setzen  und  gelangt  dabei  zu 
folgenden  Gleichungen: 
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8)  0  =     siü  H  sin  (w  —  9)  -|-  C08  0  COS  (6  —  9), 

9)  0==(5O8(2Ö  — 9), 

10)  2^  —  9  =  90«,  oder:  0  =  45»  +  -|-* 

Es  vx\\ri  sich  also,  derselbe  Werth  von  ^,  für  wfh'ht'n 

der  Minuend  ein  Maximum  wird,  zugleich  derjeuige  ist,  für  welchen 
der  Subtrahend  ein  Minimum  wird.    Der  in  Gleichung  7)  für  K 

gefundoDe  Aasdruck  wird  daher  eiii  Muimiim,  woon    »  46*  +  -|- 

geeetzt  wird,  und  man  «rblit  na«h  SnbstiiatlOB  dteees  Werthe«  die 

Gleichung: 

^       2     "«V**       2/  9\« 

cos^4ö® — 

Um  den  Coeffidenteo  e  m  bestimmen,  bat  man  denjenigen 
Werth  h^h^  aoftnencben,  fdr  welchen  K=0  wird.  Za  diesem 
Zweeke  bat  man  der  obigen  Gleichung  aunftehst  die  folgende  Form 
m  geben: 


12)  r„1^'.tg(46.-|)' 


1_        2c  cos  9 


7/*8iü(46«>—  -|)' 

Wenn  man  hierin  die  Werthe  h  =  h^  nnd  Jir=0  einietat,  eo  ei^ 
halt  man  zur  Bestimmung  von  e  die  Gleichung: 

13)  0=.  '''^^  od«: 

14)  c  

Diesen  Werth  von  c  hat  man  nunnirhr  in  Olpichung  12)  zu  sub- 
stitaireD,  welche  dann  die  folgende  Form  annimmt: 

15)  it^^f  tg(45.-|)'(l-10- 

Hierin  bedeutet  diejenige  Grenze,  welche  die  Hdhe  der  Srd- 
masse  nicht  flberachreiten  darf,  wenn  dieselbe,  ohne  an  eine  ver- 
ticalc  Settenwand  sieb  anzulehnen,  noch  im  Stande  sein  soll,  sieb 
im  Gleichgewichte  zu  halten.  Nach  obiger  Gleichung  kann  daher 
der  active  Erddruck  berechnet  werden,  sobald  diese  Höhe  durch 
directe  Versuche  ermittelt  worden  ist   Fflr  gewöhnliche  Danun- 
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Sechster  Abschoitt.  §  106. 


erde  ist  h,^  =  1'"  bis  2",  für  Lehm  oder  Tiiouerde  ist     =  2'"  bis 

4"'  zu  setzen. 

Selbstverständlich  ist  die  obip-'  <"!lHfliunij:  für  solche  Fälle,  in  welrlion 
h  kleiner  ist  als  /i«,  nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachten,  da  nach  der  obigen 
Definition  der  Qrtae  in  eoldiea  FUlen  Ton  einem  aetiven  Dracke  ftber> 
lianpt  ntcht  mehr  die  Itode  sein  kaim. 

§  106. 

EJidm  der  CeMelee  aaf  die  Hdliemnhii»  dee  Angrilipvilrtee. 

Wenn  man  in  der  am  Sehlaese  des  vorigen  Paragraplien  g«> 
fundenen  OlMchnog  abkflnnnge weise: 

1)  tig{4h^^^y^A  und 

eetzti  so  kann  man  jener  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

3)  jr=^=|  Bh. 

F6r  den  in  Flg.  384  mit  P  bezeichneten  Druck  gegen  den  oberan 
Flftcbentbeil  BM^z  eigtebt  sich  hieraus  der  Werth: 

4)  P  =  ^  £«, 

und,  indem  man  diese  GleichuDg  differenziirt,  erhält  man  för  den 
Druck  gegen  das  Flächen-Element  MN=  dz  den  Werth: 

5)  dP=iAz  —  B)dz, 

Das  statische  Moment  dieser  letzteren  Kraft  In  Beaug  auf  den 
Punkt  B  (Fig.  384)  hat  demnach  die  Grosse: 

Um  die  Summe  dt  i  .siaiischen  Momente  sümmtlicher  Drücke 
in  Bezug  auf  den  Punkt  D  zu  erhalten,  hat  man  diese  Üleichung 
zu  integriren  und  dabei  zu  berficksichtigen,  dass  nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  für  die  Grösse  gegebenen  Definition  in  dem  oberen 
Flfichentheile  BL  —  Uq  (Fig.  388)  überhaupt  keine  Drücke  statt- 
finden. Wenn  man  demgemäss  die  Integration  auf  der  rechten 
Seite  zwischen  den  Grenzen  z  =  und  z  ^—  /*  ausführt,  so  erhalt 
man  für  jene  Momeutensumme  die  Gleichung: 
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7)  aR=» 


—  Bs)  dz,  oder: 


8)   ^  =  ^(^''-'0  B(h*~hl) 

Dieseo  Aasdroek  liat  man  dem  Btatuclion  MomeDte  der  Mittelknft 
K  gleich  in  setseii  und  lagleieh  für  leUtere  den  in  GldohiiDg  S) 
Fig.  888.  gefandeDen  Werth  eionuetMD. 

— ^-  p- ,  ^         Fdr  den  Hebelarm  dieser  Mittel* 

kraft  ergiebt  sich  alsdann  die 
GteicbuDg: 


V  2 


3 


welcher  man  nach  SabetitutioD 
der  in  den  Gleichungen  1)  and  2) 
resp.  fttr  die  Goeffideiiten  A  md 
B  angegebenen  Anadrficke  ancb  die  folgende  Form  geben  kann: 


Diese  Gleichung  aeigt,  dass  der  Angriffspunkt  J  bei  einer 
Erdmaase  mit  CobSsion  unter  sonst  gleichen  ümstftnden  stets  tiefer 
liegt  als  bei  einer  Erdmasse  ohne  Oohflsion;  denn  Ar     =  0  wird 

2 

r  s  -|.  A,  und  fär  Ao  =^  A       r  =  h» 


§  107. 
Stabilität  der  Befcbimgra. 

Die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  das  Erdprisma 
ABC  (als  starrer  Körper  betrachtet)  in  Bezug  auf  das  Hinab- 
gleiten läno-a  der  Gleitfläche  AC  au  der  Grenze  des  Gleichgewichtes 
sich  befinden  soll,  ist  nach  Fig.  389  auszudrücken  durch  die 
Gleichung: 

1)  ^8in6=/^oo60  +  <^^t 

811) 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthea  f= —  -  auch  die 
folgende  Form  geben  kann:  ^ 

2)  ^8in(<»  —  9)s^e{0089. 
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Wenn  man  die  Linie  CD  =  l  sin     —  »)  als  flöhe  und  die 


Sdte  AB  = 


i 

I 


h 

8in  a 
Fi«.  88». 


I 


als  Grundlinie  dos  Dreiecks  ABC  betrachtet, 

80  erhält  man  fflr  das  Gewicht 
des  Erdprismas  den  Ausdruck: 

■  -     '  ^     '  sina  2 

Naili  Substitution  desselben 
nimmt  die  vorhergehende 
Gleichung,  für  c  aufgelöst,  die 
folgende  Form  au: 

i\    »jP  '  ^  —  0)  »in  (6  —  9)  ^ 

*  ~  2  sin  a  cos  9 

Aus  dieser  Gleichun»  kann 
man  für  jede  willkürlich  an- 
genomuit'ue  Neigung  der  (xleit- 
flache  AC  die  zum  Gleich- 
gewichte erforderliche  Grösse 
des  Coh&sionscoefficienten  c 
berechnen.  Für  6»  =  9  und 
ebenso  auch  für  « =  a  wird  c  =  0.  Es  muss  daher  zwischen 
diesen  beiden  Grenzen  ein  Werth  von  f»  liegen,  für  welcben  c  ein 
Maximum  wird.  Um  diesen  Wertli  zu  finden,  bat  man  von  der 
Function: 

5)    F{ii)  ^  sin  (a  —  «)  sin     -  9) 

den  Differenzialquoticnten,  nach  ü  genommen,  gleich  Null  zu  setzen. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

» 

6)  Oa=!Sln(a  — ö)oo«(^  — 9)  — c«(a  — «)sin(d  — 9),  odir: 
7)  0  «  sin  (a— 20  +  9). 

Bei  dem  „Prisma  des  kleinsten  Widerstandes**  hat  also  der 

Neigungswinkel  der  Gleitflftdie  die  GrSsse: 


8) 


0  — 2- 


Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  auä  Gleichung  4)  für 
jenes  Maximum  von  c  den  Ausdruck: 


y/i  sin 


9)  c  = 


2  sin  a  cos  9 


* 
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Dieselbe  Grösse  müsste  der  wirkliebe  CofaAsioiiSGoefficieDt  min* 
destens  besitzen ,  wenn  io  Bezug  anf  keine  von  alldD  durch  den 
Fus8puDkt  A  gelegten  Flächen  ein  Gleiten  eiDtreten  soll.  Man 
kann  daher  die  obige  Gieichong  in  der  Form: 

....       2c  sin  a  OOS» 

indem  man  darin  für  c  den  wirklichen  Werth  des  Cohäsions- 
eoefficienten  einsetzt,  dazu  benutzeu,  um  diejenige  Grenze  zu  be- 
rechnen, welche  die  Hohe  A  nioht  überschreiten  darf,  wenn  kein 
Einsturz  erfolgen  soll 

Für  a  =  ^  wild  h  =  oo;  wenn  dagegen  a  grösser  ist  als  9, 
so  «rgiebt  sieh  fttr  die  GrenzhOhe  h  Immer  ein  endlicher  Werth. 
Hierans  folgt,  dass  die  Erdmasse  nur  dann  im  Gleichgewichte  sich 
halten  kann,  wenn  zugleich  der  in  Fig  389  mit  •  heseiohnete 
Winkelt  unter  welchem  die  obere  Begrenzungsflftcbe  derselben  bis 
zu  onendlicfaer  Höhe  ansteigt,  nicht  grosser  ist  als  der  Beibnngs- 
winkel  9.  Im  Uebiigsn  ist  die  Höhe  h  ganz  nnabhSngig  von  der 
Grösse  des  Winkels  c,  so  lange  derselbe  Jene  Grenze  nicht  fiber- 
sefareitet 

Pör  a  SB  90^  eigiebt  sich  ans  obiger  Gleiobong  wiedenmi  der 
in  §  105  (Glflichnng  13)  mit     bezeichnete  Werth: 


U)  i,  


Diese  Gleichung  kann  man  auch  hier  wieder  dazu  benutzen,  um 
(wie  in  §  105)  den  Cohäsionscoefficienten  c  durch  die  HAhe 
auszudrücken,  bis  zu  welche!  die  Krdmasse  senkrecht  abgeschnitten 
werden  kann,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  verlieren.  Wenn  man 
die  vorhergehende  Gleichung  durch  diese  letztere  dividirt,  so  er- 
hält man  für  das  Verhältniss  der  beiden  Grenzhöhen  h  und 
den  Werth: 

,  Bln«8iB(46»— 

12)  ^ 


'"(•7') 


Ffir  f  =  30*  ergeben  sich  ans  dieser  Gleichung  die  nachfolgend 
zusammengeetoUten  Zahlenwerthe: 

Bttttr.  Iii8enS«av>HMluHilk.  S.  Attfl.  20 
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a«90«         76«         600         45«  ^qo 
^=  1  1,649      3,232     13,76  00, 

unl  wenn  man  ein  an  ierp";  Mal  9  ^  46^  geUt,  80  erhält  man  did 
zusammeogehörigea  Werthe: 

«=90»         760         60«  4öo 

f  =  I  2,112        7,444  00. 

§  108. 

Oftlehgcwidit  einer  belasteten  Erdmaste. 

Wenn  die  wirkliche  Höhe  der  Erdraasse  kleiner  ist,  als  die  im 
vorigen  Paragraphen  fQr  die  Gesetze  der  Stabilität  gefund^^ne  Hobf^, 

80  ist  in  lieziiu'  ^^^^  das  HinLibcrl^'itea 


^*  ^      des  Erdprismas  A  BC  Iciugs  ier  Gleit- 

r  1         /Snd     fläche  AC  bei  jedem  l)eliebig  an- 

«  I         j      c/'  geDommenen    Neigungswinkel  der 

^  '  ■  ^   /  letzteren  ein  üeberschuss  von  Stabi- 

.  iität  vorbanden.    In  diesem  Frille 

^  •  .  /ß^^Q')^^'^^ :        würde  also  dM  Erdprisma  des  klein- 
r^» /  •  •  sten  Widerstandes  noch  einen  oben 

aufgelegten  Körper  von  bestimmtem 
Gewicht«  tragen  können,  ohne  das 
'. .  Gleicbgewieht  zu  TerUeren.  Die  Be- 

dIngung,  welche  erfttllt  eem  moei, 
~T T^~~^ , .0^     wenn  das  mit  dem  Gewichte  P  be- 
lastete Erdprisma  ABC  an  der 
Gronxe  des  Gleichgewichtes  sich  befinden  soll,  ist  nach  Big.  990 
anszndrflckea  durch  die  Gleichnog: 

l)   (P  +  Q)8ma=/(P4-^)coaö-l-^. 

Nach  Substitution  des  Werthes  Q  —  erhält  man  aus  dieser 

2  tgö 

Gleichung  Hniem  mau  zugleich  die  Grössen  sind  und  cosd  durch 
tgd  aosdrücki)  für  P  den  Ausdruck: 

cÄ(14-tgÖ«)  yA" 


2) 


tgö»— /tgö  2tg« 


1  yA» 

Wenn  man  abkürzungsweise     ^  =    und  -=-77-  =  a  setzt,  so  kann 

lg  ff  2 

man  diesem  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 
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.    p  _  jeh /a)  V*  —  av eh 

In  dinspr  Gleichung  hat  man  für  r  denjenigen  Werth  eirizu- 
setzen,  für  welchen  r  ein  Minimtim  wird.  Indem  mati  demgemäss 
den  Diff<=>ren7ia1qiiotientLni  von  }\  Dach  r  genommen,  gleich  Null 
setzt,  erhält  man  eine  OleichuDg,  welcher  man  die  folg«ade  Form 
geben  kann: 

A\    ich  4- —     4-  ch ^ a  —  2{ch  -\-/a)v 

^  W»^  / 

Nach  Gleichung  3)  ist  der  linksseitige  Ausdruck  gUiefa  P;  folg- 
lich ist: 

5)    p^g  — 2t;(rAH-/«) 

Wenn  man  den  aus  dieser  letzteren  Gleichung  für  v  zu  entnehmenden 
WerÜi  in  Gleiehnng  3)  substituirt,  so  erhftlt  man  eine  Gleiefaun^, 

welche  (nach  Wiedereinführung  de<?  -Vusdruckes  statt  o)  für 
F  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 


2/* 


1  -  (4c  -h  t/h)  H-  2  / 2c(l  +/")  (2«  -f  T/*)  J. 


Fig.  391. 


Nach  dieser  GleloliiiDg  kann  um  für  Jade  gegebene  Höhe  d«r 
Mmasee  denjenigen  Werth  ron  P  bereofaBen,  welcher  der  Grenie 
dee  Gleichgewiehtee  entspricht  Fttr  4  =  0  erh&lt  man  P  =  0  (in 

UebereinstimmiiDg  mit  der  gemachteD  Vor* 
aassetmg,  nach  welcher  das  Gewicht  P 
stets  eine  Behutungdee  Gleit-BrismasilBC 
selbst  bilden  soll  und  devgemiss  unendlich 
klein  sein  moss,  wenn  letiteres  selbst  un- 
endlich klein  ist  Wenn  man  fbrner.  den 
im  vorigen  Paragraphen  fttr  h^  gefundenen 
Ausdruck  an  die  Stelle  von  h  setzt,  so 
findet  man,  dass  für  h^h^  ebenflüls 
p=0  wird.  Ffir  grossere  Werthe  fon 
h  ergeben  sich  negative  Werthe  tob  P. 
In  diesem  letzteren  Falle  kann  man  die 
obige  Gleichung  dazu  benutzen,  um  die 
Grösse  desjenigen  Theilp=!  zu  berechnen,  welchen  man  von  dem 
Enipri^ma  des  kleinsten  Widerstandes  hmwetrachneiden  mfisste, 
um  durch  die  auf  solche  Weise  hervorgebrachte  Entlastung  den 
Oleichgewichtsziistand  desselben  herzustellen.  Wenn  man  für  die- 
sen binwegzuschneideuden  Theil  die  Form  eines  Fhsmas  vom  Quer» 
eoboitte  F  w&hlt  (Fig.  391),  so  ist: 
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SecluUr  Abschnitt.  §  109. 


7).  P=  —  -^F 

ZU  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erh&lt  man  aus 
Gleichung  6)  für  F  den  Werth: 

8)  ^=  .^J/^Ne  +  T/»-«  V2c(l+/»)(2e  +  T/A)|- 

Wwn  man  s.  B.  X«  =  l»,2  oDd/as-r-  (oder  9» 38* 42')  tatet,  to  er^ 

lifilt  man  iia«h  9 105  (Gleichung  14)  od«r  §  107  (Qleiehiing  11)  dao  Werths 
c  =  0.1 6056. Y,  nnd  nach  SabutitntioD  dewelhtn  nhnmt  die  obif»  Gleiehnog 
die  folgende  Form  ao: 

9)    F={  0,72252  +  0,75  .  ;*  -  /ÖJ54b7  + 1^5654"  h\' 

All«  'dieser  Gleichung  ergeben  sich  t,  B.  die  nachfolgenden  lusammengehsrigen 

Zühleuwerthe: 

7t=l<",2        6  12  18  24 

^sOQ"    12,228      68J28«      1&9,16S  800,7656. 

Die  form  und  die  Lage  des  FUUiheiitheils  F  können  innerhilb 
gewisser  Grenien  beliebig  gewählt  werden.  Nur  mnes  derselbe 
stets  einen  Theil  d«r  Dreieckfiftehe  ABC  selbst  bilden,  und  die 
Form  desselben  muss  so  gewählt  werden,  dass  bei  der  neu  ent- 
stehenden BOsebungsflftcbe  auch  an  allen  hoher  gelegenen  Stellen 
die  Bedingungen  der  Stabilität  erf&Ut  sind. 


§  109. 

Stabilität  terraisentOrmiger  Biftchungea. 

Wenn  man  für  die  im  Torigen  Paragraphen  mit  F  bezeichnete 
Fläche  die  Form  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  wählt,  dessen  un- 


Fig.  892. 


^x;^ ..... 


2)  tga=. 


terer  Eckpunkt  mit  dem  Fusspunkte 
des  Böschungsprofils  zusammeniäUt,  so 
ist  nach  Fig.  392: 

^  2tga 

zu  setzen,  und  man  erhält  sur  Bestim- 
mung des  Neigungswinkels  «t,  welchen 
die  beim  Hinwegnehmen  des  Thellee 
ABD  entstehMide  neue  fiOschungs- 
fläche  AD  mit  der  Horizontalen  büden 
mnss,  die  Gleichung: 


'IF 
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Xä^Bti  den  im  ?origen  Paragraphen  aDgenommenen  Zahlenwerthan  ergab 
«oh  für  ^  =  94>>>  der  Werth  F= 800p«,7696.  Hiernaeh  wifd  für  diesen  Fbll: 

tg  a  =  0,9576  oder  a  =  43*  46'. 

Za demselben Resaltate  würde 
aach  die  ia§  107  ^rofamL^neOloi- 
cliuntr  12)  führe  i .  aus  welrher 
man  lür  a  =  43*  45 '  wiederum 
den  Werth:  h  =  U^  erhBlt. 

Statt  der  geraden  Linie 
ÄD  würde  man  als  Be- 
gTODZUDgiÜBie  äst  FUdM  F 
SQcb  die  gebrochene  Linie 
AN  ME  wfthlen  kOonen. 
Nach  Fig.  393  ist  alsdann: 

zu  setzen,  und  man  erhält 
durch  AuflösuDg  dieser  Gleichung  für  die  Grösse  tgc  den  Werth: 


Fig. 


Q 


/: 
/ . , 


4)  tge 

Für  /»  24"  and/ii  =  tS«" 
wurd-'n  im  voriüjen  Paragra- 
phen resp.  die  Werlho  jP  = 
800,7656  and  Fi  »159,166 
gefanden.  Wenn  man  aleo 
£  —  6"»  and  b  =  0^fi  eettt, 
so  wird: 

tg  6  =  0,9502,  oder: 
6  =  48«  32'. 

Indem   man  nunmehr 
die  Horizontale  }fX  als 
Bodenfläfhe  betrachtend 
■ciuf    den    oberhalb  die- 
^iSS^^i^l^^ÄS  8er  Horizontalen  befind- 

liehen  Theil  der  Erdmasse 
aberuiaU  dasselbe  Verfuliren  anwendet  nnd  der  Fläche  F\  statt  der 
geraden  Linie  AfE  din  tröbrochene  Linie  MFQG  als  Begrenzungs- 
liuie  giebt,  findet  man  nach  Fig.  394,  dass: 
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Sechster  Abschnitt  $  109. 
6)   ^.--^-,,1,  +(*l  +  -T^-)*. 


2  Ig  £,      '    V"*    •      tg  £, 

ZU  setzen  ist,  und  erhält  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  für  die 
Clrösse  tge^  den  Werth: 

Für  A,  —  18™  und  ä,  —  12""  worden  im  vorigen  Paragraphen  resp.  die 
Werthe  Fi  =  l&9,16ö  und  =  03,6266  gefanden.  Wenn  man  aUo  «i  =  «<° 
«nd  ft|sO>^,5  Mkrt,  w  friid: 

igt,  SB  1^14,  od«r:  ct84ft«9'. 

Bei  Doebmaliger  Wioderholtmg  des  olngen  Terfihrens  und 
Anwendiuig  dfSMlben  anf  den  oberhalb  der  Heriiontalen  PQ  be- 


Fig.  Ißfe. 


fiDdlichen  Theil.der  Srd- 
maese  wtirde  man  end- 
lieh naeh  Fig.  80&  die 
Qleichnng  erhalten: 

7)  i?i-Ji  = 


Den  Werthen  A,  = 
iiodAksse''eBt8pi«eb«ir«0p. 
die  Werthe:  F,  =  68,0206 

nnd  F,  =  12.223.  Wenn  man 
also     =  6"'  and  4^=  0»",5 
setzt,  80  wird: 
tgh  =  l,ltö6,   oder:    s  =  48»8'. 

Der  Böschungswinkel  für  die  oberste  Terrasse  ist  uacii  Fig.  395 
zu  berechnen  aus  der  Qleichung: 

Wcuu  mau  in  dieser  Gleichong  wiederum  ^  =  6  und  12,223  setst, 
M  erhllt  man  den  Werth: 

tgc,  =  1,478$,  Odert  h^WM*. 

Bei  AnwüUtiuiig  des  oben  erkliiiteu  Verfahrens  bat  man  stets 
zu  berücksichtigen,  dass  die  gefundenen  Resultate  nur  dann  als 
gültig  zu  betrachten  sind,  wenn  die  am  Schlüsse  des  vorigeu  Pa- 
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ragraphen  genannte  Bedingung  erfüllt  ist,  nach  welcher  der  weg- 
genommene Theil  der  Erdmasse  stets  dem  ,, Prisma  des  kleinsten 
Widerstaaded"  selbst  entnommen  werden  soll.  Es  würde  daher 
z.  B.  das  in  Bezug  auf  Fig.  393  gefundeue  Resultat  nicht  mehr  als 
gültig  zu  betrachten  sein,  wenn  die  willkürlich  angenommene  Grösse 
b  diejenige  Grenze  überschritte,  bei  welcher  der  Punkt  M  gerade 
in  die  Qleitflftcbe  bineinfidlen  wOrde.  üm  diesen  oberen  Qrent- 
wertb  von  m  ermitteln,  hat  man  zanftehst  ans  der  Ql^nng  5) 
des  yorigen  Paragraphen ,  indem  man  darin  —      statt  P  seist, 

den  zugehörigen  Werth  von  tg  0        su  berechnen.  Mit  Benatzung 

desselben  findet  man  alsdann  jenen  Orenswertb  von  b  aus  der 
Oleiobnng: 

Bei  Ausführong  dieser  Becbuaag  findet  man  die  Werthe  v  =^  1,847  ^ 

und  h  —  l  °^,ISS.  Da  bei  der  obigen  BerechnuDg  b  =  0™,5  «ngVDomiiitii  worde, 
80  ist  das  gefundene  Tiesoltat  a1»  gültig  zu  betrachten. 

Aaf  gleiche  Weise  würde  man  fQr  Fig.  3di  den  Grenxwerth  bi  =  l",?? 
imd  für  Fig.  386  dMi  Greniwertb  b,  =  2^,%  finden.  Et  zeigt  sieh  nleo,  das» 
die  gaiiMuite  Bedlngong  nneh  in  Benig  nnf  die  oberen  Temaaen  erfBllt  itl, 
und  daM  die  geAmdencnHaaiiltni«  simmtlieb  «Je  gttUig  betrachtet  werden  dftrfen. 


§  110. 


Wenn  man  die  Grössen  6,  i, ,  eämmtlicli  gleich  Null  setzt» 
so  neiiUkü  die  im  Tori^^'en  "Paragraphen  für  die  ei nz-lnen  Böschungs- 
winkel gefundenen  Gleichungen  die  folgenden  Formen  an: 


1) 

tge 

tg«, 

4) 

2^3 


Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  fnr  das  im  vorigen 
Paragraphen  berechnete  Beispiel  die  folgenden  Zahlenwerthe: 
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tg«,  =  0,942.  e,  — 43M7'. 

tjr^==:l,05,  «,=  46<»25', 

t«e,==M73.  «.  =  6ö«5(y, 

und  das  Böschiin^sprofil  nimmt  für  diesen  Fall  die  iu  Fig.  396 
dargestellte  Form  einer  aus  vier  geradlioigeu  Stücken  zi^ammenge- 

setzton  gebrocbeneD 
Luii'.'  an. 

Dasselbe  Verfahren 
würde  man  auch  dann 
noch  anwenden  ken- 
nen, wenn  fflir  die 
einxelnen  Theile,  in 
welche  die  ganze  Hdhe 
h  =  24™  zerlegt  wer- 
den eoll,  eine  grossere 
Anzahl  und  geringere 
Grösse  Torgeschrie- 
benwftre.  Wenn  man 
I«  B.  för  Jeden  dieser 
Tbeile  die  Grosse 
^0=1^2  wfthlte,  so 
wfirde  man  eine  aus 
xwansig  geradlinigen 
Stücken  zusammengesetzte  gehrocfaene  Linie  erhalten,  deren  ober- 
stes Stüek  eine  verticale  Linie  von  der  Länge  bilden  würde. 
Bei  einem  so  g^ormten  BöschungKproftl  wArde  die  Erdmasse  in 
den  Eckpunkten  der  gebrochenen  Linie  gerade  an  der  Grenze 
der  Stabilität  sich  befinden,  während  innerhalb  der  geradlinigen 
Strecken  überall  ein  gewisser  Uebersehuss  von  Stabiiitftt  vorhan- 
den sein  würde.  Eine  solche  aus  sehr  vielen  gerftdlinigen  Stücken 
zusammengesetzte  tjebrochene  Linie  würde  man  annäherungsweise 
als  eine  krumme  Linie  behandeln  dürfen,  deren  Krümmungsgesetz 
aus  der  (ileichuog  9)  des  §  lOö  auf  folgende  Weise ,  abgeleitet 
werden  kann. 

Wenn  man  if  statt  h  setzt  und  zugleich  die  v!»>r  numerischen 
Coefficienten  resp.  mit  B,  C,  D  bezeichnet,  so  nimmt  jene  Glei- 
chung die  folgende  Form  an: 

6)   F^Att-^-By^  —  Yci^^DyK 
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6) 


Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  für  den  Diflferenzialquotienten 
▼on  I\  nach  y  genommen,  den  Ausdruck: 

(flf  "       \  9^A0?/»^  I),, 

Nach  der  in  Fig.  397  gewählten  Bezeichnungsweise  ist  dF— ydx 
nnd      =tgi  zu  setien.  Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung 

auch  die  folgende  Form  geben: 

%  "  t  g  6 


und  dieselbe  in  dieser  Form  dazu  benutzen,  um  fOr  jeden  gegebenen 
Werth  von  y  den  zugehörigen  Neigungswinkel  des  Böschungsprofils 
daraus  zu  berechnen.  Für  den  im  Toric^en  Paragraphen  angenom- 
meuen  Fall  würde  man  z.  B.  die  folgenden  zusammengehörigen 
Werthe  erhalteu: 


y=  1,2 
tge=  3,738 


6 

1,185 
49  öO' 


12 

0,9852 
44«  35' 


18 

0,9125 
42«  23' 


24 

41»  7'. 


=  ~^/,  oder:  e  =  o. 

»5 


Hieraus 


Für  y=  ^  wird  tg  e  =  ^ 

folgtf  dasB  bei  wachsender  Tiefe  unter  d^  r  horizontalen  Oberfläche 

das  Böscbungsproiil  einer  unter 
dem  natürlichen  Böschungs- 
winkel ansteigenden  geraden 
Linie  asymptotisch  sich  an- 
Dfibert. 

Für  X  —  0  ist  y  —  h,,  zu 
setzen;  denn  für  den  krumm- 
linigen Thftil  des  Bö^chiings- 
profiles  hat  man  fien  im  Ab- 
stände A„  von  der  horizontalen 
Oberfläche  liegenden  Punkt 
als  Allfangspunkt  zu  betrach- 
ten, insofern  der  oberhalb 
die«5er  Stelle  befindliche  Theil 
des  Profiles  als  vertical  und  geradlinig  vorausgesetzt  wird.  Die 
obige  Gleichung  ist  daher  für  Werthe  von  y,  welche  kleiner  sind  als 
Äq,  nicht  mehr  ab  gültig  zu  betrachten.  Bei  dem  auf  solche  Weise 
construirten  Profile  wird  innerhalb  der  oberen  geradlinigen  Strecke 


ih 
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eio  üebendrass  tod  Stabilität  Toilumdeii  sein,  wShreiid  in  allen 
Punkteti  des  unteren  kramnlinigen  Tkeilee  die  Erdmaiee  an  der 
Qranie  der  StabUitit  sieh  befindet. 

Wenn  man  die  obige  Qleiebnng  integriii*)  —  auf  der  einen 
Sdte  xwischen  den  Grenzen  Null  and  auf  der  anderen  awiecben 
den  Grenzen     nnd  y  —  so  erhftlt  man  die  Gleichung: 


-2  /  Clg 


/  C+Dy^  -Vc\ 


welcher  man  nach  WiedereiaBetzuog  der  numeriecfaen  Werthe  für 
die  Goeffidenten        0,  D  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

9j    X—  1,591  .     y  4-  1,5  .  y  +  2,7774:j  —  V 6J866  -f-  14,0886. y 
-  1,7367  .  lg  (■/  1,326  +  2,7ö25  7y  -  1,1515  )  • 

Ans  dieser  Gleichung  ergeben  eich  z.  B.  die  nachfolgenden 
zttsammengehdrigen  Zahienwerthe: 

ysl,2      6  12  18  24 

x^O        3,1212      8,778      15,132  21,8678. 

Bei  dem  nach  obiger  Gleichung  construirten  Böschungsprofile 
wflrde  man  den  oberhalb  dner  beliebig  gewählten  Stelle  Jf  be- 
fiadli<^  Theil  deeielben  auch  durdi  dne  gerade  Unie  eraetien 
können,  wenn  nur  diese  gerade  Linie  so  gelegt  wird,  dass  die 
Grosse  der  in  Fig.  397  mit  F  bezeichneten  Fläche  dabei  kdne 
Asndemng  erlddet.  Den  Keigungswinkel,  welchen  disee  gende 
Linie  mit  der  Horizontalen  bilden  mtisste,  kann  man  nach  der 


*)  Daa  TOB  dem  latoten  QU«d«  der  Qtoiehang  7)  herrahrende  Integral  kann  man 

nteh  Sobstitnilott  der  Werthe:  y  C+i^ya» «,  y=  ^-^ ,  4y s ^^^^ 
in  folgender  Weiie  amfermeD: 

J  iV Cü'+itu'         J  "'-c  J 

=  T^C  lg  ^ "  -  3m  4-  Const. 

=  2  /C  lg  -  8i*  -h Const. 
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Gleichung  2)  des  vorigeo  raragiapLen  berechnen,  indem  man 
darin  für  h  den  Abstand  des  gewählten  Punktes  von  der  borizon- 

talen  Oberfläche,  xind  für  F  den 
aus  der  Gleichung  9)  dejj  ^  107 
zu  entnehmenden  Werth  8ub- 
stituirt. 

Wenn  man  z,  B.  h  =  12^  an- 

Dimmt,  so  iat  68|6266  M  «etien, 
and  es  wird: 

tga  =  MS16.  oder:  a  =  48*82'. 

Für  diesen  Fall  würde  man  das 
in  Fig.  898  dargestellte  Böschung«- 
profil  erhalten,  bei  welchem  eben- 
falle in  4em  olm«D  gendUnigen 
Thdle  eis  tTebenchnss  von  ßtabilitfit 
Torbanden  ist,  wahrend  in  allen 
Punkten  des  anteren  krammlinigen  Theilee  die  Erdmasse  an  der  Grenie  der 
Stabilität  sich  befindet 

§  III. 

6lelcli|«wiGlil  «iner  niehl  hantfonea  Erdniaitt. 

Um  die  Gleiehnng  6)  des  §  108  auf  eioe  Srdmasse  «ntii- 
wente,  bei  welcher  der  GobieioDscoefflcieiit  und  das  Gewicht 
pro  CabikelDheit  mit  ranehmendem  Abstände  von  der  bofixontalen 
GberiUUdie  nach  irgend  einem  gegebenen  Gesetze  eich  Andern,  wflrde 
man  fOr  die  Grossen  c  und  y  in  jener  Gleiebnng  ihre  mittleren 
Wertbe  einansetsen  haben  —  diejenigen  Werthe  nftmlicb,  welehe 
man  bei  einer  homogenen  Erdmasse  annebmen  m^ste,  um  resp. 
für  den  CebSsionswiderstattd  nnd  das  Gewicht  des  Srdprismas  Wertbe 
an  erhalten,  welcibe  den  wirkliehen  Grossen  dieser  beiden  Krftfte 
gleich  sind. 

So  z.  B.  wfirde  man  für  eine  JBrdmasse,  bei  weleber  jene 
beiden  Coefficienten  mit  wachsender  Tiefe  gleichförmig  annehmen, 
für  den  Oohftsionscoefficienten  den  Werth: 

1}   c  2 — 

tn  substituiren  haben,  wenn  mit  und  die  Werthe  desselben 
bezeichnet  werden,  welche  resp.  den  Wertben  ^  =  0  und  y  =  h 
entsprechen. 


Fig.  m. 


Digitized  by  Google 


• 


316 


Sechster  Abschnitt.  §  Iii. 


Um  den  mitüeren  Werth  des  Gewidites  pro  Cnbikeinheit  für 
das  Brdprisma  ABC  zn  bereebneD,  hat  man  die  QrOsse: 

welche  bei  homo|;eiier  Brdmaase  das  Qewioht  desselben  darsteUen 
wfirde,  dem  wirklichen  Gewichte  dieses  Prisma  gleicfaxusetien. 
Wenn  mit  q  das  Gewicht  pro  Cnbikeinheit  im  Abstände  z  von  der 
Fig.  399.  horizontalen  Oberflftche  bezeichnet 

^  wird,  so  hat  das  wirkliche  Gewicht 

nach  Big.  399  die  Grtese: 


3)  Q=^hi 


und  man  erhält  durch  Gleich- 
setzung dieser  beiden  Aasdr&clre 
die  Gleichung: 


•■V.-  (^'VW- 


4) 


2 


= ^  q{h — 9)äz* 


Wenn  mit  qo  und  f^,  resp.  die  Werthe  von  q  bezeichnet  wer- 
den, welche  den  Werthen  z 0  und  z  =  h  entsprechen,  so  ist 
nach  dem  oben  angenommenen  Gesetze: 


z 


zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  folgende  Form  an: 

Ii 

Nach  Ausführung  der  Integration  erhftlt  man  ans  dieser  Gleichung 
Mr  Y  den  Werth: 

7)  T  =  -'°  +  *'- 

Wenn  statt  der  Dreievkfl;ldio  A  Hr  dip  Hechteokfläche  ABCD 
als  ^^uerscbniU  fl<s  Prismas  gellen  sullte,  so  ^vn  iif»  d*>r  niittl<^rf»  Werth 
des  Gewichtes  pro  (jubikeinheit  zu  berechnen  sein  aus  der  üleicbuug: 

8)  T  =  ^'- 
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Nach  der  in  Fig.  400  gewählten  Beseicbnungsweise  würde  man 
hiernach  für  die  drei  MiUelwerthe  y^,  y«,  7g  die  folgenden  Aus- 
drücke erhalten: 

2  ' 


10) 


11)  = 

und  mit  Benutzung  derselben  die  Berechnung  des  in  dieser  Figur 
ciargtätellten  BOscbungsprofiles  ounmehr  auf  folgende  Weise  aus- 
führen können. 

Man  berechnet  zunächst  nach  der  Gleichung  8)  des  §  108, 
indem  man  darin  für  die  Coefficienteu  c  und  ■/  resp.  die  aus  den 

Gleichungen  1)  und  7)  zu  ent- 
nehmenden Mittelwerthe  ein- 
setzt, das  erforderliche  EnU 


Fig.  40O. 
Iß 


} 


-<%>9«?  lastuogsgewicht  yF  für  den 
Fusspaokt  A  des  ginsen  60- 
echungsproftlee  AML*  Indem 
man  diesen  Werth  gleich  der 
Summe  der  drei  in  Fig.  400 
.  ,  .  angegebenen  Entlastnngsge- 
"'^'^  r  Wichte  setzt,  erhält  man  als- 
dann  die  Gieicfaung: 

12)  ■iF^y,f,^rJ'\-{-y,F,. 

In  dieser  Gleichung  stellt  das 
Glied  das  für  den  Fuss- 

punkt M  der  oberf-n  Terrasse 
erforderliche  Eiiihisttiiiii:?ge- 
wii^bt  dar,  welches  nun  < 'hpnfalls  nach  der  Gleichung  8)  de^  §  108 
berechnen  kann,  indem  mau  darin     statt  h  und  Yi  statt  Yt  ferner 

statt  c  setst  Wenn  man  nunmehr  fflr  die  Flachen  JP,  und 

die  aus  Fig.  400  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt,  so  nimmt 
die  obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

13)  Tf=-r.^'.+7.(*+^;)*.  +  ,\*i.' 
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S«oh»ter  Abtcbnitt.  §  III. 


und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  die  Grösse  tg  ca 
den  Werth: 

Indem  man  endlich  ii»^  Gr5s<;fi  F^  dem  aus  Fig.  400  für  diese 
Fläche  m  ftitnehmend" n  Werths  ^l^^ichsetzt,  erhält  man  aur  Be- 
stimmung des  Winkels  e  die  (ileichung: 


oder: 


2F, 


Wenn  mnn  mit  Beibebaltong  dtr  in  $  108  uigwioninMnen  Warthe  /= 

und  jk  =  84»  fttr  die  Mden  Temaeai  gleiche  Hfthen  MitimiBlt  atio  ItisJht 
—  12'"  setzt,  und  ausBerdctu  fQr  die  in  Vig.  400  eingeecbriebraeD  Coelfieienten 
die  folgenden  Wert  he  annimmt: 

Cj  =  240''"-,84,  qo  =  1  ^»00  KU , 

(t'=  272«".952,  ^'  =  1800  „ 

=  305""' ,064,  gi  =  2l00  ^ 

ao  erhilt  man  für  die  bei  der  obigen  Berechnung  an  benntienden  mittleren 
Coelfieienten  die  Zahteawertlie: 


tk  +  C 


=  256,8üÖ. 


=  272.952. 


2 

Y  —  1700.      Yi  —  1600,      Yi  =  1650,  "  1900, 

und  für  die  beiden  nach  der  Gleiehnng  8)  dea  §  108  la  berechnenden  Ent- 
JastQDgsgevrichte  die  Werth«: 
Fig.  401. 


YF  =  5llS0l,i*2, 
Y»  Ft  =  101 802,56. 
Mit  Benntavng  deraelben  findet  man 
ftladann  nach  den  Qleiehnngan  14) 
und  15),  indem  man  fts0n,6  ealat, 
die  Wcrthe: 

tgw  =  0,937,     oder:    w  ^  13*8'. 
tge  =  l,131t>.    oder:  e^48»32'. 

Auf  ähnliche  Weise  wurde 
man  das  Böschiingsprofil  auch 
für  den  in  Fig.  401  dar^egtell- 
ten  Fall  berechnen  kennen,  itpi 
welchem  die  gmie  Krimasse 
aus  zwei  verschied*  neti  über 
einander  liegenden  horizontalen 
Schichten  besteht,  deren  jede 
für  sich  eine  homogene  Masse  bildet.  Für  diesen  Fall  würde 
=  Yi  =      und  Yj  —  ^ j  zu  setzen  sein,  und  für  die  bei  der 


!    ^«  J 

/ 

i  '  A 

1  y  ^ 

M 
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Berechnung  des  ganzen  Entlastnngsgewicbtes  zu  benutzenden 
Mittelwerthe  würde  man  bei  Anwendung  des  oben  erklärten  Ver- 
fahrens die  folgenden  Gleichungeo  erhalten: 

2tg« 

h* 

16)   T  =  ii-i-  ^1  (St— 2i). 


iL^*  4.(7»— 
2tg«~^  2tgd 


oder: 


ch 


sin  9 


sind  sind 


oder: 


17) 


Wenn  man  t.  B.    =  S6ft«S96,    » 289,008,  91  =s  1600,  9,  s  9000  und 

jb|Sj^=l2™  setzt,  so  wird  c  =  272,952,  ^=1700;  und  wenn  man  mit  Be- 
nntzno^r  ilu-^cr  Mittelw«^rthr>  d\p  ßmchaniig  des  Torigen Zahl«Dbeitpi«la  wifder- 
bott,  80  arbalt  man  die  Wertbe: 

tg  <*  =  0,9362,   oder :   w  =  43*  7 

tg<s=l,18t6,   oder:    e  =  48*32'. 


Hg.  400. 


§  112. 

Erdmatse  mit  gleichförmig  Uber  die  OberfIBehe  vertheilter  Belastung. 

Die  Belastungsschicht  kann  man  sich  immer  —  wie  in  §  104 
mit  Bezug  auf  Fig.  386  erklärt  wurde  —  ang  einem  Matenale  be 

stehend  denken,  welches  dasselbe 
speci tische  Gewicht  hat  wie  die  da- 
runter befindliche  Erdmasse  selbst. 
Der  Belastungstheil,  welchen  das 
Erdprisma  ABC  zu  tragen  hat, 
ist  alsdann  nach  Fig.  402  zu  be- 
rechnen  aus  der  Gleichung: 
1)  P  —  Y  .  .  j  C03  e, 
und  wenn  man  hierin  für  die  Grösse 
X  den  aus  der  Gleichung: 

x_  sin  (g  —  6) 

l       sin  (a  —  «) 

in  entnehmenden  Werth  einsets^ 
80  erbftli  man  fi&r  diese  Belastung 

den  Anadruek: 


'  sin  (a  —  i) 


Digitized  by  Google 


320 


8ech«tor  Ateebnitt.  fi  112. 


Das  tiL^enp  Gewicht  des  Erdprismas  ABU  hat  nach  §  107  (^ülei- 
cbuug  d)  (üe  Grösse: 

'   ^  2  8ina  ' 

und  für  das  Totalgewicht  des  helasteteu  Erdprismas  erhält  man 
durch  Addition  der  letzteren  beiden  Gleichungen  den  Werth: 

^  '         '       ^        '  l  2  8in  a      sm  (a  —  s)  J 
Diesen  Ausdruck  hat  man  in  der  Gleichung  2)  des  §  107  an  die 
Stelle  von  Q  zu  setiett.  Jene  Gldchung  nimmt  alsdann  f&r  e  auf- 
gelöst die  folgende  Form  an: 

6)  *  _  +  -*J^*  l8in(a~ö)sia(ö--9). 

'         C08  9  1 2sina  '  8m(a — i) }     ^       '     ^  ^ 

In  dieser  Gleichung  ist  für  den  Winkel  B  derjenige  Werth  einxu- 
eetien,  fBr  welchen  t  ein  Maximum  wird.  Bei  Vergleichung  der- 
selben mit  der  Gleichung  4)  des  §  107  erkennt  man,  dass  die  Func- 
tion des  Winkels  B  in  beiden  Gleichungen  dieaelbe  Form  hat  Es 

iX  -f—  o 

ist  daher  auch  wieder  ^  =  — V-^  zu  setzen,  und  nach  Substitution 

dieses  Werihes  nimmt  die  obige  Gleichung  för  h  aul^eUiet  die  fol- 
gende Form  an: 

,         2c8in  a  cos  o          2//j  sin  a  cos  s 
7}    Ä  —   ,  ^   \~* 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  stimmt  mit  dpra  in 
§  107  (Gleichung  10)  für  h  gefundenen  Werthe  überein,  und  steLlt 
Pip  40f{  diejenige  Höhe  dar,  bei  welcher  die 

 i  1      u  n  belastete  Erdmasse  gerade  noch 

/  j      im  Gleichgewichte  sich  würde  halten 
!      können.     Man  kann  daher,  indem 
  J      man  dies*^  nach  §  107  zu  berechnende 


j         f  Grenzhöhe  mit         bezeichnet,  der 

I       f  obigen  Gleichung  auch  die  folgende 

^1  I      Form  geben: 

i  /  '         a\    i      IX      2A|  Sin  g  cos  6 

i^'  -  ^.  V     — .  ■ ./  :■•    "  Wenn  die  Oberfläche  der  Erd- 

.  masae  eine  horizontale  Kbene  bildet, 
9o  ist  hierin  e  =  0  zu  setzen.  Für  den  in  Fig.  403  dargestellteu 
Fall  wird  also: 
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9)   *  =  J5ro  — 2Ä,    oder:  Äj  =  ^^y-*. 

Für  9  =  80*  und  a  =  45**  wurde  in  der  am  Schlüsse  des  §  107  berech- 
neten Tabelle  der  Werth:  //o=  13,76. gefunden.  Wenn  also  z.  iS.  Äq  -  2™ 
ist,  80  wird  für  diesen  Fall  if«=27°i.52.  Bei  dieser  Höhe  würde  die  an  belastete 
Eidmasse  an  dtr  Qmot  Am  Gleichg«wkAtes  si«!!  bdlaitB.  Woiii  ^  wirk- 
Udie  Hftha  h  kleiner  itt  nie  87^,52,  lo  wiid  die  ErdnaeM  nnf  ümr  koriioii- 
tnlen  ObetiSehe  noeii  eine  Belastnngesebieht  tragen  können  fon  der  Hfthe: 

27,52 -Ä 

»,SSB—  ' 

So  z.  B.  erhält  man  für  h=  17»,52  den  Werth  h^  —  b^;  d.  h.  wenn  die  Be- 
lastungsechicht  dasselbe  speciäsche  Gewicht  hat  wie  die  Erdmasse  selbst,  s« 
dMe  die  B5lie  der  enteren  bSdieteae  betragen.  Wenn  dagegen  das  ip^ 
cifisehe  Gewicht  der  Belastungsschicht  i.  B.  doppelt  so  grom  wire  als  daa  der 
Ewlmeeie,  ee  dikrfte  die  Hfthe  der  Belaatnngnehicht  nicht  mehr  ala  8B,6,|)etng«n. 


§  113. 


Wenn  bei  dem  Hinabgleiteu  des  Erdprismas  ABC  die  Mauer 
entweder  fortgeschoben  oder  umgekippt  wird,  so  setzt  sich  der 
▼OD  letzterer  auf  das  Erdprisma  übertragene  Qegendruck  zusammen 

ans  dem  horisootal  gerichteten 
Fig.  401.  _    Nonnaldmeke  und  dem  vertical 

avftrftrts  gerichteten  Beibnngs- 
widerstande  (Fig.  404).  Der 
Winkel,  welehen  die  MitteUnraft 
dieser  beiden  Krftfte  mit  der 
Horiiontalen  bildet,  ist  gleich 
dem  natfirlicheo  Bteohnngs- 
winkel  9  ni  eekieD,  da  man  an- 
nebmen  darf,  dase  der  Belbnnga- 
ooelfident  för  das  Gletten  der 
Mauer  Iftngs  der  Erdmasse  die- 
selbe Grösse  hat  wie  dar  Bei- 
bungscoefficient  im  Innern  der 
Erdmasse.  Wenn  man  von  den  auf  das  Erdprisma  ABC  wirken- 
den Kräften  eine  jede  in  zwei  Seitenkr&fte  zerlegt,  von  denen  die 
eine  parallel,  die  andere  rechtwinklig  zu  der  Gleitfläche  AC  fg^ 
richtet  ist,  und  alsdann  fQr  jede  von  diesen  beiden  Richtungen  die 
algebraische  Summe  der  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  so  gelangt 
man  nach  Fig.  404  zu  den  beiden  Gleichungen: 

Bitter,  losenleor-Uecbuilk.      Aofl.  21 
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3)  D 
4) 


oder: 


1)  0  =  />  cos  (ö  —  9)  i  /N—  <?  sin 

2)  0^  N —  Q  009  8  — D  sin  {ß-~(^y 

Nach  Substitution  des  aus  letzterer  für  N  zu  entnehmenden  Aus- 
druckes erhält  man  aus  der  ersteren  für  D  den  Werth: 

(Jisino — /coso)  _ 
cos  (/^  —  9)  4-  /  sin  (ß  —  9) 

cos(ö  —  29) 

Pör  den  in  Rg.  404  dargestellten  Fall  iit  ^      /^^  -  m  eetaen, 

und  nach  Substitution  dieses  Warthes  kann  man  der  obigen  (jrlei- 
chttDg  auch  die  folgenden  Formen  geben: 
6)   D=    YÄ*sin(f*  — 9) 


6)  D 


2tg6eo8(0  — 29) 

T^'cosy  (tgfl  —  tg9) 
2oos29t^(»(l+tg9tg2<p) 

tg9 


^  2  cos  2  9 


1  — 


tg« 


1  +tgötg29 

Hierin  ist  für  die  Grösse  ig  fi  —  x  derjenige  Werth  einzusetzen, 
für  welchen  I)  ein  Ma.ximum  wird,  üm  diesen  Werth  zu  tinden, 
hat  man  den  DiÜerenziulquotienten  des  eingeklammerten  Aus- 
druckes, nach  X  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält  dann 
eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

__  tg9 


1  — 


8)  -T 


X 


9) 


l+a;tg29 
X*  —  2«tg9 : 


tg  2  9 


oder: 


tg9 


und  findet  durch  Auflösung  derselben  für  die  Grösse  x  =  tgd  den 
Werth; 


10) 


11) 


X 


=  '89  +  1^^5  9 


oder: 


tgö. 


Wenn  man  nunmehr  fär  den  eingeklammerten  Ausdruck  in  Glei- 
chung 7)  den  ans  Oleiehnng  8)  zu  entnehmenden  Ausdmek  einsetst, 
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and  nachher  für  x  den  gefundenen  Werth  darin  BubBtiteirti  80  gio> 
langt  mao  la  den  folgenden  Gleioboogon: 


12)  I>  = 

13)  i)  = 


oder: 


4  008  9 . 


Weoo  hierin  i.  B.  9=30°  geeeUt  wird,  oder/=  ^^  =  0,677  85,  eo  wird: 

14)  D  =  0,148  61  Y^' 

Für  die  horizontale  nnd  Tertieft  1«  Seitenkiftfk  des  Brddniekee  ergeben  eieb 

hiernaeh  reep.  die  Wcrthe: 

15)  //=  Z)  cos  9  =  0.1287  .  Y^i», 

16)  F=  Z)  8111  9  =  0,0743  .  YÄ«. 

Um  die  Gleichung  4)  auf  den  in  Fig.  405  dargestellten  Fall 
anzuwenden,  hat  man  darin  für  Q  den  in  §  101  (Gleichung  3) 

gefundenen  Werth  einzusetien; 


Fig.  405. 


man  erhält  dann  die  Gleichung: 
17^    n_  ifA^cosy  co8^ 
^  2  008(0  —  29)' 

und  überzeugt  sich  auf  dieselbe 
Weise  wie  in  §  101,  dass  die 
Grösse  D  ein  Maximum  wird 
für  0  =  9.  diesen  Fall  iai 
also: 

18)   D=^.co8  9. 

Wenn  man  hierin  wie  oben 
9  =  30°  setzt,  so  erhält  man  die  fol- 
genden Werthe: 

19)  1>  =  0«488.yA«, 


20)  H=Z>coe9  =  0,875.Y*', 

21)  rsl>ein9  =  0,SI65.YA*. 


§  114. 

Gleichgewicht  der  Mlauer  in  Bezug  auf  Gleiten. 

Die  St&rke  der  Mauer  muss  so  gewählt  werden,  dass  dieselbe 
durch  den  Erddruck  weder  auf  ihrem  Fundamente  fortgeschoben 
noeh  umgekippt  werden  kann.    Man  hat  daher  die  Berechnmig 

21* 
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der  erforderlichen  Mauerstärke  in  der  Weise  auszuführen,  dass  man 
für  jeden  dieser  beiden  Fälle  einzeln  genommen  die  der  Bedingung 
des  Gleichgewichtes  entsprechende  Dicke  der  Mauer  berechnet, 
und  nachher  yod  den  beiden  gefandeneu  Werthen  den  grösseren 
auswählt. 

Diejenige  Stärke,  welche  die  Mauer  mindestens  haben  müsste, 
um  nicht  auf  ihrem  Fundamente  fortgeschoben  zu  werden,  findet 
man  nach  Fig.  406,  indem  man  die  horizontale  Seiteokrafb  des  Erd- 
druckes gleich  dem  Beibongswider- 


Fig.  406. 


Stande  setzte  tue  der  Ol^hung: 

1)  Ä(Ö4-F)  =  Ä 

Wenn  mit  das  Gewicht  des 
Mauerwerkes  pro  Cubikeinheit  be- 
zeichnet wird,  so  ist  hierin: 

2)  Ö^rfjW 

zn  setten,  und  nach  SnbatitutiOD 
dieses  Ansdraclres  erbUt  man  für 
das  Yerbiltniss  der  Uauerdlcke  mr 
Hauerböbe  den  Werth: 

h__ß_  V_ 


Um  hiernach  fürjden'in  Fig.  404  dargestellten  Fall  die  er- 
forderliche Mauerstärke  zu  berechnen,  hat  man  für  //  und  V  resp. 
die  in  den  Gleichungen  15)  und  16)  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Warthe  zu  substituiren ;  die  obige  Gleichung  nimmt  dann 
die  folgende  Form  an: 


Y  1 

Wenn  man  hierin  —  =  0,8  und  /,  =  tg  30*= setzt, 

Yi  ^»6  /3 

so  erbUt  man  den  Werth: 

5)       =  0,1189. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  den  in  Fig.  405  dargestellten 
Fall,  indem  man  für  die  Grössen  //  und  V  die  in  den  Gleichungen 
20)  und  21)  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Ausdrücke  ein- 
setzt, den  Werth: 
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6)  I  =  -0,2165)  oder: 

7)  y  =  0.3464. 

Die  wirkliche  Stärke  der  Mauer  muss  demnach  im  ersteren  Falle 
grösser  als  0,1 189. /i,  im  letzterea  Falle  grösser  als  0,3461.  A  ge- 
wählt werden. 

§  116. 

«•IdiiMridrt  4tr  Wtm&t  In  Bonf  ail  Orthmi. 

üm  diejenige  Stirke  za  finden,  welche  die  Mauer  mindestens 
haben  mtiee,  wenn  dieselbe  dorcfa  den  Brddmek  nicht  umgekippt 
werden  soll,  wfirde  man  die  algebnüeche  Somme  der  etatiflchen 
H omente  der  drei  Erifte  F,  Q  in  Bsang  auf  die  Anseenkante 
gleich  Nnll  an  setun  haben  —  entsprechend  dem  OrenzCüle,  in 
welchem  die  llitteOaraft  Jener  drei  Krftfte  durch  die  Dxebkante 
selbst  hindarchgeht  Die  anf  eolche  Weise  berechnete  llanergtirke 
wOrde  jedoch  nnr  dann  als  wirklich  genflgend  za  betrachten  sein, 
wenn  die  Mauer  aus  absolut  festem  Materiale  bestAnde,  da  der 
Dmck  pro  FlAcheneinheit  einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt, 

sobald  der  Druck  auf  eine  Linie  sich  con* 
centrirt,  anstatt  auf  eine  Fi&cbe  sich  in 
Tcrtheilen. 

Um  eine  wirklich  genflgende  Mauerstärke 
ZQ  erhalten,  hat  man  die  bei  obiger  Berech- 
nung anzunehmende  Drehachse  weiter  nach 
innen  zu  verlegen.  Da  die  Mauer  als  ein 
elastischer  Balken  betrachtet  werden  kann, 
welcher  durch  jene  drei  Kräfte  sowohl  ge- 
bogen als  auch  in  seiner  (verticalenj  Lungen- 
richtung zusammengedrückt  wird,  und  wel- 
cher zugleich  ( wegen  der  horizontalen 
Fugenschnitte)  unfähig  ist,  Zugspannungen 
anzunehmen,  so  empfiehlt  es  sich,  der  obigen 
Berechuungsweise  eine  solche  Lage  der  Dreh- 
achse zum  Grunde  zu  legen,  bei  welcher  für 
die  grösste  in  diesem  Balken  hervorgebrachte 
Zugspannung  der  Werth  Null  sich  ergiebt. 
Da  der  horizontale  Querschnitt  der  Mauer  die  Form  eines  Rechtecks 
hat,  so  wird  diese  Bedingung  erfüllt  werden,  weuu  die  Drehachse 


Fig.  407. 
b 


t 


G 
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b  b 
Im  Abstände  .   von  der  Aussenkante  (oder  im  AbsUode  -r-  von 

der  Mitte)  aDgenommen  wird.*)  Indem  man  demgemäss  die  alge- 
braische Summe  der  statischen  Momente  der  drei  Kräfte  JET,  F,  G 
in  Bezug  auf  den  Dralipankt  /  gleich  Null  setit,  erhält  man  nach 
lig.  407  die  Gleichoog: 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  G  =  f^bh  auch  die 
folgende  ii^orm  geben  kann: 

Durch  Auflösung  derselben  erhait  man  fOr  das  VerhftltoiiB  der 
Miuereiftrke  zur  Mauerhöbe  den  Werth: 


h      Ith*     ^f,h*y  ^ 


6Ü  a 


£iue  im  Abstände  e  von  der  Acbsenricbtuug  des  Balkens  parallel  z\i 
denelben  wirkende  Druckkraft  K  kann  metit  «erden  durch  «in  Kriftapaar 

vom  Momente  K .  t  und  eine  in  <IIe  Achsenrichtang  selbst  fallend«'  Einiel- 
kraft  K.  Letztere  bringt  eine  gleichlurmig  Uber  die  QiwrMbniitafliehe  F  ver^- 
theiUe  Dracksuannaag  ron  der  Grösse: 

K 

^=  F 

pro  Flächeneinheit  hervor.  Indem  man  dicäc  Spannung  der  Ton  den  Biegnnga* 
momente  K.t  herrttbrenden  grösaten  Zugspannung: 

gleiehsettt»  erhält  man  tnr  Beatimmung  der  Grösse  a  die  folgende  Qleiohnng: 

»  „       E       .  % 
T-^*==-F'  oder. 

Wenn  der  Querschnitt  ein  U«chtcck  ist  von  der  Höhe  &  =  2ip,  80  tat  Z  =  - 
in  eetseo,  und  ea  wird: 

b 

Hei  dicr-^er  Grösse  des  HcLeliinues  c  findet  in  der  Quer^chnittsfl.iclie  überall 
oor  Drackspaunuug  statt,  welche  an  dem  einen  Ende  des  Qnerschnitts  den 

Werth  Null,  am  aadeira  Ende  den  Wertli  «9 = 8      pro  Flächenetahat  anniminl 

Das  obige  Beeoltat  bleibt  nach  dann  noeh  gUliig,  wenn  die  Kraft  K  die 

der  Achsenrichtang  parallele  Seitenkraft  einer  nnter  beliebigem  Neigungs- 
winkel gegen  die  Querscbnittsffäche  -wirkenden  Druckkraft  /?  bildet,  da  di.« 
andere  —  der  Quersclmittsilache  parallel  wirkende  —  Seitenkraft  von  B,  aU 
Abeehoernngakraft  «irk«id,  bei  obiger  Berechnnng  der  Zng^  nnd  Dniek-^aa* 
nnogea  uaberttcketchtigt  gelaeien  werden  darf. 
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Für  den  in  Fig.  404  dargestellten  Fall  bat  man  hierin  (nach 
§  113)  die  Werthe;  jff  =  0,1287  .  -yÄ«,  F  =  0,0743  •  t**.  X  =  y 
m  snbstittdreD,  und  wenn  man  zugleich  (wie  im  TOrigen  Para- 
graphen geschehen)  '^i  =-^7  setzt,  so  erhält  man  den  Werth: 

-  4)   4- =  0,36. 

h 

Auf  gleicho  Weise  erhält  man  für  den  in  Fig.  405  darge- 
steUten  Fall,  indem  man:   if  =  0,375.  yä',   K=  0,2165  .  ^A', 

T^T*  1^*  ~  ^  Werth: 

5)  y  =  0,5. 

Bei  dar  auf  loli^e  Weiie  bereehiMtteD  Fatttmumw  wftrde  die  grtnte  in 
deivelben  herrorgebnchte  DnieIcsiNUiiiiing  ivo  Flida«neiiiheii  m  berechnen 
•ein  an»  der  Gleichung: 

Bei  lehr  groraer  B5lie  der  Maner  wfiide  man  den  obigen  Werth  mit  der 

prai-tiscli  zulässigen  Drackspannung  des  Materials  zu  vergleichen  hai  i  and 
falls  eine  Ueberschreitung  dieser  Grenze  sieb  hemnietellen  BOUte,  die  Mauw^ 
Btatke  enteprechend  xu  vcrgrössern  haben. 

§  116. 

Erddruck  gerien  geneigte  Mauerflächen. 
Bei  dem  in  Fig.  408  dargestellten  Falle  weicht  die  Richtungs- 
linie des  activen  Firddruckes  um  den  Winkel  e  -!  o  von  der  Hori- 
zontalen ab,  und  scbliesst   lern  nach  mit  der  Gleitfläche  ÄC  den 
Winkel     -  -  (s -f  ?)  Nach  der  Theorip  der  schiefen  Ebene 

nimmt  die  R^dinp^ung  des  Gleichgewichtes  gegen  Hinabgleiten  des 
Erdprismas  ABC  für  diesen  Fall  die  folgende  Form  an: 
1)  O=i>cos[ö— (£-f  9)}4-/(^cosö-i-i>sin[ö— (^6  4-9)])— ^sinö. 

sin  ©  — 
Wenn  man  hierio       — -  setat,  so  erhält  man  dnreb  Anflteun^ 

cos©  ' 

dieser  Gleichung  für  D  den  Werth: 

f  cos  («  — (s -4- 29)} 

Das  Gewicht  des  Erdprismas  ABC  hat  nach  Fig.  408  die 
Grösse: 

3)   ^»  =  — 2— +  2ti^' 
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und  ntch  SnbstitutiOD  dieses  Ausdrnekes  kann  man  der  ?orher- 
gehenden  Oleiehnng  die  folgende  Form  geben: 

yh*        sin(ö-9)        /      ,1  \  , 
  (tg«-hzi^),  oder: 


4)   2>  = 


2    ooejd  — (e  + 29)) 


6)   I>  = 


YÄ*  cos  9 


I  - 


tg9 


2  cos  (s  4- 29) I  1 


+  <g(e  +  29) 


t^)" 


Hierin  ist  für  die  Grösse  tg  ö  derjcDige  Werth  einzusetzen,  für 

welchen  D  ein  Maxi- 
Vig,  406.  miim    wirH  WoQn 

X  setrtt 


mum  wird. 
1 

man  — -  ^ 

ig  6 

SO  kann  das  Product 
der  beiden  eingeklam- 
merten Factoren  als 
Function  von  x  mit 
F{j  )  bezeichnet  wer- 
den, und  wenn  man 
zugleich  abkärzungs- 
weise:  tg  9  =  ^, 
tg  (s  +  2  9)  =  5, 
tg  e  =  (7  seist,  so 
wird: 


6)   F{x)  = 


0+  (l—AC)x  —  Ax* 


Indem  man  den  Differeniialqaotienten  dieser  Funelaon  gleich  Null 
seist,  erliftlt  man  dne  Gleichung*),  welcher  man  die  folgende  Form 
geben  kann: 


7) 


C-f  (I  ^-ACU  —Ax*      {i  —  ÄC)  —  2Ax 


und  wenn  man  den  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ausdruck  Ar 
F(x)  in  Gleichung  5)  substituirt,  so  erhftlt  man  die  Gleichung: 

yh*  OOS  9 


8)  i)=: 


2  OOS  (e  -f  29) 


(i~~AC—2Ax),  Oder: 


*)  Wenn  -  -  ein  Brnch  ist.  dessen  Zähler  and  Nenner  Functionen  von  x 

sind,  80  fülirt  (Ins  Null-Setxen  des  Differenualquotienten  dieses  Broobes  la  der 

,         Z  dZ 
Gleichung:  ^  = 
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Die  Grösse  x  ist  nach  Gleichung  7)  zu  berechnen,  welcher  man 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

Durch  Auflösung  derselben  erhält  oian  für  x  den  Ausdruck: 


11) 


12)  *  =  -  tg (*+  29) 4-1/  tg  (€  +  29)'  +  *£fe±^^r:*€i_ tp(e  +  29)tgc; 

tg  9 

Wenn  i.  B.  9  =  30°  und  e  =  15«  ist,  so  wird:  x  =  0.6186  uud  D  =  0,22  .  yä«  . 
Pttr  di«  beiden  SeiftenkMAe  de«  Biddmokes  ergeben  sich  hiemach  die  Werthe: 

Fig.  IM.  18)  Ä"=iDcod(t  1  9) 

U)  F=I>sin(c  +  9) 
=  Diin  45«  =  0,156.  Y»». 

Die  Gleichung  2) 
kann  auch  für  den  io 
Fig.  409  dargestellten 
Fall  zur  Berechnung  des 
Erddruckes  benutit 
werden.  Für  diesen 
Fall  hat  man  nach 
Big.  409:  __ 

,5)  ^= J^if^ 

Y  h 
s=  ~  «iPOOSf© — •) 

2  OOS« 
zn  setsen  und  die  in 
der  Figur  mit  0  be- 


zeichnete Grösse  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
16) 

AB 
17)    »  = 


sin  (ö  —  9) 
h  cos  (ö  —  e) 


cos  e  sin     —  9) 

Nach  Substitution  des  letzteren  Werthes  erh&lt  niAn  fflr  das  Ge- 
wicht Q  den  Ausdruck: 

1  g\   o—  T^'cos  (9  —  e)  cos  i B  —  e) 
^   ^         2co8e"sin(ö  — 9)  ' 
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und  mit  Beoutznog  dewelben  kann  miii  der  Gleiehimg  2)  mu^ehr 
die  folgende  Fbnn  geben: 

.      yA'co»(9  — t)c<ie(^  — «) 
2coB»*coe(ö  — »-29)  ' 

om    jy  _  Y*'coe(y  — <)  f  1  1 

2üOBe«     ■lco829+tg{d— «)8in29J 
Man  erkennt  an  der  Form  dieses  letsteren  Aindrackee,  daas 
(wie  in  §  10t)  aneli  hier  wieder  B  gleich  9  zu  setaei)  ist,  und 
wenn  man  diese  Substitation  in  Oleichung  19)  ausführt,  so  erhilt 
man  für  2>  den  Werth: 

21)  .^''TViV 
2  COS    OOS  (9  -h  •) 

Wenn  man  tneb  hier  wieder  ^sSO*  nnd  es=s19*Mttt,  so  wird  D= 

y  2 

und  es  ergehen  sich  für  die  beiden  Seitenkräfte  des  Erddruckes  die  Werthe: 

32)   J=2)cos(9  +  »)«4' 

y  2  2 

Fftr  9  =  80*  und  c»  — 15*  erhilt  nun  auf  gleiche  Weiee  die  Werthe: 
I>= 0*278. Y^»'  und: 

24)  H=  Z)  cos  (9  — e)  =  0,26855  .v/j», 

25)  K  =  D  sin  (9  —  c)  =  Ü,0T295 .  th\ 

§  117. 

Berechnung  einer  Futtermauer  von  trapezförmigem  Querecltnitte. 

Das  Gewicht  der  Futtermauer  iät  nach  Fig.  41Ü  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  der  Gleichung  1)  des  §  114  substituirt, 

so  erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  das  Verbftltniss  \- 
den  Wertii:  * 

Wenn  man  hierin  5=  15*  =  61  «ad /j  =  tg  30"  =        »etat,  so  erb&lt 

VT 

man  mit  Bennttnng  der  Gleichongen  22)  nnd  28)  dee  vorigen  PBragmphent 

indem  man  zugleich  wieder  fts—Y  *^*^*  ^  ^g*  ^  dargeftellten 

FftU  den  Werth:  * 

8)  J  =0.Ö6. 
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1  ■  '1'=; 


vad  IPenn  man  ein  anderes  Mal  mit  beibebaltutig  der  übrigen  Zablenwerthe 
es ~  15*  letit,  io  erhilt  mwi  mit  Bemtsong  der  Gleiehnngen  24)  und  25) 

des  Torigen  Paragrtphen  den  Werth: 

A)  -^^0,1277. 


Die  Sicbcrheit  des  Gleicbgewiebtt 
gegen  (Jleiton  erfordet  t  demnach, 
daas  die  wirkliebe  Stürkc  der  Mauer 
an  der  Baaie  im  ersteren  Falle  grOiaer 
als  0,56 .  K  im  letsteren  EUle  grSaaer 
all  0.1277.*  gfwiUt  werde. 

Um  denjenigen  Werth  von  b 
zu  finden,  welcher  der  Bedin- 
gung des  Gleichgewichtes  gegen 
DrefauDg  entspricht,  bat  nin 
wiederam  das  in  §  115  erklirte 
ftip+\'f  Ver&breii  ansnweiideD,  und  ei^ 
hSlt  nach  Fig.  411,  indem  man 
die  algebraische  Summe  der  statiseben  Momente  in  Bezug  auf  den 
DrebponlEt  J  gleich  Noll  setat,  die  Qleichnog: 

2      \3        3   y  3 

Wenn  man  abkflrsnngBweise  den  Ansdrack 

2V 

'•   ~  -Ti  —  tg  e  mit  V  bezeichnet,  so  kann  * 
Yi* 

man  dieser  Gleicbnng  auch  die  folgende 
i  Form  geben: 

and  eibält  durch  AufUtonng  dieser  Glei- 
chung für  das  Yerhältniss     den  Werth 
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Mit  Bdbefaftltang  der  obM  aogvoommenMi  Zablenwertbe  erbilt  mtn  am 
diaiar  Qldebung  für  c  =  + 15*  din  W«rfb: 

8)  ^=0,64. 

uud,  wenn  man  ein  anderes  Mal  e  =  — 15**  setzt,  »o  erhält  man  den  Werth: 

9)  =  0.084. 

Bei  Yergleicbiuig  dieaer  Wertbe  mit  den  oben  in  Gleiebang  8)  und  Gleioban^  4) 
geftindeneD  Zablenwertben  erkennt  man»  daes  in  beiden  Fällen  die  Sicherheit 
(\("^  Gleichgewichtes  gcj^en  Gleiten  bineiebtlioh  der  virltUcb  in  wählenden 

idauer^itärkc  den  Ausschlag  giebt. 

Wenn  -^  =  tgc-|- tgcj  wird,  so  g^ebt  der  trapetftrmige  Qnersehnitt  in 

einen  dreteekigen  QnwBduutt  Uber.  Die  Gtitigkelt  d«r  eben  gefundenen  Qlei- 
ebvngen  ist  dnb«  eteto  an  die  Bsdingnng  geknttpft,  dass  der  bereehnete  Wertb 

dee  Yerbiltnisees     niebt  kldner  ale  tgs  +  tg<t  aoeflUlt. 


§  11^. 
Einfluss  der  Erschütterungen. 

In  §  98  wurde  bereits  erklärt,  dass  die  Bestimmung  der  wirk- 
lichen Grosse  des  £rddrackeB  eine  Aufgabe  ist,  welche  im  AUge- 


Fig.  41t. 


:8 


meinen  der  Rechnung 
sich  entzieht;  dass 
vielmelir  immer  nur 
gewisse  Grenzwerthe 
sich  ermitteln  lassen, 
von  welchen  man  be- 
haupten darf,  dass 
die  Grösse  des  wirk- 
lichen Erddruckes  zwischen  denselben  liegen  niuss.  Die  Bedeutung 
dieser  beiden  Grenzwerthe  kann  man  sich  mittelst  der  beiden  Figuren 

412  und  413  veran- 

 ^  ^   schaulichen.  Denkt 

man  sich  die  beiden 
parallelepipedischeu 
Blöcke,  zwischen  wel- 
chen die  Erdmasse 
sich  befindet,  das  eine 
Mal  in  der  Richtung 
nach  aussen  hin  um  eine  unendlich  Ueine  Strecke  ▼erBchoben  und 
dann  festgelegt,  so  gelangt  man  in  dem  in  Fig.  412  daiigestellten 


^^^^^ 
w 
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Falle  des  activen  Erddruckes.  Für  diesen  Fall  ist  (nach  §  113, 
Gleichung  13)  der  wirkliche  Erddruck  zu  berecboen  aus  der 
Gleichung:   


1)  2), 


Y 


Wenn  man  sich  ein  anderes  Mal  die  beiden  Blöcke  um  eine 
nnendlich  kleine  Strecke  nach  innen  hin  verschoben  und  dann 
festgelegt  denkt,  so  erhält  man  den  in  Fig.  413  dargestellten  Fall 
des  passiven  Erddruckes.  Für  diesen  Fall  ist  der  wirkliche  £rd« 
druck  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


2;    V,  I*'V4+^_, 


welche  man  aus  der  Torheigehenden  ableüel,  indem  man  darin 
die  QrOsee  +/  mit  der  QrOsse  — /  yertaaecht.  Die  Bicbtnnge- 

linie  des  Erddrookes 
weicht  in  dem  erete- 
ren  Falle  nach  oben, 
in  dem  letateren  nach 
unten  hin  nm  den 
Reibungswinkel  9  von 
der  Horizontalen  ab. 

Wenn  man  beispielsweise  /— tg30°  =  _^^  setzt,  so  wird 

=  0,1486. yA*  nnd  D,  =  5,048 . yA*.  Das  Yerbftltniss  des 
paaaiTen  Brddnickes  in  dem  aetiven  bat  demnach  in  diesem 
Falle  die  Grtese: 

3)  33,97. 

Bei  dem  Üebergange  ans  dem  activen  Zustande  in  den  passiveD 
wCIrde  also  der  Druck  nahezu  auf  das  34oihcfae  sich  steigern,  und 
zugleich  die  fiichtungslinie  desselben  um  einen  Winkel  von  60* 
sich  drehen. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiele,  dass  die  Schätzung  des 
wirklichen  Druckes  in  einem  bestimmten  vorliegendeu  Falle  mit 
einem  beträchtlichen  Grade  von  Unsicherheit  behaftet  ist,  so  lange 
nicht  die  Art  und  Weise  genau  bekannt  ist,  auf  welche  die  Erd- 
masse in  den  gegebenen  Zustand  gebracht  wurde.    Die  beiden 
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Figuren  412  und  413  roprfispTitiren  künstlich  hervurgebrachte 
Spannnngszustäiide  der  Ertimasse,  welche  als  Abweichungen  von 
einem  gewissen  mittleren  natürlichen  Zustande  derselben  be- 
trachtet werden  können.  Als  solcher  natürlicher  Zustand  wird  der- 
jenige anzusehen  sein,  bei  welchem  die  Druckricbtuug  weder  nach 
oben  noch  nach  unten  hin  von  der  Horizontalen  abweicht,  oder  der- 
jenige Zustand,  welcher  dem  Werthe  9  =  0  entspricht  (Fig.  4-14). 
In  diesen  natürlichen  Zustand  wird  die  Erduiassc  übergehen,  sobald 
durch  Erschütterungen  (z.  B.  durch  Hammerschläge  gegen  die  Platte, 
welche  der  Erdmasse  als  Unterlage  dient)  der  Einfiuss  der  Reibung 
gans  inm  Venchwindeo  gebracht,  und  in  Folge  dessen  jener  kflnst- 
liche  Spannungszusttnd  aufgehobea  wird.*)  In  ilten  solelieD  Fftllen 
also,  wo  die  Erdmasse  starken  Ersebütto'Diigeii  ausgesettt  ist,  wird 
man  den  Erddruck  nach  der  fOr  hydrostatischen  Druck  geltenden 
dleichnng: 

berechnen  haben,  in  welche  die  GleichungeD  1)  imd  2)  Aber* 
gehen,  sobald  darin  der  Beibnngscoeffident  /  gleich  Nnll  geeetst 
wird. 

Auf  diesen  Umstand  bat  man  bei  der  Beredinung  der  Putter- 
mauem  Bficksicht  au  nehmen.  Nur  dann,  wenn  im  Innern  der 
Erdmaase  ein  gewisser  Grad  Ton  Gobftsion  stattfindet,  wird  man 
darauf  rechnen  dfirfeUi  dass  Jener  dem  activen  I>rucke  entsprechende 
Spaonungszustand  auch  bei  Erschfltterungen  noch  fortdauert  An- 
dernfklls  wird  es  erforderlich  sein,  entweder  durch  Wahl  einer 
grosseren  Mauerstärke  oder  durch  kOnstliche  Henrorbringung  einer 
gewissen  Cohäsion  in  dem  angrenzenden  Tbeile  der  Erdmasse  die 
gehörige  Sicherheit  der  Stabiiitat  herzustellen. 

Vorgl.  »Tecbniscbe  Mechanik"  (siebente  Aufi.)  §  95. 
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Theorie  der  StUtzlinien  und  Berechnung 

der  Gewölbe. 


§  119. 


Bei  dem  In  Fig.  415  datgesteUten,  an  zwei  festen  Ponkten 
naterstdtsten  Körper  ist  die  BestammnDg  der  von  den  beiden  ünter- 

stfitzungspunkten  ge- 
leisteten Gegendrücke 
eine  unbestimmte  Auf- 
gabe, insofern  dieOleioli^ 
gewichts  -  Bedingungen 
nur  erfordern,  dass  die 
Bichtungslinien  dieser 
beiden  Kräfte  mit  der 
Richtun^slinie  des  Ge- 
wichtes G  in  einem 
Punkte  7n?mriTiien  treffen. 
Dieser  Bedingung  kann 
auf  unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten  Genüge 
geleistet  werden,  nnd  je 
nachdem  für  den  Durdischnittspunkt  j^ner  Irr-i  Kräfte  eine  höhere 
oder  tif'tere  I^ge  angenonimeii  wird,  rtgeben  sich  für  die  beiden 
Q^endrücke  andere  Grössen  und  Richtungen. 

Jene  Aufgabe  hOrt  jedoch  auf,  eine  unbestimmte  zu  sein, 
sobald  auf  die  in  Fig.  416  angedeutete  Weise  der  Körper  durch 
einen  Verticalschnitt  in  zwei  getrennte  Hälften  zerlegt  ist,  welche 
in  einen]  bestimmten  gegebenen  Punkte  C  der  Schnittfuge  einander 

*)  Vergl  Schvvedicr  s  .Theorie  d«r  St&telioi*'  (Berliner  Zeitiehztlt 
fOx  Bmw^d,  Jahrgang  1859). 
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gegenseitig  berühren  und  unLerstiltzen,  Für  den  Druck,  welchen 
die  beiden  HiiiUen  üü  dieser  Stelle  auf  einander  gegenseitig  über- 
tragen, ergiebt  sich  bei 
der  hier  vorausgesetzten 
Symmetrie  ^ne  horizon» 
tiÜ6  Biefatungslinie,  und 
die  QrSaae  dieM8  Hori- 
nmtaldniekes  IT  würde 
man  berechnen  kOnnen, 
indem  man  bei  einer 
▼on  den  beiden  HAlften 
die  etatiBclien  Momente 
der  beiden  Erftite  JET  nnd 

-3-  in  Bezug  auf  den  be- 

treffenden  (baten  UnterBtHtanngspuDltt  einander  gleich  setat  (oder 
auch,  indem  man  die  Kraft  H  eo  wfthlt,  daas  die  Mittettiaft  Ton 

Q 

den  beiden  Kräften  H  und  ^  durch  den  betreffenden  festen  Unter- 

atfitznng^punkt  hindurchgeht). 

Mit  der  Lage  der  drei  Funkte  B,  C  ist  zugleich  auch  die 
Lage  der  Stelle  M  festgelegt,  an'  welcher  in  irgend  einer  beliebigen 

anderen  hindurcbgelegten  verticalen  Schnittfage  die  beiden  angren- 
zenden Theile  des  Körpera  einander  gegenseitig  wüHon  unterstützen 
müssen  (Fig.  417).  Man  ündet  diese  Stelle  if,  indem  man  den  Durch- 


Fig.  417. 


Schnittspunkt  con- 
struirt,  in  welchem 
jene  Fuge  von  der 
Mittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  //  und  Q 
(oder  auch  von  der 
Mittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  W  nnd 
P)  geschnitten  wird. 

Denkt  man  sich 
ausser  jenen  zwei 
(in  Fig.  41?  ange- 
gebenen) Scbnittfugeu  auch  an  allen  übrigen  Stellen  verticale 
Schnittfugen  hindurchgelegt,  und  auf  solche  Weise  den  Körper 
(dessen  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  gerichtete  Dimension  überall 


fem 
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gleich  groBB  TmuBgea^ü  wifd)  in  eb  System  von  uneDdlich  dünnen 
Platten  oder  Streifen  zerlegt,  so  erkennt  min,  dass  nüttelst  de» 

oben  erklärten  Yer^ 


Fig.  418. 


I  I 


II 


n 


iiii 


fahrene  für  Jede  dn- 
zelne  dieser  Schnitt- 
fngen  die  Lage  des 
StütEpnnktes  ermit- 
telt werden  kann,  mid 
dasB  der  Inbegriffaller 
dieser  auf  solebeWeise 
ermittelten  State- 
punkte  nunmebr  eine 
stetig  gekrümmte  Linie  ACB  bilden  wird  (i1g.41S).  Diese  kramme 
Linie  wird  die  Stutzlinie  genannt. 


Fig.  419. 


Man  überzeugt  sich 
leii,'ht,  da«s  dio  Form 
dieser  Stützlinie  keine 
Aenderung  erleiden 
wird,  wenn  an  irgend 
einer  Stelle  der  zwi- 
schen zwei  benach- 
harten  Schnittfugen 
befindliche  Streifen 
vertical  aufwilrts  oder 
vertical  abwärts  um 
eine  beliebige  Strecke  Terscboben  wird  —  vorausgesetzt,  dass  diese 
Veischitjhung  innerhalb  der  durch  die  Lage  der  Stützpunkte  N 

bedingten  Grenzen  bleibt 
(Fig.  419).  Denkt  man 
sich  die  sämmtlichen 
Streifen  so  weit  nach 
oben  verschoben,  dass 
die  untere  Begren- 


Fig.  m 


zungscnrve  des  ganzen 
Systems  durdi  die  State- 
«nie  selbst  gebildet  wild» 
^  ^  ^  »uui  in  der 

™  ^     oberen  Bsgreozungs» 

eonre  eine  Linie,  welche  in  ihrer  Fonn  das  Gesetz  erkennen  Iflsst^ 
naeh  welchem  die  Totalbelastoiig  über  die  Hoiisontalprojection  ver- 

Bitter,  lnte«laiir>Mtch>Bl1r.  B,  AvS.  22 
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theiU  ist  Diese  obere  BegreiiEuiigBcitm  DE  wird  die  Belastütigs- 
linle  genamit  (Fig.  420).  Man  erkennt,  dass  die  Form  dieser  Be- 
lastnngslinie  nach  einem  bestimmten  Gesetze  von  der  Form  der 
Stfitzlinie  abhftngen  wird,  sowie  umgekehrt,  dass  die  Form  der 
Stfitslinie,  welche  einer  gegebenen  BelastangsÜnie  entspricht, 
durch  die  Form  dieser  letzteren  bedingt  wird. 

Die  Stützlinie  AB  kann  auch  gedeutet  werden  als  labile 
Gl)  ichgewichtsrorm  einer  gewichtlosen  Kette,  deren  Belastung  nach 
dem  durch  die  l^elai^tungscurre  veranschaulichten  Gesetse  über  die 
fiorizontalprojection  derselben  vertheilt  ist^   Denkt  man  sich  die 

_     ganze  Figur  in  der  nm- 

Fig.  421.  —  e, 


m 


JJJÜ 


gekehrten  La^e,  so  er- 
hält man  die  stabile 
Gleichgewi chtsform  der- 
selben oder  die  Form, 
welche  die  Ii  än  gen  de 
Kette  bei  jenem  Beia- 
st ung?fge  setze  annebmen 
würde  (Fig.  421).  Es  ist 
daher  hei  dem  Aiifsiu  Lon 
der  Beziehungen,  welche 
zwischen  den  beiden  Cnrveu  AB  und  DK  stattfinden,  gleichgültig, 
ob  man  dabei  von  der  labilen  oder  von  der  stabilen  Gleichgewichts- 
lage ausgeht  —  ob  man  die  Linie  AB  als  Stützlinie  oder  als 
Kettenlinie  behandelt. 

120. 


Ur  SHKiilnis. 

Wenn  die  rechtwinkel%  zur  Bildfläche  gerichtete  Dimension 
des  BelastungskOrpers  als  Längeneinheit,  und  das  Gewicht  pro 


Cnbikeioheit  des  Be- 
lastungsmaterials als 
Krafteinheit  gewählt 
wird,  soistnachFig.42S: 

1)  dQ—g.das 
zn  setzen,  und  flfar  die 
Belastung  des  ganzen 
Eettentheiles  MS  er- 
giebt  sich  hiemaeh  der 
Ausdruck: 
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Nach  der  in  Fig.  423  gewählten  BezeiohnungsweiBe  erhftit 
man  nunmehr,  indem  man  sich  den  Gleicbgewichtsidutand  des 

KettentlieileB  M8  auf  die 
in  Fig.  4St4k  angegebene 
Weise  TeraDScfaanliehti 
die  Oleichnngen: 

3)   tga  =  ^  = 


H  dx 


^  ond  fflr  den  miten  DiiTe- 
renzialqaotlenien  von 
naeb  x  genommen,  eigiebt  sieb  ans  der  letseren  der  Wertb: 


Fig.  m. 


Z' 

y 

4) 


H 


S  H 


Nach  Fig.  425  ist  der  Kfftmmungs- 
halbmesser  für  den*  Punkt  Jf  der 
Stfitzlinie  in  berecbnen  aus  der  Glei- 
chung: 

6)   p .  rfa  =  (h  = 


Cosa 


Wenn  man  hierin  für  da  den  aus  der  Gleichung:   (/tga  = 
Fig.  425. 


flfa 


I 


COS  a* 

zn  entnehmenden  Werth  einsetzt,  so  ^hftlt 
man  für  den  KrümmuDgshalbmeeser  den 
Ausdruck: 

^   ^  cosci'ijtga 

welobem  man  nach  Substitution  des  In  Olei- 

dft 

chung  3;  angegebenen  Wertbes:  tg  a  = 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

7)  p=   ^  

008a»<i(|)  C08a».(;2) 

22» 
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Hieiin  ist  f&r  den  Differenualquotaenten  der  in  Gleichong  4) 
geAmdene  Werth  ehnneetseD;  man  erfaftlt  dann  die  Qleiohuog: 

Ffir  iii;  =  0  wird  a  =  0  nnd^srs«^.  Wenn  also  mit  S  der 
ErfimmangslialbmeBser  des  Sefaeitelpunktee  bezeichnet  wird,  so  ist: 

9)  B  =  — 

ZU  setzen.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  überall  gleich 
grosse  Uori2ontalspannung  der  Werth: 

10)  H^B.Zq. 

Die  Horizontalspannung  ist  demnach  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  der  Belastung  pro  Längeneinheit  am  Scheitel- 
punkte in  ilt'ii  Krümmungshalbmesser  an  dieser  Stelle. 
Wenn  man  den  obigen  Werth  fnr  //  in  Gleichung  8)  substituirt, 
80  erhält  man  für  den  Krümmungshalbmesser  die  Gleichung: 


11)  p= 


z .  COS  a* 

welche  man  einerseits,  bei  gegebenem  Gesetze  der  Lastvertheilung, 

zur  Constnictiou  der  Stutzlinie,  andererseits  —  indem  man  die 
Uleiiliuiig  für  z  auflöst  —  bei  gegebener  Stützlinie  auch  zur  Con- 
struction  der  zugehörigeu  B6laBtungi>lii)i6  benutzen  kann. 

§  12K 
KrairtofleR  alt  «Sblini«. 

Wenn  ah  StOtslinie  ein  Kreisbogen  vom  Halbmesser  B  ge- 
geben isti  so  hat  man  p  gldch  M  zu  setzen  in  der  am  Schlosse  des 


Fig.  426. 


vorigen  Paragraphen  gefun- 
denen Okichnng,  welche  als- 
dann für  z  aufgelöst  die  fol- 
gende Form  annimmt: 


1)  z=. 


cos  «* 

Diese  Glcicbung  kann  man 
auf  die  m  Fig.  420  ange- 
deutete Weise  zur  Cotistruc- 
tion  der  zugehörigen  Be- 
Isstnogslinie  benutzen,  indem 
man  stmäcfast  die  Strecke 
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dann  MLs= 


009 


und  hierauf  MN= 


Cosa* 


oon- 


Fig.  427. 


cos  a 
struirt. 

Bei  Anvfenduug  dieses  Verfahrens  findet  man,  dass  die  Form 
der  auf  solche  Weise  construirten  Belastungslinie  abhängt  von  der 

Wahl  der  Grösse  z^y 
oder  von  der  Wahl 
der  Yerhältnisszahl: 

2)   f =^ 

welche  letztere  der 
„Modulus"  genannt 
wird.  Wie  die  in 
Fip.  427  beispiels- 
weise für  die  drei 
Falle:  A  =  10, 
^  =  3,  ^  =  1  aus- 
geführten CoDstruc- 
tionen  /.eigen,  wen- 
det die  üelidütuDga- 
linie  in  der  Gegend 
ihres  Scheitelpunk- 
toB  die  eoBTdie 
Seite  ntdi  oben, 
wenn  A  gross  ist,  die 
eoneave  Seite  da« 
gegen,  wenn  Ä  klein 
ist  DerUebergang 
aus  der  eonyeien  in 
die  concave  Form 
enteprieht  dem  Grenxfalle  il  =  3,  lllr  welchen  der  Srfimnrangehalb- 
meseer  der  Belastangslinie  im  Scheitelpunkte  unendlich  groes  winL 

int  B«iiotniag  der  in  rwigta  PaMgiaphra  Ar  dtn  KrfimmiuigBlMlb- 

meMer  abgeleiteten  Gleichang  und  Anwendang  derielben  auf  die  Belastangs- 
linie  w&rde  man  fUr  den  KrümmaogshAlbmeaNr  denelbes  im  Scheitelpaakt« 
deii  Werth  erhalteo: 

DitM  GleiehDng  Migk,  da«     mündUoh  gna  wird,  wenn  —  ss  8  itf ,  ftniit 

»• 

K  positir  wird,  wena       <;  d,  and  oegatir,  wenn  —  ^  3  ist. 
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§122. 

StttUlinw  für  ftnid«  h^rliwililt  Betatlmitliiito. 

NidL  Fig.  423  ist  fOt  den  in  Fig.  428  dugestellten  Fkll  Uber- 
all  « =  y  m  sotten ;  die  am  Schlosse  des  §  120  für  den  Krfim» 

mnngshBlbmesser  der 
Stützlinie  gefundene  Olei- 
cbnng  nimmt  demnach 
für  diesen  Fall  folgende 
Form  an: 

*  ^  y  cos 
Um  die  Gr(y88e  y  als 
Function  des  Winkels  a 
daranstellen,  hat  man  die 
Gleichung  4)  des  §  120, 
indem  man  darin  ebeoftlls 
z^y  setat,  auf  beiden  Seiten  mit  2(fy  zu  mnltiplidren  und  hier- 
nach die  Integration  derselben  anssuffihren.  Man  gelangt  alsdann 
zu  den  nachfolgenden  Qleichangen: 


dy 


Für  X  —  ^  iöt  y  =     zu  setzen.    Da  ferner      =:  tg  a  ist^ 

und  a  =  0  wird  für  d;  =  0,  so  ist  die  Gonstante  so  bereohnen 
ans  der  Oldehung: 

6)   0  =    -  +  Gonst. 

und  man  erhält,  indem  man  die  letztere  Gleichung  Ton  der  m* 
hergehenden  subtrahirt,  für  y  die  Gleichung: 


H 


=  tg  a.\  oder: 
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Nach  aiMchung  10)  des  §  120  ist  hierin  H=Rz^  oder  lijfo 
zu  setzen;  man  kann  daher  der  letzteren  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

und    wenn    man   wie  im   vorigen   Paragraphen  das  Veriiaituiss 
— wiederum  mit  Ä  bezeichnet,  so  wird: 

Diesen  Werth  hat  man  nunmehr  für  ;/  in  Gleichung  1)  zu  sub- 
stituiren;  man  erhält  dann  für  den  Krämmungshalbmesser  der 
Stfitzlinie  die  Gleichung: 

10)  p==:  ,  ^ 

Um  die  Ordinate  //  als  Function  der  Abscisse  r  dui  zustellen, 
hat  man  der  Gleichung  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 

11)  f  =  ^-  ^y  ^. 

Wenn  man  y  +  /y  «^//*"=«  getat,  so  wird  der  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck  gleich—;  man  erhält 
also  dur<^  Integration  derselben  die  Gleichung: 

12)  -?^=  =  )g(y+T^p:=^)-f  Const 

^  y  =  i/o  ^ii*«!  für  x  —  O^  80  ist  die  Gonstante  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

13)  0  =  lgyo+Const, 

und  man  erhAlt  durch  Subtraeti<m  dieser  Gleichung  von  der  vor* 
hergehenden,  indem  man  zugleich  statt  der  Differenz  der  Loga- 
rithmen den  Logarithmus  des  Quotienten  setzt,  die  Gleichung: 


16)  e^=.J^)/(  Ö^-l" 
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Ans  dieser  letzteren  Gleichung  ergiebt  deh  für  den  Quotienten  — 

4er  Werth: 

Wenn  man  nanmobr;  wiederum  H^E^^  setsi,  so  kann  man  den 
Oleichnogen  14)  und  16)  anch  die  folgenden  Formen  geben: 


v=w"' ■^*'^''y 


Far  JSs=9o  oder.^  =  1  ergiebt  sieh  Mi  Gkiebnng  9)  der  Werth  y  ^ 

COS  Cl 

und  wenn  man  hierin  eoe  a  =  ^  setzt,  so  knnn  am  jener  Gleiehoag  ffkr  diesen 
1**11  anch  die  folgende  Form  gel>en: 

Da  der  Zahler  ydx  die  Belestoog  des  Bogen- ElemenU  da  bildet,  so  stellt 
der  Anadmek  nnf  der  linken  Seite  dieser  Qleichnng  die  Belutnng  pro  L&ngen* 
einheit  des  Bogene  dar,  nnd  da  anf  der  reehten  Seite  die  Conatante  steht, 
80  entspricht  der  Werth  ^  =  t  oder  i?  =  y«  dem  Falle  einer  gleichförmig 
über  die  fiogenlänge  Tertbeilten  Belaatang. 

§  123- 
Evolute  der  SIQtzlinie.  • 

Der  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Krümnningshalbmesser 
der  Stutzlinie  gefundenen  Gleichung  10)  kann  man  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

1)   p  =  Ä(lH-^tgaO"^  Cosa"'. 

Indem  man  diese  Gleichung  düferennirt^  erbftlt  man  ffir  den  Diffe» 

reniialqnotieaten  ?ott  p  nach  a  genommen  die  Gleichung: 

1  a 

2)  -^P—  3i^8ina(l  j-  A  tg a^)    f  _  u!ti^tga(l  1-^tga«)'"  1^ 

rfa  cos  a*  cos  ot^ 

welcher  man  nach  Substitution  dos  für  die  Grösse  (l  -|-  .1  tga")~  % 
aus  der  vorhergoliondon  Gleichung  zu  entnehmenden  VVerthes  auch 
die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 


3)   rf|  =  PtK«C3  ) 


Erolnta  der  SlftttUni«. 
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Wenn  mit     der  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  der  Stötz- 
ÜQie  bezeichnet  wird,  so  findet  nach  Fig.  429  zwischen  den  beiden 
Fig.  429.  Krümmungshalbmessern  p 

und  fi  die  Beziehung  statt: 

4)  pi  •  I?«  »  dp,  oder: 

.  _  X 


und  wenn  man  in  letiterer 
Gleichung  fftr  den  BUTeim- 

sial-Quotienten    den  oben 

gefundenen  AoBdraek  eob* 
fltitnirt,  so  erhftlt  man  fftr 
den  KrAmmungshalbmeseer  der  Evolute  die  Qleiohung: 

=  p  tg  a  (^3  ^  j — y 

Diese  Oleichung  zeigt,  dass  ee  zwri  Werfehe  toq  a  ffi.M,  für 
welche  Pi  gleich  Null  wird.  Der  eine  Werth  ist  a  =  0,  weil  für 
diesen  Werth  der  Factor  tga  gleich  Null  wird.  Um  den  anderen 
Werth  a  =  9  zu  finden»  hat  man  den  eingeklammerteii  Factor 
gleich  Noll  xn  setzen,  wobei  man  zugleich  fttr  a  den  Werth  ß  und 
für  p  den  diesem  Winkel  entsprechenden  Werth  p  =  r  zu  substi* 
tuireo  hat  Der  Winkel  ß  Ist  also  zu  bereohnen  aus  der  Gleichung: 

6)  0  =  3  gl  

Ffir  den  Erfimmungshalbmesser  r  erhftlt  man  ans  Gleichung  1), 
indem  man  darin  a  =  ß  setzt,  den  Ansdruck: 

7)  r=  ß  (1 +^tgö«)~  2  co8ö"^ 

und  nach  Substitution  desselben  kann  man  der  oben  für  tf  ge- 
fundenen Gleichung  die  folgenden  Formen  geben: 

^>  ^=^-"cos.«(r+^tgö^* 

Aus  dieser  letzteren  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  Grösse  tg  e 

der  Werth: 


10)  tge 


—  3 
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Fig.  m 


Man  eitennt  an  der  Fonn  dieses  Ausdruckes,  dass  die  Grösse 

R 

tg  $  imagin&r  wird,  sobald  der  Medulus  A  =  —  kleiner  ist  als  3. 

Da  diejenigen  Stellen ,  an 
welchen    der  Krinninunua- 
halbnipsser  o,    ileii  Werth 
Null    ;innimnit,    die  Eck- 
punkte düi  Evolute  bilden» 
so   fol^t   hif>raiis,   dass  in 
solchen  Fallen,  wo  A  kleiner 
ist  als  3,  nur  ein  solcher 
Eckpunkt  vorhanden  ist,  in- 
sofern   der   Werth   a  =  0 
in  diesen  Fullen  der  einzige 
Werth  von  a  ist,  für  welchen 
=  0  wird  (Fig.  430). 
Wenn  dagegen  der  Mo- 
dalns  A  grOsser  Ist  als  3, 
so  hat  die  Efolute  drei  Eekpnnlcte.  Der  eine  entspricht  dem 
Werthe  «»0  und  fällt  in  die  yerticale  Mittellinie;  die  beiden 

anderen,  weldie 
resp.  den  Wer- 
Uien  a  s=  -|-  d 
und  a  =  —  B 
entsprechen,  lie- 
gen sdtwftrts  von 
derselben  (Fig. 
431).  üm  den 
KrGmmungshalb- 
messer  r  zu  be- 
rechnen, hat  man 
in  der  Glei- 
chung 7),  welcher 
man  auch  die  fol- 
gende Form  geben 
kann: 


11) 


0 

'1 


r-f.'itg^'-' 

für  tg  f>  den  in  Gleichung  10)  gefundenen  Werth  einzusetzen;  man 
erhält  dann  die  Gleichung: 
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i?(A— 1)1/27  . 

12)  r  —  —  — I  oder: 

13)  .  =  -%l^_--0/27. 

2  V  A 

Aus  den  beiden  Gleichungen  10)  und  13)  ergeben  sich  z,  B, 
die  Bscbfolgendea  zusamniengeliörigen  Werthe: 


26 

10 

3 

r   

y  .  >  ~~ 

ö  = 

12,47 

7,394 

3 

u,ü(i33 
33«  33' 

0,5916 
30«  37' 

0 
0. 

§  124. 

Bcimbttng  dar  Evolirt»  air  CoMlmclfM  der  StUiNftfc. 

Wenn  man  in  der  l&r  den  Erammuogshalbmesser  der  Stftis- 
linie  gefundeoen  Gleichung  10)  dee  §  122  fär  den  HalbmeBser  R 
Minen  Werth  Äy^  einsetst,  so  kann  man  jener  QleicfanDg  anch 
die  folgende  Form  geben: 

1)   .  . 

yo      CO«  «»  V  1  -f-  .4  tg  a« 
Aus  dieiLi  Gleichung  ergeben  sich  für  i/«  =  l  und  A  —  25  die 
nachfolgenden  zusauimeugehörigen  Zahlen werthe: 
«s  0«    5«    10«  20»    85*    30»    »5*    40»    45«    80«    »5»  «)• 

^=86    28,2  ie,8  16 J  14,6  18,4  12,5  12,8  12.8  18.8  15.5  18.4  28. 

Jedem  dieser  Werthe  von  p  entspricht  ein  bestimmter  Krfim- 
mnngsmittelpnnkt  oder  ein  bestimmter  Ponki  der  Evolute,  welche 
in  diesem  Falle  drei  Eckpunkte  besitst  (s.  Fig.  431).  Dieser  An- 
zahl der  Eckpunkte  der  Evolute  entsprechend,  kann  man  sich  die 
Ejfimmungsmittelpunkte  in  drei  Gruppen  zerlegt  denken,  von 
denen  die  eine  die  in  der  N&he  des  mittleren  Eckpunktes  0  ge- 
legenen Erfimmuttgsmittel punkte  umfiMst,  und  die  anderen  beiden 
diejenigen  enthalten,  welche  resp.  um  die  beiden  seitwärts  ge- 
legenen Eckpunkte  J  sich  gruppiren.  Wenn  man  alsdann  jede 
dieser  drei  Gruppen  durch  einen  einzelnen  Krümmungsmittelpunkt 
ersetzt  und  ans  diesen  drei  Mittelpunkten  Kreisbögen  beschreibt, 
so  kann  man  auf  solche  Weise  eine  aus  drei  Kreisbögen  zusammen- 
gesetzte Cnrve  constniiren,  welche  annäherungsweise  die  richtige 
Form  der  StützUnie  darstellt 
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Nach  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  entspricht  dem 
mittleren  Eckpunkte  0  der  Werth  p  =  2?  =  25  und  jedem  der 
beiden  Eckpunkte  J  entspricht  der  Werth  p  =  r  —  12,47.  För  das 
arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Halbmesser  ergiebt  sich  hiemach 
der  Wertb: 


2) 


Ji~\-r  26-1-12,47 


-  =  18,7. 


2  2 

Zu  der  Gruppe  des  mittleren  Eckpunktes  0  wird  ruau  daher 
alle  diejenigen  KrümmungsmiLtelpunkte  zu  rechuen  haben,  deren 
zugehörige  Krümmungshalbmesser  grösser  sind  als  18,7;  zu  den 
anderen  beiden  alle  diejenigen,  deren  zugehörige  Krümmungshalb- 
mmst  kleiner  sind  als  18,7. 

Nach  der  obigen  Tabelle  wttrden  hieroaeh  als  zur  Gruppe 
des  mittleren  Edcpnoktes  0  gehörig  zu  betiaebten  sein  die  fünf 
Erfimmungshalbmesser: 

p  =  19,8,     p  =  23,2,     p  =  26,     p  =  23,2,     p  =  19,8. 

Indem  man  von  diesen  fllnf  Werthen  das  arithmetisehe  Mittel 
berechnet,  erhält  man  fftr  den  Halbmesser  des  mittleren  Kreis- 
bogens den  Werth: 

3)   Ji»,  =  ^^-^  +  '"^'^^         +  ^^-^^  +  ^'^-^  ^  22,2. 

Da  jenen  fünf  Werthen  von  p  eine  Winkelsamme  von  5 . 6  ^  26 
Graden  entspricht,  so  wird  man  dem  mittleren  Kreisbogen  einen 

Oentriwinkel  von  26  Gro- 
den zn  geben  haben 
(Fig.  432) 

Za  der  Gmppe  jedes 
▼on  den  beiden  Eck- 
punkten /  gehören  nach 
der  obigen  Tabelle  die 
nenn  Werthe: 

16,7,  14,6, 
12,5,  12,5, 

1:^,8,  lf>,5, 


V 


» 


0. 


13,4, 
12,8, 

18,4. 

Jeden  von  den  beiden 
anderen  Kreisbögen  wird 


man  demnach  zu  beschreiben  haben  mit  dem  Halbmesser: 

l6,?-i-U,6-f  ....  -i-  15,5-1-18,4  ^  ^ 


4) 


9 
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und  da  den  obigen  neoii  Werthen  von  p  eine  Winkelsumme  von 
9.5  =  45  Graden  entspricht,  so  wird  man  jedem  dieser  beiden 
Kreisbogen  dnen  Gentriwinkel  ?on  45  Qraden  zu  geben  haben. 

Wenn  die  Constnidion  der  Stfitelinie  noch  weiter  fortgefaint 
werden  soll,  so  hat  man  an  jeder  Seite  noch  einen  zweiten  Kreis- 
bogen hiozusnfagen  nnd  erliftlt  dann  einen  aus  fflnf  Kreisbögen 
ansammeogesetaten  Korbb^gen.  Die  Halbmesser  der  beiden  hinzu- 
zufügenden 

*^  _  KreisbOgenfindet 

man  anf  difeelbe 
Weise  wie  oben, 
indem  man  das 

arithmetiBcbe 
Mittel  von  den- 
jenigen Krflm- 
mnogsbalbmes- 
sem  berecbneti 
welche  der  sage*' 
hörigen  Gruppe 
vonKrfimmnngs- 

mittelpankten 
entsprechen. 

Den  Fehler,  welchen  man  begeht,  indem  man  auf  solche  Weise 
die  Stütslinie  ersetat  durch  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte 
Fig.  484.  Korblinie,  kann  man  sich 

Teranschaulicben,  indem 
man  die  aus  krummlini- 
gen Stücken  znsammenge- 
setzte  Evolute  der  wirkli- 
chen Still/linie  vergleicht 
mit  der  aus  geradlini- 
gen Stücken  zusammen- 
gesetzten gebrochenen  Li- 
nie J,,  J,  0,  .7,  ,  welche 
in  Fig.  die  Stelle  der 
Evolnte  vertritt. 

Au t  analoge  Weise  kann 
man  auch  in  solchen  Fäl- 
*Q        len,  wo  A  kleiner  ist  als 
drei,  und  die  Lvulute  deingemusä  nur  einen  Eckpunkt  hat  (Fig.  430j, 
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indem  man  eine  aus  geradlinigen  Stücken  zusammengesetzte  ge* 
brocbene  Linie  QPOPQ^  welche  der  richtigen  Evolute  möglichst 
oahe  sich  ansf^lieBBt,  an  die  Stelle  denelheii  treten  l&ist,  dieStAti- 
linie  durch  eiie  aiis  EreisMgeii  KiuiinmeDgesetete  Korhlinie  er* 
Mtseo  (Fig-  434). 

§  125. 

Stttzlinie  iUr  eine  von  der  Mitte  nach  aussen  geradlinig  ansteigende 

Belattungilhil«. 

Nach  der  in  ^  I  Ji*  eint^eführten  Bezeicbuuugsweise  ist  für  deu 
in  Fig.  4ij5  dargestellten  Fall; 

1)    ^  =  Z/  +    tg  e 
ZU  setzen,  und  wenn  abkürzungsweise  die  Grosse  tg  e  mit  k  be- 
zeichnet wird,  80  ergeben  sieb  fltar  diesen  Fall  zunächst  die  fol- 

geoden  Gleichungen: 


Fig.  m. 


y  -I-  kx. 


2)  2 

äx  dx 
dH  dhf 

welche  letztere  nach  Sob- 
BtitutioD  des  in  der  Olei- 
ehnng  4)  des  §  120  fftr 

-7^.-    getiiiideüeü  Aus- 

druckes  die  folgende  Fom 
annimmt: 

Diese  Gleichung  hat  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  2)  des  §  122, 
und  auf  dieselbe  Weise  wie  dort  gelangt  man  durch  Integration  der- 
selben zn  der  Gleichung: 

FSr    =  0  wird  z^z^^  yo«  ^^"^  i><Msb  Gleichung  3)  zugleich 


dz 

dx 


—  k*        Gonstante  ist  also  zu  berechnen  ans  der  Gletehnng: 


7)  Jb«         +  Oonst. 


und  man  erhält  durch  Subtraction  dieser  letzteren  von  der  vorher- 
gehenden die  Gleichung: 
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'>   B  

Wenn  man  hierin  abkürzungsweise  die  Constant«  f/J  —  Hk* 
gleich  Hetzt,  so  kann  man  der  letzteren  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

10) 


Diese  Gleichung  hat  wiederum  dieselbe  Form  wie  die  in  §  122 
gefundene  Gleichung  11),  und  man  gelangt  auf  dieselbe  Weise -wie 
dort  dureh  lotegratdon  derselben  zu  den  folgenden  Gleichoogen: 

1 1)  =  lg    -f  V^—  c')  +  Const,, 

V  Ja 

12)  0  =  lg  0/,  -4-        -"^')  4-  Const., 

13)  '    ==\e(  ^        ^'  ~  **'  V 


14)  ^=^yo±Vf^^e^-^ 


X 


Wenn  man  unnmehr  för  die OrOssen 0»y  +  X»;inid  0*»sf! 
—  Hk*  ihre  Werthe  substitoirt  und  zugleich  wieder  ff^Ry^^ 
setzt,  so  kann  man  den  letiteo  beiden  Qleidiungen  auch  die  fol- 
genden Formen  geben: 


16)  a;=/ii'yo.ig{ 

1  f  -  -1 

Um  den  ExUmmungshalbmesser  p  als  Faoetion  des  Wiakeb  a 
darzustellen,  hat  man  zunftcbst  in  Oleichnng  8)  ftr  die  GrOsse 

(h 

^  den  in  Gleichung  3)  angegebenen  Werth  zu  substituiren;  man 
erhält  dann  die  Gleichung: 

17)  (tga-|-Ä)»  —  ik«  =  ^'~^^,  oder: 

n 

18)  «=/y;  +  ^(tga«  +  2ifctga). 
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Nach  SaMtntion  im  letzteroD  Ausdraekes  nimiDt  die  allge- 
meine GleicbuBg  8)  des  §  120  die  fi»lgende  Fem  an: 


H 


19)  p  =  ,  ^.  

20)  ^ 


oder: 


cos  a'     1  -f-  ^  (tg  a*  -i-  2k  tg  a) 
Die  hier  gefundenen  Gleichungen  gelten  sowohl  für  negative 
wie  fär  poaiti?«  Wertbe  der  Gonataatea  k.    Sie  [gelten  daher  z.  B. 

aurh  für  den  in  Fig.  436 


Flg.  m 


dargestellten  Fall,  bei 
welrhem  die  beiden 
Zweige  der  Belastungs- 
linie  nach  u  n  t  f  n  hin  von 
der  Horizontalen  abwei- 
chen. Für  diesen  Fall 
würde  k  —  —  tg  e  zu 
setzen  ?eiu.  Wenn  man 
endlich  k  =  0  setzt ,  so 
erhält  man  wieder  die  in 
§  122  für  horizontale 
Belaatnngaliiiie  gefande- 
Den  Oleicbuigen. 


§  126. 


Die  Gleidwog  der  Ellipse  hat  nach  der  in  Fig.  437  gewiUteii 
BeidcfanQDgsweifle  die  Fonn: 

1)  f.- +7*  =  »»  ii=-f — X«, 

Wenn  man  hierin  für  die  Ordinate  u  den  aus  der  Figur  zu  ent- 
nehmenden Ausdruck: 

2)  u^Zo^/—y 

einsetzt,  so  erhält  man  eine  Qleichnng,  welche  fiir  y  an^jelOet  die 
Form  annimmt: 


3)  y-=^,+/-^yiJ3.xt: 

Indem  man  diese  Gleichung  zweimal  nach  einandw  dtfferaK 
ifirt,  gelangt  man  aladann  in  den  folgenden  Qleichnngen: 
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8 


6)  ■0=/J(J'-af')  '• 


Den  letzteren  Ausdruck  hat  maD  nunmehr  in  der  allgemeinen 
Gleichung  4)  des  §  120  zu  sabstitairen;  man  erhälfc  dann  die 
Gieichuog: 

_  8^ 

Diese  Qleiefaimg  nimmt  Daeh  SabstitatiOD  ^der  zDaammengthflcigeD 


Fig.  tf7. 


Werths  x==0  nnd 
«^^dieFonoiD: 


7) 


^0     _  / 

H  ^  l** 


und  weDD  man  die 

vorhergehende 
Gleichung  durch 
diese  letztere  divi- 
dirt,  so  erhält  man 
die  Oleiohnng: 

Der  in  §  121  für  die  einer  kreiaboc'^nOSrmigcii  Ftfitzlinie  entsprechende 
B«la3iung8liDie  gefnndenen  Gleichang  1)  kauu  man  »och  die  folgende  Form 
geben i 

9)  '  ^(  ^  Y=(    ^  V 

uad  mMi  arlwBnt  bei  Yerglttcfamg  dj««er  letiterwi  mit  der  TiHrhargtlieiideii 

Gleiehttog,  dMi  die  WerUie  de»  Quotienten  —  in  beiden  Pillen  gerniv  ttber* 

.einstimmen,  sobald  der  Halbmesser  der  Kieblinie  gleich  d«;r  hurizuntalen 
Halb-Aehse  der  Ellipee  ist. 

Wenn  man  für  die  Grösse  V"  —  x^  den  aus  der  Gleichung  1 ; 
zu  entnehmenden  Werth  in  Gleichung  7)  einsetzt,  so  nimmt  letz- 
tere die  Form  an: 


10)  -L^/;, 

&it(«r,  lDgeiiiear>Mecb&nlk.  3.  Aull. 
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lind  zeigt  in  di'^^'^r  Fyrm,  daaa  dif*  Relaätaas^h'lh-^n  iiEirt^kehiii  wiö 
die  dritten  Poücüzeo  der  zugehöriger!  Ordinateo  der  Eiüpse  sidi  ¥8f- 
halteo.    Für  >  =  i  wird  «  —  0  und  z=  la.. 


$  127. 

Wenn  das  Gewicht  der  hingenden  Kette  eine  gleichförmig 
Aber  die  Bogenlänge  d«raelb«i  vertbeilte  Belaatnog  bildet,  und 
mit  q  das  öbenül  gleich  grosse  Gewicht  pro  Längeneinheit 
des  Bogeos  bezeichnet  wird,  so  iät  nach  der  in  Fig.  43b  und  Flg.  43d 
gewählten  Bezeichnung  V  =  qs  zu  setzen,  man  erbili  also  Mcb 
F^.  439  fiir  dinea  Fall  die  Gieichoi«: 

U    fix  ^  H  ^  H' 

[Ja  am  Scheitelpunkte  der  Kette  da?  Gewicht  pro  Längeneinheit 
der  Horizontalprojeeiion  ideniiadi  ist  mit  dem  Gewichte  pro 

LAogeneinbeit  des 
Fig.  ^    Bogens,  so  ist  die 

in  den  früheren  P*- 
■  ragraphen  mit 
bezeichnete  Grf"<.ae 
für  liesen  Fall  gleich 
q  zu  j^etzen.  N:i''b 
§  1 20f  Gleich  UDtr  1  'j> 
hat  also  die  Hori- 
zontalsfannuni:  der 
Kette  die  Grösse: 

•2)  l{=--nR. 
und  wenu  mün  in 
der  vorhergehenden 
Gleichung  diesen 
Werth  für  H  sub- 
etitairt,  so  erbftlt 
man  die  Qleiebung: 

3)    ^y  =  -'-< 


A 


*  V 


Fig.  13». 


Um  die:<e  Gleicliung  zu  integriren,  bat  man  derselben  zunächst  die 

folgende  Varm  zu  geben: 
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und  alsdüim  die  Grösse  auf  beiden  Seiten  zu  d«rselheii  zu 

addiren.  Da  dx^  -\-  dy*  =^  du*  ist,  so  ergiebt  sich  hieraua  die  Glei- 
chung: 

ö)   (««4-i?»)<ii^»  =  «*(i*»,  oder; 

Wenn  man  di6$e  Gleichiuig  integrirt  qbiI  dabei  berftoksichtigt, 
dass  für  x^O  auch  ^  =  0  und  esO  wird,  so  erhUt  man  die 

Otoichuug: 

7)    1,  i  E  =  Vs^  +  11*,  oder: 

welcher  man  nach  bubstitution  des  aus  Gleichung  S)  für  8  in  ent» 
nehmenden  Werthes  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

y;   y*-i-2My^Ii*[^)\  oder: 

Iriiieni  man  diese  Gleichung  abermals  integriri  —  auf  der  Unken 
Seite  zwis(  lie?i  den  Grenzen  0  und  j-,  auf  der  rechten  zwischen  den 
Grenzen  ü  und  y  —  erhält  mau  endlich  die  Gleichung: 


n,  +  +  oder: 

Anstatt  die  obigen  Gleichuiig^en  —  wie  hier  gesciieheu  —  direet  tibzu- 
leiteu,  hatte  man  dazu  auch  die  Gleicbungeu  des  ^  122  beautsen  k&uueu,  in» 
«ofem  —  wie  «in  S^ltme  jenee  Pangnphen  foeeigt  wude  —  die  Stfltiiinie 
für  horizontale  Belastant^slinie  in  eine  gemsiii*  Kettenliiiie  UNffgebii  sobald 
f&r  den  Modaliu  A  der  Werth  J&in»"  angeoominen  «iid. 

§  128. 


Die  ISpanuuag  der  Kette  hat  (nach  Fig.  439)  an  der  Steile  M 
die  Grösse: 


l)  tgflt». 

'  coaa 


SB* 
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Wenn  aka  mit  I  der  «^ueräcrniitt  der  Ketce,  und  mi:  B  'iie  Span- 
nung pro  Fläciienemheit  dea  Qaerachnitta  an  dieser  Stelle  bezeiclmfl^ 
wird,  so  ist:   

Hieria  kann  man  far  die  Grössen  H  and  tga  =  '^  lesp.  die  m 

den  Glekbttiigeit  2)  imd  3;  des  Torigeo  Fuagnphtti  gefinteieB 
Wertiie  eiiiselUD;  mn  erbltt  dam  die  Gkidiiiiig: 

Wenn  ferner  mit  v  das  Gewicht  des  Kettenmaterials  pro  Cubik- 
einheit  bezeichnet  wird,  ao  ist  für  das  Gewieht  der  Kette  pro 
L&ngenetnheit.der  Werth; 

4)    g  =  Y  .  1 

einxtisetxeii,  und  weh  Sobstitotiim  desselben  fauin  mm  der  obigen 
Gleiebtiog  aneh  die  folgende  Form  geben: 


Wenn  man  hierin  für  1  -J- /s*'  den  in  Gleichung  ?')  dos  vorigen 
Parac^apben  gefundenen  Weitli  einsetzt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung: 

6  >    <B  =  T  (R  ^  ff). 
Die.-e  Gleirhuri^  zeigt,  das.s  die  Spannung'  S  mit  warh^-'ndem  y 
zunimmt,  und  das.s  dieselbe  ihren  grossten  Werth  ^  —  S  lur  //  — A 
annimmt.   Wenn  man  also  mit  jS  die  practisch  zulässige  Spannung 

des  Uaterials,  nnd  abkdrznngsweise  mit  m  den  Quotienten  be- 
zeichnet, so  kann  man  die  obige  Gleichuog  in  der  Form: 

benutzen,  um  die  gröäste  zulässige  Pfeiihohe  h  daraus  zu  berechnen. 

Da  dem  Werth«  n  —  h  der  Werth  x=^l  entspricht,  so  ist 
nach  Gleichung  II)  des  vorigen  Paragraphen : 

XQ  setsen,  und  wenn  man  hierin  für  J^H-^  don  obigen  Wertb 
sttbstituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


Digitized  by  Google 


Grenxea  der  SpAonweite. 


357 


Hierin  ist  die  Grösse  m  als  eine  von  der  Beschaffenheit  des 
Kettenmaterials  ubbänffige  gegebene  Constante  zu  betracbteu.  Die 
obige  Gleichung  zeigt  also,  dass  für  eine  bestimmte  gegebene  Kette 
die  erreichbare  halbe  Spannweite  l  (als  Function  von  R)  lediglich 
von  der  Wahl  des  Knnnmunirshalbmess'ers  im  Scheitelpunkte  abhängt. 

Um  denjenigen  Werth  von  /.'  zu  finden,  filr  welchen  die 
Grösse  /  ein  Maxiraum  wird,  hat  man  den  Differenzial.|Uütienten 
von  /,  nach  Ii  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Wenn  man  zu 
diesem  Zwecke  zunächst  abkfirzungsweise  die  Grösse: 


setzt,  80  eigiebt  sich  für  den  Differenzialquotienten  yon  |i,  nach  Ji 
genommeo,  der  Ausdrock: 

11)  ^  =  ^  

und  die  oben  für  l  gefundene  Gleichung  nimmt  bei  Anwendung 
dieser  BezelchnuDgiwdse  die  einftehere  Form  an: 

12)  i  =  n\L. 

Indem  man  nunmehr  den  Differenzialquotienten,  von  l  nach  R  ge- 
nommen, gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

.3)  +  ^ 

welche  nach  Substitution  des  oben  für  die  Grosse  -.^  gefundenen 

Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 

14)  0  =  --^^^  ^-fjit.oder:  4=  .J"_. 

Wenn  man  diesen  letzteren  Ausdruck  für  den  Quotienten  ^  in 

Gleichung  10)  subsiituirtf  so  erhält  man  die  Gleichung: 

und  iindet  durch  Probireu,  dass  dieser  letzteren  UediugungsgleichuDg 
Gendge  geleistet  wird  durch  den  Werth: 

il)  lJ.:=i,20. 
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Für  deQ  vortbeilbaftesten  Krümmungshalbmesser  des  Scheitel- 
punktes erhftlt  man  niiumebr  aus  Gleichung  14),  indem  man  die- 
selbe für  E  auflöst  und  Dacbher  darin  (jl=  1,2  setzt,  den  Werth; 

18)  ä^^—tT^T«  0,56277.1». 

Das  bei  Wahl  dieses  KrümmungHbalbmessers  erreichbare  MnEimum 
der  SpADDweite  bat  nach  Qleicbung  12)  die  Grösse: 

19)  2/ =  2  1,32666.1fr, 

und  für  die  entepreehfnde  Pfeilböbe  der  Eetto  eigiebt  sidi  aus 
OlefcbQDg  7)  der  WerÜi: 

20)  A  =  m  — 1^  =  0,44723.  flt. 

Die  CoriHtante  f«=—  bedeutet  diejenipe  Länge,  irelebe  eine  tertical 

iH  TRbbfiDgende  priprnntiffhp  Stange  hoohslcns  Viabtti  darf,  ■wenn  die  ani  oberen 
Ende  der  Stange  durch  das  Gewicht  derselben  her vorgt- brachte  S|<annnng  die 
practisch  zulässige  Grente  nicht  über^ichreiten  »oll.  Das  Gewicht  eines  Cabik- 
meten  SchnicdeiMn  hat  im  Mittel  die  Ghrflase  y  =  7700  ffil.,  und  da  die  pMC- 
tiflch  snlässige  Spannang  ffir  Schmiedctseii  6  bia  8  Kil.  pro  Quadratmlllimeter 
betrSpt,  80  Icann  xS"  ^  7  700000  Kü.  fah  practisrh  luläasige  Spannnne  pro 
Qutttratmeter)  getietzt  werden.  Hirrnach  hat  jene  Constante  für  Schmied- 
eise u  den  Werth: 

S      7  700000 
Y  7  700 

i:nd  nach  Sub^titation  desselben  erhält  man  ans  den  Gielchtingen  18),  19),  SO) 
rrsp.  die  Wert  he: 

Ä^552°'.77.     2/=  1326'".65.  h^447^,n 
Für  Stahl  kaun  die  Constante  m  =  4000'"  gesetzt  werden,  insofern  die 
pnetieeh  raliasige  Spannvng  fBr  Stahl  ongefiüir  Tiermal  so  groaa  iat  alt  für 
Sehniedeiaen,  während  die  Grösse  y  für  beide  angefihr  denaelben  Werth  hat. 
Hieroacb  ergeben  sich  für  Stahl  die  Werth-v 

J?  8s  221 1  >»,08,     2i  =  53a6'».6,     h  =  1788",92. 


§  129. 
PtrahoHtelM  Kefta. 

Bei  gleichförmig  über  die  Horiz.nntalprojection  vertbellter  Be- 
lastung nimmt  die  Kettenlinie  —  wie  in  §  41  bereits  gezeigt  wurde 
—  die  Form  einer  Ftoibel  an  (Fig.  440).  Wenn  die  Spannung 
der  Kette  pro  FlSebeneinbeit  ihres  Qaerschaitte  in  allen  Qner> 
sduitten  dieselbe  Oi^ie  beben  soll,  so  muss  Tom  Scheitelpunkte 
nacb  den  Aufhftngepunkten  bin  der  Eettenquerscbnitt  allmftblicb  xu- 
nebmen,  und  zwar  nach  demselben  Gesetxe,  wie  die  Kettenspannung 
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soDimmt  (Big.  441).  Für  du  Verhältoisa  des  grOssten  Quenebnitts 
tarn  kleinsten  ergiebt  sich  in  cUeeem  Falle  nach  §  41  (Qleichnng  11) 
der  Werth: 

^  OOS  a  * 

und  für  den  Vertical-Qaerschnitt  der  Kette  an  den  Aufhftngepunliten 
erhUt  man  nach  den  Gleichungen  12)  und  14)  des  §  41  den  Werth: 


2) 

'  oosa" 


3) 


-^'0(1 +tga')»  odori 
4Ä» 


Fig.  Ml 


Das  Gewicht  der  Kette  pro  Längeneinheit  der  Horizontalpro- 
jectiuü  bat  am  Scheitelpunkte  die  Grösse  ^  •  -^o  •  ^ 

p.    ^  hängepimkten  die 

Grosse  7  .  1. 
Das  eigene  Ge* 
widit  der  Kette 
würde  demnach 
in  diesem  Falle 
eine  ungleich' 
förmig  über  die 
Horizontal  -  Pro- 
Jeotion  Tertbeilte 
Belastung  bilden. 
Wenn  jedoch  va 
dem  eigenen 
Gewichte  der 
Kettenocli  so  Viel 
an  fremder  Be- 
lastung hinzuge- 
fügt wird,  dase  die  Totalbelastung  pro  Längeneinheit  der  Horizontal- 
projection  nunmehr  an  allen  Stellen  die  GrOase: 
4)  ^ü^p 

err^cht,  so  wud  hierdurch  der  Bedingung  für  die  parabolische 
Form  der  Kettenlinie  Genfige  geleistet,  und  für  den  erforderlichen 
Querschnitt  der  Kette  im  Scheitelpunkte  ergiebt  sich  nach  §  41 
(Gleichung  9)  der  Werth: 
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Dia  Oleiehuüg  3)  Bimait  nach  Snlwtitation  diestis  Werth«  die 
folgende  Form  an: 

und  wenn  man  in  Gleiehnng  4)  diesen  Amdrack  ffir  U  sabetitoirt, 
60  erhält  man  die  Gleiehnng: 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  bei  gegebener  Spannweite  die 
Spannung  8  noch  abb&ngt  von  der  GiOsse  des  VerhSltnlases: 

9)    4  =  ». 

Um  denjenigen  Werth  Ton  n  m  finden,  Ar  welchen  die  QrOsse  8 
ein  Minimum  wird,  hat  man  in  der  Gleichung: 

4en  BifferenzialquoUenten  von  9,  nach  fi  genommen,  gleich  Null 
2u  setien;  man  erhftlt  dann  die  Gleichung: 

und  wenn  man  den  hietaus  an  entnehmenden  Werth  in 
Gleichung  10)  substituirt,  so  erglebt  sich  aus  derselben  für  das 
erreichbare  Maximum  der  Spannweite  der  Werth: 

12)    2/==— . 

7 

Mit  B-ibchaltan^  der  am  Schlüsse  des  vorii,'> n  l'arai,'rai»h?fi  angenomme- 
Den  ZahlenwHi Uic  würde  man  demnach  unter  den  hier  gemachten  Voraus- 
«etznngen  für  Scbmiedeiscu  den  Werth:  22=1000'",  and  für  Stahl  den 
Werth:  2{  =  4000"  erhalten. 

§  130. 
K«tiMbrilckei»'Uiiia. 

Wenn  die  Kette  ausser  ihrem  eigenen  Gewichte  noch  eine 
gleichförmig  Aber  die  Horizontalprojection  vertheilte  fremde  Bela- 
stung KU  tragen  hat,  so  ist  nach  Fig.  442  und  Fig.  443  die  Gleioh* 
gewichtsform  der  Kette  zu  berechnen  ans  der  Differensialglochnng: 
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Fig.  448. 


Auch  hier  soll  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Qnerschnitt  der 
Kette  vom  Scheitelpunkte  nach  den  Aufh&ngepunkten  hin  al]inäh- 

lieh  zunimmt  —  und 
zwar  nach  demsel- 
1  ben  Gesetze  wie  die 
Kettenspaunuflg  — • 
dass  also  die  Span- 
nung pro  Flächen- 
eiuheit  des  Quer- 
schnittes in  allen 
QuenchDitten  der 
Eette  dieselbe 
Grosse  hat  Da  die 
Grösse  als  eigenes 
Gewicht  der  Eette 
pro  UngeDeinhett 
des  Bogene,  GbemU 
dem  Qaerschnitte 
derselben  proportio- 
nal ist,  so  ändert 
sich  die  GrMse  q 
Tom  Scheitelpunkte 
nach  den  Auf  hänge- 
punkten  bin  eben- 
fUls  nach  jenem  Ge- 
setze. Wenn  also 
mit  k  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  veränderliche  Grösse 
q  im  Scheitelpunkte  der  Eette  annimmt,  so  eigiebt  sich  ans  Fig.  443 
för  q  die  Gleichung: 

Je      cos  a  (ix 
Nach  Substitution  des  hieraus  für  q  zu  entni  hm^mden  Wertues 
kann  man  der  Gleichung  1),  indem  man  darin  abkürzungsweise 

Botst,  auch  die  folgende  Form  geben: 

nnd  wenn  man  dieselbe  alsdann  nach  x  diiFerenziirt,  so  erhJllt  man 
die  Gleiehnng: 

du         .  ,  ffii^ 


,   .  a 
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Da  f/.s  '  =  tlx^  -i-  dy*  und  dy  =  udx  ist,  so  kann  man  statt  dessen 
auch  setzen: 


5)  +r.> 


und  wenn  man  abkfirziingswefee  j/^'"^"^"  ~  *  ^ 

man  dieser  Gleichung  auch  die  folgenden  Formen  geben: 
7)   Hdusshi^^-^-u^dx^  oder: 

Iii 

Indem  man  nunmehr  diese  Gleichung  integrirt  —  anf  der 
rechten  Seite  Kwischen  den  Grenzen  0  nnd  auf  der  linken  awi« 
sehen  den  Oreoaen  0  und  u  —  gelangt  man  zu  den  naelstebeiidmi 
Gleichnngen: 


8)   /"  \  i^^'dx. 


9)  arc^(-^)=^i  oder: 
10)  «==«tg(^), 


welcher  letzteren  man  nach  Substitution  des  Werthes  tf  s^-^^auch 
die  folgende  Form  geben  kann: 

Diese  Gleichung  bat  man  abermals  zu  integriren  —  und  zwar  anf 
der  recbten  Seite  zwischen  den  Grenzen  0  uad  a;,  auf  der  linken 
zwischen  den  Grenzen  0  und  y  — ;  man  erbftlt  dann  die  Gleiehung: 

...  B  .  (nkx\ 

13)  y — k^'^vsrr 

Nach  §  120  (Gleichung  1 0)  kann  j? = i2  -f-  gesetak  Warden 
folglich  iat: 
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zu  setzen,  und  nach  SubstitutiOD  des  letzteren  Werthes  nimmt  die 
obige  Gleichung  die  tolgende  Form  an: 

1»)  y  =  -Ä.'lgeo.(-|^). 

FQr  x=^l  wird  y  =^h\  die  Pfeilbölie  der  Kette  bat  also  die  Grösse: 
16)  Ä«-J?fiMgc«i(^J. 


§  131. 

^iiM  4ir  SpMRWtili  lllr  IMMrlelnik 
Die  am  Scblvsse  des  TorigoD  Paragraphen  gefundeoe  OldcbuDg 

zeigt,  dass  die  Pieiliiöhe  h  unendlich  gross  wird,  wenn^-  =  -^ 

wild.  Mit  wacliBeDder  Pfeilhöbe  nfthert  sicli  aleo  die  Spannvreite 
dem  festen  Grenswerthe: 

1)  2/  =  ici?fi, 

welchen  dieselbe  erst  bei  anendlieh  gfosser  Pfeilhöhe  wirklich  er- 
reichen Wolde.   Die  bdden  Zweige  der  Gurre  nfthern  eich  aeym- 


Flg.  UiL 


ptotiseh  zwei  festen  vertica- 
len  Linien,  deren  Abstand 

von  einander  fjl  ich  11  ist 
(Fig.  444').  Wie  die  obige 
Gleichung  zeigt«  h&ngt  die 
Grösse  dieses  Abstandes  ab 
ron  der  Grösse  des  gewählten 
Kriimnüingshalbmessers  /*, 
welcher  seinerseits  wieder- 
um durch  die  Grös-e  der 
practisch  zulässigen  Span- 
nung  bedingt  wird. 

Wenn  mit  F^,  der  Quer- 
schnittder  Kette  im  Scheitei- 
punkte  und  mit5 die  überall 
gleiche  Spannung  pro  Flä- 
cheneinheit des  Querschnit- 
tes bezeichnet  wird,  so  ist: 
2)  =  H=  R(k-\-p\ 

und  weiiu  mit  i  Gewicht  des  Ketten-Materials  pro  Cubikeinheit 
bexeichntft  wird,  so  ist: 
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3)  A  =  Y.fi.l,  oder:  F^^^ 

KU  setzen.  Nach  Sulwtitntion  des  leUteren  Weitbes  kann  man 
der  GleicbuDg  2)  anch  die  folgenden  Fonnen  geben: 

4)  ^^Rik^pU  öder: 

und  wenn  man  den  ans  lolztoror  OI.Mrluing  für  Ii  zu  entnehmen- 
den Werth  in  Gleichnng  I)  siilvstii uirt,  so  erhält  man  für  den  oberen 
Grenzwertb  der  erreichbaren  Spannweite  die  Gleichung: 

6)  2/=-.^. 
n  Y 

Je  grösser  das  eigene  Gewicht  der  Kette  im  Yerfatitniss  zn 
der  fremden  Belastnng  ist«  um  so  mehr  nfihert  sich  die  Grosse: 


7)  «-|/  , 


dem  Grenzwerthe  „Eins*'.  Für  das  absolute  Maximum  der  erreich- 
baren Spannweite  ergiebt  sich  hiernach  der  Grenzwertb: 

8)    2/  =  Tc.~ 
Y 

In  dieacr  Glaichniig  ist  fDr  S  wiadenim  die  GrOwe  der  practisch  ta- 
llMigen  Spanonng  des  KcttenmateriAl«  sa  BubstitniTCii.  Hit  Beibahaltong  dar 

am  Sahlnsaa  des  $  128  angenommenen  Zablanwarthe      3 1000  fttr  Schmied- 

eisen  nnd  —  4000  für  Stahl j  erhält  man  demnach  reap.  für  Schwiedeiaen 
und  Btahl  die  Werni>  : 

2^  =  3140"'       ui!<l       2/  =  12r>60™. 
welche  n-nial  uo  gross  sind  aU  die  am  Schlüsse  des  §  1 29  gef andencu  Werths. 

Die  Wirirlich  erreichbare  Spannweite  hängt  ab  von  der 
Grosse,  welche  fQr  die  PfeilhObe  h  entweder  vorgeschrieben  ist  oder 
willkürlich  angenommen  wird.  Ffir  n  =  1  wird  nach  (Gleichung  6) 

H  =  -   und  (nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
Y 


fandenen  Gleichung): 

Ajg  cos(-^). 
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Diese  Gleichung  nimmt  z.  B.  für  SchniieUei84.ui,  wenn  darin  —  =  1000 
gentst  wird,  die  fülgende  Form  an:  ^ 

10)  A= -  10001g  cos (^^^)-  oder: 

/  -.^  A 

I         1000  I 

11)  2/  =  2000  arc  cos\r  1  . 

Wenn  also  für  die  Pfeilhöhe  i,  D.  der  Werth  h  =  I3l'°,2i  vorgeschriebcu, 
M)  wOide  fttr  das  Haximam  der  bei  dieser  PfeilhShe  errcichbareD  Spann- 
weite  der  Werth  2{  =  1000"  sieh  ergeben. 

§  132. 

Stützliaien  für  unsymmetrische  Belastungslinien. 

Nach  §  120  (Gleichung  10)  baben  die  Horizontalapannungen 
der  in  Fig.  445  uod  Fig.  446  dargesteiiteu  beidan  Stützlinien  resp. 

Fig.  4tö  die  Grössen:  H 

  Hzq   und  11' 

 '  "      I    li'z'   Wenn  diese 

j     beiden  Horizon- 
:     tal  -  Spann iiiigen 
\     einander  gleich 
sein    sollen,  so 
muss  die  Bedin- 
guDgs  -  Gleichung 
■■■L..  erfüllt  sein: 

;  \     A  ^ 

/  A.  '     Oder:   , ,  ==  } 

h  Zq 

welche  ausdrückt,  dass  die  KrümmungshalbmeKer  an  den  Scheitel* 
pnnkken  der  beiden  Stätzlinien  sich  umgekehrt  wie  die  Belastungs- 


<  ■ 


Fig.  4M. 


hoben  an  diesen  beiden  Steilen 
zu  einander  verhalten  mössen. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt 
ist,  so  werden  an  der  Stelle  M, 
wo  die  beiden  Stützlinien  gleiche 
Neigungswinkel  mit  der  Horizon- 
talen einscbliessen,  auch  die  beiden 
To  tal  Spannungen  ihrer  Grösse 
und  Kichtung  nach  mit  einander 
übereinstimmen.  Man  kann  daher 
den  Theil  AAf  aus  Fig.  445  mit 
dem  Theile  BM  ans   Fig.  446 


zusammoDsetzen  zu  emer  neuen 
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Stützlinie  AMBy  deren  zugehörige  Belastiingslinie  aus  zwei  un- 
s^uimetriscUeo  Hälften  zusammeDgesetzt  ist  (Fig.  447). 

Auf  analoge  Weise  würde 
man  auch  cioe  aos  mehr  als 
twei  Stecken  casMiifiieng«- 
Mtcte  Statslinie  iifthrt  tiige- 
böriger  Belastangslinie  con- 
strniren  Isönnen,  and  wenn 
mau  dieses  Vertabren  x.  B. 
•nf  die  in  §  124  behandelte, 
ane  KreiebSgen  naammen- 
gesctzte  StQtzlinie  anwendete, 
so  würdo  man  statt  der  hori- 
zontalen Beia«tan^linie  eine 
iB__  am  krommlinifen  StttelnB 
'^'^  inaammengeeetsteBelaatnngt- 
Hiiio  erhalten,  deren  Abw-i- 
chung  von  der  Horizontalen 
di<!  Grösse  des  Fehlers  veranschaolicbt,  welchen  man  begebt,  indem  man  die 
der  boriiontalen  Belasknngelinie  entsprechende  wirkliebe  Sifttilinie  doreb 
eine  ans  Kreisbögen  sneanniengesetite  Carre  eisetst. 

VVeno  die  Neigungswinkel,  welche  die  beiden  Stützlinien  an 
der  Stelle  ihrer  Zusammensetzung  mit  der  Horizontalen  bilden, 

ungleiche  Grösse 
Fig.  448.  haben,  so  weiden  bei 

der  ZusammensetEong 
nar  die  Horisontal- 
spannnngen  —  niehfc 
aber  die  Yertical« 
Spannungen  einander 
aufheben.  In  dieiem 
Fblle  wflrde  man  alsO| 
um  den  Gleichgewiehta- 
znstand  henQ8teIlen,an 
der  Yereinigungsstelle 
noch  eine  Verticalkraft: 
2)  Q^V^V 

hinzu  lugen  müssen, 

welche  gleich  der  Differenz  jener  beiden  Verticalspannungeu  iiU 
Diese  Verticalkraft  kann  —  falls  dieselbe  nach  unten  gerichtet  ist  — 
auch  durch  ein  angehängtes  Gewicht  dargestellt  werden  (Fig.  448). 


Digitized  by  Google 


ZitsftiiiinenMtittiig  pftiabolischer  Kettanlinien. 


367 


n 


§  133. 

ZüMnimMMtziiig  pvaboUieiiir  KttttnUniM. 

Bei  der  in  Fig.  449  dargesteliten  Kette,  welche  ausser  der 
gleicharmig  üher  die  Horizontalprojection  Terthellten  Belastimg  2pl 

noch  das  im 

PJ»-  Punkte  M  auf- 

gehängte Ge- 
wicht Q  zu 
tragen  hat,  ist 
jedes  von  den 
beiden  Bogen- 
stücken  AM 
und  BM  als 
Theil  einer  pa- 
rabolischen 
Kette  7.11  be- 
trachten: das 
Stück  AM  als 
Theil  einer  pa- 

rabolisi  iioij 
Kette  von  der 
Pfeilhöhe  A-f-w 
und  der  Spann- 
weite 2  (/      ) ; 

das  Stück  BM  als  Theil  einer  parabolischen  Kette  von  der  Pfeil- 
höhe h  -\-  V  und  der  Spannweite  2  (/  +  t).  Da  sowohl  die  Be- 
lastung pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection,  als  auch  die 
Horizontalspannung  für  beide  Ketten  dieselbe  Grösse  bat,  80  rind 
jene  beiden  Parabeln,  welcher  die  beiden  Bogenstücke  AM  und 
BM  resp.  als  Theil  angehören,  ihrer  Form  nach  identisch.  Man 
kann  sich  daher  die  Kettenlhiie  AMB  auch  entstanden  denken 
dnreh  Zosammensetsang  der  ans  Fig.  450  xu  entnehmenden  bei- 
den Eettenstficke  AM^  nnd  BM^,  wobei  dann  znr  Wiederherstellnng 
des  Qleicbgewiohtes  an  der  Yerbindnugsstelle  M  eine  Vertiealkraft 
hiosnsnfBgen  sein  wQrde  von  der  Gifisse: 

1)    Q^p\=^p(8  +  t). 

Die  horizontalen  Coordinaten  der  beiden  Sctieitelpunkle 
J  und  S  sind  nach  Fig.  449  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen 
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Siebaoter  Abicliiiitt.  §  188. 


2)  p(l  +  t)  =  U=pl+Q(l-^^), 

3)  p(J  +  0  =  »F'  =  pJ  +  -|f . 

aus  welchen  für  cUe  beiden  Grössen  s  und  t  resp.  die  Werthe  sich 
ergeben : 

4)  .=  -10-,^). 


6)  t=^ 


Qz 


Die  rertiealon  GoordiDaten  Jeoer  beiden  Seheitelponkto  kann 
man  nunmehr  bembnen  ans  der  Fkinbelgleichung: 

Fig.  460. 


aus  velcber  man  nacb  Sabetitution  der  oben  für  t  und  i  gefün- 
denen  Ausdrücke  die  Werthe  erhftlt: 


7)  C= 


 9«*«« 
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Aut  ähnliche  Weise  würde  man  bei  der  in  Kig.  451  darge- 
stellten, aus  den  beiden  parabolischen  Bögen  AC  und  ßC  zusammen- 

gesetzten  Ketten- 
linie  die  Lage  des 
Sebei(eIpiiDkiQ9  fSr 
jede  dieser  bdden 
Parabelii  beetttnmeB 
kennen.  Ffirdieho- 
rUontaleo  Coardt- 
Daten  dieser  Sehei- 
telpnnkte  erliält  man 
wie  oben  die  Glei* 
ehnngen: 

10)  (p^q)(l-t) 

11)  p(l-^B)^W 

aus  weluhen  für  die  beiden  Gitesen  I  und  8  resp.  die  Wertbe  sich 
ergeben: 


13)  .=  g 


Die  vertiealen  Coordinaten  derselben  kann  man  alsdann  be> 
reehnen  ans  den  beiden  Furabelgleiehungen; 


14) 
16) 


u 


i"' 


oder:    »  = 


oder:   u  = 


— f 


welobe  nach  Substitution  der  oben  für  t  nnd  s  gefandenen  Ans« 
drflcke  die  folgenden  Formen  annehmen: 


16)  t;  = 

17)  «  = 


hq' 


Sp{2p-^q) 

Indem  man  von  diesen  Scheitelpunkten  aas  die  beiden  Para- 
beln eonstmirt  mid  naehher  den  Theil  ^0  der  einen  mit  dem 
Theik  SC  der  anderen  zosammensslit,  erfafilt  man  die  geendite 
Sttttdinie  fBr  den  in  Fig.  451  dargestellten  Fall. 

Bittar,  Ingeolenr-MMlMBtk.  3.  Aafl.  24 
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Siebenter  Abschnitt.  §  134. 


§  134. 

Sttttilliiit  nH  MkMMiiinliiMi  €Mi«MlMi4|tlMk 

Weoii  nuia  die  Gonstructioa  der  in  Fig.  452  dargestellten 
Stätzltnie  und  ihrer  tugehSrigen  Belastnngslinie  in  der  Weise  ab- 


Fig.  452. 


Ändert:  dass  man 
der  Abscissen- Achse 
statt  der  horizon- 
talen Lage  eine  nm 
den  Winkel  s  von 
der  Horizontalen 
abweichende  Lage 
giebtt  und  von  die- 
ser neoenAbectssen- 
Achse  aus  die  ver- 
ticaleo  Ordinaten 
jener  beiden  Curven 
abtlügt  —  in  glei- 
Mittellinie  dieselben  Ordinaten 


G 

eben  Abständen  von  der  verticalen 
wie  in  Fig.  452  —  so  erhält  man  die  in  Fig.  458  dar<je:^tellteD  bei- 
den Curven,  von  de- 
*  nen  sich  nafliwei^en 

lässt,  da.s>  dieselben 
ebeotalls  eine  Stiitz- 
linie  und  die  zuo"e- 
liörige  Belastungs- 
linie darstellen. 

Denkt  man  sich 
in  jedem  Punlviö 
dieser  Stützlinie  die 
Spannung  derselben 
zerlegt  in  eine  Ter- 
tieale  Settenkraft  fr 
und  eine  der  neuen 
Absdssen- Achse  pa^ 
rallele  Seitenkraft 
X,  so  erkennt  man 
leicht^  dass  diese  letztere  in  allen  Punkten  der  Stützlinie  dieselbe 
Gr<isse  hat  —  ebenso  wie  in  Fig.  462  die  Horizontalspannong  H  — . 
Die  ?ertica1e  Seitenkraft  hat  (wie  in  Fig.  452)  an  jedem  der  beiden 
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Endpunkte  die  Grösse        lim  Scbeitelpankte  C  die  QHtase  KulU 

QDd  ist  Überhaupt  an  Jeder  Stelle  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  452 
sn  berechnen.  Wenn  man  demnach  flir  eine  der  beiden  Hälften 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  betreffen- 
den Stützpunkt  aufstellt  und  das  statische  Moment  der  Belastnngs- 
i.M  mit  9R  bexeichnet,  so  erhält  man  aus 

Fig.  452  und  Fig.  453  die  Gleichungen: 

1)  ir.A  — X.Acoee»  oder; 

coss 

üm  die  Spannung  an  der  Stelle  if  m 
Fig.  452  zu  bestimmen,  hat  man  die  beiden 
Kräfte  V  und  H  zu  ihrer  Mittelkraft  R  zu- 
sammenzusetzen. Ffir  den  Winkel  a,  welchen 
die  Riehtungslinie  dieser  Mittelkraft  mit  der 
Horizontalen  einschliesst,  ergiebt  sich  aus 
Fig.  454  die  Gleichung: 

V 

2)  tga  =  ^. 

Auf  analoge  Weise  findet  man  die  Span- 
nung an  der  Stelle  M  in  Fig.  453,  indem 
man  die  Mittelkraft  K  constmirt  aus  den 
beiden  Kräften  V  und  X,  und  erhält  für 
den  Winkel  welchen  die  Riehtungslinie 
dieser  Kraft  K  rait  der  Horizontalen  ein- 
schliesst, nach  Fig.  455  die  Gleichung: 


M 


B 


3)   tg«,=  -T_-  — ,  oder: 


4)     tg  (»  =r  " 


welcher  man  nach  Gleichung  2)  auch  die 
>/{r6fi.  /  '  folgende  Form  geben  kann: 

6)   tga>  =  tgaH-tg«. 

'  /  Um  nachzuweisen,  dass  die  krumme  Linie 

AMCB  in  Fig.  453  eine  richtig  construirta 
Fi?*  tff^        Stfltzlinie  ist,  genügt  ea  den  Beweis  zu  fahren« 
dass  an  der  beliebig  gewählten  Stelle  M  die  Bichtungalinie  der 
Spannung  mit  der  Tangenten-Bichtung  an  dieser  Stelle  zusammen- 

24* 
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Siebenter  Abschnitt,  i  läö. 


mit  Pur  den  Winkel  9,  weldum  diese  TftngeDtenrichtuDg  mit  der 
Horizontalen  einachlieest,  erhält  man  aus  Flg.  456  die  Qleichnng: 

Hierin  ist      gleich  tga  zu  setzen;  denn  für  s  ~  n,  d.  h.  für  don 

in  Fif?.  452  dfircrestellten 
Fall  einer  nach  recht- 
winkeligem Coordinaten- 
System  (  onslruiiten  Stütz- 
linic,  üiuss  9  gleich  a  wer- 
den. Hieraus  folgt,  liass: 

1)  tgo  ^tga -f-tge 
ist,  dass  also  der  Winkel  o 
gleich  dem  Winkel  o  ist. 
wie  bewiesen  werden 
sollte. 

Das  an  den  Figuren 452 
und  453  erklärte  Verfahren 
kann  man  demnach  au- 
weuden,  um  aus  einer  be- 
liebigen gegebenen  Stütz- 
linie eine  unendlich  grosse  A.Dzahl  neuer  Formen  von  Stfitzlinien 
abzuleiten. 

§  136. 

OaratollMiig  der  elitUtchtii  Unit  alt  Kttttnllnie*). 

Naeh  §  120  kann  man  der  allgemeinen  Diiferenzialgleichung 
der  Eettenlinie  die  folgende  Form  geben: 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  U  die  überall  gleich  grosse  Hori- 
zontalspaonung  der  Kette,  und  2  die  Belastung  pro  Längeneinheit 
der  Horizontalprojeotion  an  derjenigen  Stelle,  deren  Ooordinaten  x 
und  if  sind. 

Durch  entsprechende  Wahl  der  Aufhängungsweise  und  des 
Belastungsgesetzes  oder  des  Gesetzes,  nach  welchen)  z  mit  t  sieb 

*)  Vergl.  Mobr's  „Beiträge  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen -Couatnic- 
tionen"  (Zeitsehrift  dn  faumomBeheD  Archlteeten-  nnd  Ingenieur- VerelDt» 
J*hrg.  1868). 
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Ändert,  kann  man  bewirken,  dass  die  Eettenlinie  eine  beliebige 

vorgeschriebene  Form,  so  z.  B.  die  der  elastischen  Linie,  annimmt. 
Für  lie  letztere  wurde  in  §  4  die  allgemeine  Differenzialgleichung 
gefunden: 

2)  EZ'^^m, 

a.r* 

in  welcher  E  den  Elasticitätsmodulus  bedeutet,  %  das  Trägheits- 
moment des  Balken -Querschnitts;  und  das  Biegungsmoment  an 
derjenigen  Stelle,  deren  Coonlinaten  r  und  //  sind. 

Wenn  man  die  obigen  beiden  Differenzial- Gleichungen  mit 
einander  vergleicht,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  elastische 
Linie  mit  der  Kettenlinie  identisch  wird,  sobald  H  =  KZ  und 
z     '^M  ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  die  Form  der  elastischen 

Linie  auch  durch  eine 
Fig.  iö7.  hangende  Kette  wür- 
i                       .       B  de  darstellen  können, 
 ..^^^^^^.^^    ^      indem  man  der  Kette 

— — 1 — ^-"-""'^    |i    i  eine  Belastung  giebt, 

lif-J     \      welche     längs  der 
^-i-^   Horizontal -Projection 
'vj^ji   nach  demselben  Ge- 
setze wie  das  Ble- 
guDgsmoment  dee 
Fig.  15S.  Balkens  sich  ftndert« 

und  indem  man  zu- 
^         gleich  auf  irgend  eine 
{      V\         Weise  bewirkt,  dass 
)         die  Horizontalspan« 
nung  der  Kette  die 
Qrtese  jEr==£X  an* 

nimmt,  was  a.  B.  bei  constantem  Balken -Querschnitte  auf  die  in 
Fig.  457  angedentete  Weise  durch  Bollen  und  Gewichte  bewerk- 
stelligt werden  kann. 

Bei  dem  In  Fig.  458  daigestellten  Balken,  an  dessen  Ende 
zwei  entgegengesetzte  Eräftepaare  vom  Momente  wirken,  bat 
das  Biegungsmoment  an  allen  Stellen  dieselbe  Grösse  Man 
würde  also  fär  diesen  Fall  der  Kette  eine  gleichförmig  über  die 
Horizontalprojection  vertbeilte  Totalbelastung  von  der  Grösse  2iD2Z 
zu  geben  haben,  und  nach  Fig.  459,  indem  man  für  die  eine  Hfilfle 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Aufhänge* 
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punkt  aufstellt,  die  Pfeilböbe  der  Kettenll&ie  oder  die  Durcbbie- 
gUDg  des  Balkens  berechnen  können  aus  der  Gleichung: 

3)  £2:./=-^-  ,  oder: 


Vig,  469. 


welche  dasselbe  Resultat 
eigiebt  wie  die  in  §  & 
gefundene  Gleichung  16). 

Um  hei  einem  an  bei- 
den Enden  unterstötxteo 
Balken,  welcber  in  der 
Glitte  mit  dem  Gewichte  Q 
belastet  ist,  die  an  dieser 
Stelle  hcrvoigehracbte 
Durcbbiegung  zu  berecbnen,  würde  man  die  Belastung  der  Kette 
nach  dem  in  Fig.  16  graphisch  dargestellten  Gesetze  über  die 

Horizontalprojet  tion  ver- 


V 


Fig.  MO. 


theilt  anzunehmen  haben, 
uod  erhält  nach  Fig.  460 
auf  dieselbe  Wei«ie  wie 
bei  dem  vorigen  Falle  die 
GleicbuDg: 


4)  E%  ./= 
oder;  /  = 


Ql*  2 
4  *  3 


Wenn  die  Belastung 
2pl  des  an  seinen  End- 
punkten unterstützten  Bal- 
kens gleicharmig  über  seine  Länge  vertbeilt  ist,  so  ändert  sich 

das  Biegungsnionient  iriiifi^s  derselben  nach  dem  in  Fi?.  18  gra- 
phisch dargestellten  paraboHsehen  Gesetze.  Man  erhält  also  für 
'iie  in  der  Mitte  hervorgebrachte  Durchbiegung  nach  Fig.  4Ü1  die 
Gleichung; 

5)  BI./=/'^A,,  oim  /-IiIj- 
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Auch  bei  einem  Balken  von  Yeränderlicbem  Querschnitte  kann 
die  elastische  Liuie  als  Kelteulinie  dargestellt  werden.   Wenn  mao 

für  diesen  Fall  der  Glei- 
-  -  cliung 2 ;  die  folgendeForm 

^  ^1  giebt; 

so  erkennt  mau  bei  Ver- 
gleichung  derselben  mit 
der  Gleichung  l dass  die 
Kelteulinie  dieselbe  Form 
annehmen  wird  wie  die 
elastische  Linie,  sobald 

11=  E  und  «  =  ^  ist. 

Die  erstero  Bedingung  kann  auf  die  in  Fig.  462  angedeutete  Weise 
erfüllt  werden.   Was  die  letatere  Bedingung  betrifft,  so  wfirde  man 


Fig.  44tS. 


1.  B.  in  dem  spe- 
dellen  Falle,  wenn 

der  Quotient  ^ 


einen  constauien 
Werth  hat  —  d.  h. 
wenn  das  Trägheits- 
moment  des  Quer- 
schnittes nach  demselben  Gesetze  wie  das  Bioirun^^smoment  sich 
ändert  —  der  Kette  eine  gleichförmig  über  die  Ilorizontalpio- 


Fig.  468. 


jection  vertbeilte  Belastung 
Ton  der  Qrdsse: 

—  %^  % 

pfo  Iiftogeneinheit  an  geben 

haben,  und  nach  Fig.  463 
(auf  analoge  Weise  wie  bei 
den  vorigen  Fällen)  für  die 
Pfeilböbe  der  Kette  die  Glei- 
cfaung  erhalten: 


8)   E,/=-^t  oder:  /= 
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Bei  einem  an  beiden  Enden  unterstüfztpd  Balken,  dessen  Be- 
lastung 2pl  gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheilt  ist, 
bat  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  die  Grösse: 

und  nach  Substitution  dieses  Wertbes  erbftlt  maD  für  die  Durch- 
biegung in  dar  Mitte  die  Oleiohung: 

_  pl' 

in  welcher  %q  das  Trtgheitsmoment  des  Querschnittes  in  der  Mitte 
des  Bali^e&s  bedeutet 


10)  / 


§  136. 
SUlinnif  lOr  ErMnick. 

Wenn  das  Belastungsmaterial  aus  Erde  oder  Sand  besteht, 
so  werden  auf  die  Kette  nicht  nur  verticale,  sondern  auch 
horizontale  Druckkr&fte  Qbertragen.  Um  für  den  in  Big.  464 

dargestellten  Be- 

Fig  iU, 

  y      X  0   


kstungszustand  die 
Qleichgewiebtsform 
der  (gewichtlos  vor- 
ausgesetzten) Kette 

zu  finden,  hat  man 
sich  durch  den 
Scheitelpunkt  C  und 
durch  den  beliebig 
gewählten  Punkt  M 
verticale  Schnitt- 
flächen hindurch- 
gelf»Qft,  lind  an  dem 
herausgeschnitten pn  Körper  ONMC,  bestehend  aus  dem  Ketten- 
stücke Mf^  Tind  der  darüber  Vietindlicheu  Krdmasse  ONMC,  die 
zur  Wie  lei  hei  Stellung  des  Gleichgewichtszustandes  erforderlichen 
Kräfte  hinzugefügt  zu  denken. 

In  §  103  winde  für  den  horizontalen  Erd-Druck  gegen  eine 
verticale  Rechteckfliiche  von  der  Länge  Eins  und  der  Höhe  h  die 
Gleichung  gefunden: 

1)  i,=  ^*-<«(«.T|)' 
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in  welcher  das  Minuszeichen  Liuf  (Ion  Fall  <les  aetiven  inid  das 
Pluszeichen  auf  den  Fall  des  pus^^iven  Erd -Druckes  sieb  bezieht. 
Wenn  man  hierin  fwie  bei  den  vorigen  Fällen  schon  geschehen) 
wieder  y  =  1  und  zugleich  abkürzungsweise: 


2)    tg(450^:  ^)'= 


m 


setzt,  so  ergeben  sich  für  die  gegen  die  Seitrtifl  ichen  NM  Dnd 
OC  wirkenden  horizontalen  £rd- Drücke  die  in  Fig.  465  ange- 
gebenen Ausdrücke,  und  man  er- 
hält, indem  man  für  den  Körper 
ONMC  die  Gleich^ewichts- 
bedin<riingen  aufstellt,  die  Glei- 
chungen: 

4)  V^Jydx. 


Fdr  den  Neigungswinkel  a,  wel- 
chen die  Tangentenrichtung  der 
Eettenlinie  an  der  Stelle  M  mit  der  Horizontalen  einacfaliesst,  er^ 
hftlt  man  femer  nach  Fig.  465  die  Gleichung: 
5)  Hi^oL^V, 

nnd  wenn  man  hierin  abkQrznngsweiae  tga  =  tf  setat,  so  nimmt 
dieselbe  nach  Substitution  der  oben  für  JET  und  V  angegebenen 
Werthe  die  Form  an: 


6)   {iTo-f  (y*-y:)}«=^yd.. 


Indem  man  diese  Gleichung  nach  u  differenziirt,  gelangt  man  zn 
der  folgenden  Gleichung: 

0  H^-T^^-yD-^'^y    =y  Ä-r 


du 


Die  Bedeutung  der  GrOese  u  kann  nach  der  oben  gegebenen 
Definition  ausgedrfickt  werden  durch  die  Gleichungen: 


8)   u  =  t-' 


Hiernach  kann  man  der  vorhergebenden  Gleichung,  indem  man  darin 
udx  statt  dy  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 
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III  (tx 

10)  H,— =  y      ,  oder: 

WenD  man  diese  letztere  Gleichung  zunächst  mit  der  Qitase 
uilr—dy  multiplicirt  und  nachher  die  Integration  derselben  ftUB- 
führt  (bei  welcher  zu  berücksichtigen  ist,  dass  für  :r  =  0  auch 
n  =  (\  wird),  80  gelangt  man  successive  zu  den  nachstehenden 
Gleichungen: 

2mudu    tmitdy 

1  -j-wttt*      „  m 


U)  lg ( 1  -i-  m u M  =^ 2 lg  jifp -  2 - (j/'-  yl)]  +Const 

15)  0        =— 21gfli  H-Const, 

16)  ig  (1  4-  mtt*)  =  2  lg  I  —  I  • 


Dieser  letzteren  GleicLunof  kann  man,  indem  man  wieder  tg  a 
statt  u  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 


17)  1-i-mtga- 


(  ^0  


,  oder: 


und  wenn  man  dieselbe  alsdann  fSr  y  auflitet,  so  erhält  man  die 
Gldchnng:   

♦«    ^  yi-fwtga*'' 
Indem  man  ferner  den  in  Gleichung  18)  gefundenen  Ausdruck 
fSr  den  Neuner  in  Gleichung  11)  sabstituirt  (and  darin  zugleich 

ebenfalls  tga  statt  u  setzt),  findet  man  für        den  Werth: 
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^>  iF  m 

Nach  §  120  (GleicLuug  7)  kann  nunmehr  der  Krümmungs- 
lialbmesser  der  Stützlinie  berechDet  werden  aus  der  Gleichung: 

21)   p  =  äo_^^^, 

008a". y(l  +mtga")* 
ans  welcher  (wie  in  §  120)  dar  den  ErfimmungsliBlbmesser  im 
Scheitelpunkte  der  Werth  eich  eigiebt: 

R 

Wenn  man  also  (wie  in  §  1 20)  das  Verhältnias  —  wieder  mit 

A  bezeichnet,  eo  ist  H^^Ayl  zu  setzen,  und  nach  Gleichung  19) 
wird:     

23)  y  =  ff,  [/l  +  -J^-  (l  -  ^=L==^). 

Kach  Substitution  dieser  Werths  erhftlt  man  für  den  Erflmmungs- 
halbmesser  die  folgende  Qleichnng: 

24)   p  =  .   


COS 


Nach  Oleiehang  2)  entsjuielit  (fOr  den  1^11  dm  metiven  Eiddrucktt) 
dem  Wertb6  9=s36*40'  derW«rth  ms 4-»  und  nMh  Snbatitntioii  d«SMlb«n 

4 

erh&U  man  z.  B.  fAr  ^1  =  0.1  dte  naebfolgendea  nsammengehörigeu  Zablm- 
Werth«: 

«  ao*  30*  60»  90« 

-^  =  1  1,015  t041  1,098  -  1,342 

-^=0.1  0,134  0,194  0,316  0,596. 

Wenn  man  ein  an  deres  Mal  >-!  =  S ^ ond  wiederam  m=-^]*ct*^i  80  er- 
geben äicL  die  lulgeiideu  Werthe: 

a  =0»  30»  45»  60»  90» 

=  1  1,393  1,330  2,613  5 

~  3  2,940  3,23  3,96  4,8. 

Jedoch  ist  hinsichflicli  dieser  letztertMi  ZulilenwcrflK-  zu  berücli>ichtigen, 
das«  der  Eiofluss  des  Fehlers,  welchen  oian  begebt,  indem  man  da«  eigene 
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Gewicht  (ler  Kette  vernachliUsigt.  sich  um  so  mehr  bemerkbar  niÄchcn  wird, 
je  grösser  Uie  VerbältoisszAbi  Ä=s  -ist;  dftss  also  einigermasscn  genaue 

Resultate  bei  der  obigen  Berechnungsweise  nur  dann  SU  erwarten  sind,  wenn 
diese  Verhultnisszahl  einen  sehr  kleine»  Werth  hat. 

Um  die  oben  berechnete  Stützlinie  aunüberuiigsweise  aas  Kieisbögen  zu 
coMtniirtn,  würde  mnn  wwderam  det  in  §  124  erldirte  Yttfebren  nniuwendcn 
haben.   Änf  analoge  Weise  wDrde  man  aas  den  obigen  Gleiehnngeo,  indem 

man  darin  w  — t^(45°-  ~  ]  setzt,  die  Gleich gewicht»f(»rra  der  Kette  för 

passiven  Kr.ldruck  und,  indem  man  w  =  1  setzt,  die  Gkicbgewichtsform  der 
Kette  ftkr  Wasaerdmek  berechnen  können. 


§  137. 

HlnfMde  lewIcMloae  Kitt«  mit  Erdbeltitmig. 

Wenn  bei  der  mit  Erde  belasteten  Kette  die  concave  Seite 
statt  der  convexen  nach  oben  gewendet  ist,  so  treten  Zug-Span- 


Fig.  m. 


■/   ■  - .  ■  ■ 

*  *  .  .  *  - 

Fig.  467. 


Olingen  an  die  Stelle 
der  Druck-Spanono- 
gen  (Fig.  466  und 
Fig.  467).  In  Folge 
dessen  hat  man  für 
diesen  Fall  in  den 
Gleichungen  des  vo- 
rigen Paragraphen 
die  Qrdsse  -\-  f£  m 
vcrtanschen  mit  der 
Grösse  —  H  (ebenso 
-h  //o  mit  —  7/o). 
Di*^  Oleidiimn'  3")  des 
vorigen  Paragraphen 
nimmt  also  für  die- 
sen Fall  die  folgende 
Perm  an: 

1)    ii  =  ii, + 

Ausserdeut  hat 
man  die  (im  vorigen 
Paragraphen  mit  u 
bezeichnete)  Grösse 
ig  a  in  diesem  Falle 
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gleich  —  -^^stait  gleich  4~  setzen,  und  wenn  maa  mit 

Berfieksichtigung  dieBer  Aenderungen  die  Beebnung  des  7orig«n 
Fftragraphen  wiederholt,  so  erfa&lt  man  statt  der  Gleichungen  23) 
and  24)  reep.  die  folgenden  Otoichungen: 


3)  p  = 


0» 

30" 

45 

60» 

90° 

1 

0,984 

0,967 

0,897 

0,447 

0,1 

0,139 

0,212 

0,386 

1,790. 

Während  die  OleichungeD  21)  und  22)  des  vorigen  Paragraphen 
auch  far  diesen  Fall  ihre  6ältigt[eit  behalten. 

Wenn  man  hierin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  wieder  m  =  ^ 

setzt,  so  erhält  man  z.  B.  für  il  =  0,1  die  nachfolgenden  snsam- 
mengehOrigen  Zahlenwerthe: 

a- 
^- 

yo " 
,9  - 

§  138. 
SlQtzlinie  für  Wasserdruck. 

Für  Wasserdruck  ist  der  natürliche  Böschungswinkel  9  gleich 
Null  zu  setzen,  und  ans  der  Gleichung  2)  des  §  136  ergiebt  sich 
für  diesen  Fall  der  Werth  »i  ~  1.  Hiernach  nehmen  die  Qlei- 
chnn^ren  _>t),  23),  24)  des  §  136  für  den  Fall  des  Wasser- 
druckes resp.  die  folgenden  Formen  an: 

1)  JI-J3i-l(y«-y;), 

2)  gy^Ry^=Ay\.  

3)  y^yt^V  1  +  2  ^1  ( l  ^  cos  a), 

4)  p=  ,  ^^'^  

VI -f'-i^Cl  —  Cosa), 

Die  Gleichung  2)  zeigt,  dass  dus  Product  aus  dem  Erüm« 
mnngsbalbmesser  der  Stötzlinie  an  einer  bestimmten  Stelle  in  den 
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Abstand  derselben  vom  Wasserspiegel  in  allen  Punkten  der  Stfib* 
linie  dieselbe  Grösse  bat 

Nach  Fig.  464  hat  die  in  der  Kette  stattfindende  Dmek* 
Spannung  an  der  Stelle  M  die  Grflase: 

ö)  A'==-^=  =  1 

cos  a  eos  a 

und  wenn  man  bierin  fSr  cos  a  den  aus  der  Gleichung  3)  zu  ent- 
nehmenden Werth  einsetzt«  so  erhftlt  man  die  Gleichung: 

6)  K=ir,:=Äi/i 

welche  zeigt,  dass  diese  Druck-Spauminp  ebenfalls  in  allen  Punkten 
der  Stützlinie  dieselbe  Grösse  hat  und  jenem  Producte  pv  gleich 
ist.  Die  von  den  festen  ünterstützunerspunkten  der  Kette  gelei- 
steten Gegendrücke  haben  also  ebenfalls  die  Grösse; 

üm  den  Krümm nn£tshalbmesser  der  Evolute  zu  berechnen, 
bat  man  (wie  in  §  123  gezeigt  wurde)  den  DifTerenzialquotienten 
von  p  nach  a  zu  bilden,  und  erhält  nach  Gleichung  4)  den  Auadruck: 

_  8 

8)   -||-=  —  ^*i/o8ina  {14-2^(1— Cosa)}  ** 

welcher  nach  Substitution  des  für  den  letzteren  Factor  aus  Glei- 
chung 4)  zu  entnehmenden  Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 

"ST  Ai,l^' 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Eckpunkte  der  Evolute  den  Wer- 
then  a  =  0,  sowie  den  Werthen  a  =  +  180«  und  a  =  — 180« 
entsprechen. 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  erhftlt  man  z.  B.  fttr  il  =  t 
und  ^0  =  l  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

a=  0«         60»         90»  120»  180« 

y=  t  /2"        /3  2  Vb 

—  1       _i  -     _l_      ^  „L. 

Vr        V3'         "2  1^5"' 

üm  die  zugehörigen  Werthe  der  Abscisse  r  zu  erhalten,  wurde 
man  die  Stützlinie  aus  Kreisbogen-Elementen  zusammengesetzt  sich 
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zu  denken  und  die  HorizoDtal-Projectionen  dieser  EreisbOgen  su 
sammiren  haben.  Denn  nach  Fig.  464  ist  dx=igda.CM  a  zu 
setaen,  also: 

LO)   X  —     da. ,  co^  OL  =  j"^ ,  d  (sin  a). 

Wenn  mit  A',,  Kg,  . . .  die  Halbmesser  jener  Kreisbogen- 
Elemente  und  mit  m.^,  ol.^,  ol^  ...  die  Winkel  bezeichnet  werden, 
welche  an  den  En(l[)iinkton  jener  Kreisbop^en  die  Tangentenrich- 
tungen mit  der  ilorizüntalt.'ii  finschliessen,  so  kann  man  die  Grösse 
X  aoQäiieruogsweisd  auch  berecbaen  aus  der  Gleichung: 

11)   «  =  ÄjSinai     ^i'äC^i"«« — sinaj -|- /«'s  (sina, — 9inot,)-4-..M 

welche  um  so  genauere 
Resultate  liefern  wird, 
je  kleiner  die  jenen 
Kreisbogen  -  Elementen 
entsprechenden  Win- 
kel a, ,  (04  —  04), 
(a,  —  ttg) . .  .  gewählt 
werden.  (Vergleiche 
Fig.  432.) 

A-bHalbmesser  eines 
jeden  solchen  Kreis- 
bogens kann  man  das 
arithmetische  Mittel 
der  beiden  Werthe  yon 
p  wählen,  welche  den 
Endpunkten  des  Bo- 
gens entsprechen.  Bei 
Anwendung  dieser  Be- 
rechnungsmethode er- 
hält man  für  den  oben  angenommenen  Fall  die  nachfolgenden 
zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

a  =  0»         60«         90»  120«  180« 

-f-  =  0  0,77         0,86  0,79  0,39. 

Die  Form  der  Eettenlinie  und  die  E?olnte  derselben  nebst 
ihren  drei  Eckpunkten  J,  0,  J  sind  in  Fig.  468  dargestellt. 


Fi?.  468. 


O.SO  O.Sf. 
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Fig.  469. 


Wenn  das  Wasser  gegen  die  concave  (anstatt  gegen  die 
convexe)  Seite  der  Kette  drückt  (Fig.  4G9),  so  bleibt  die  Gleichge- 

wichtsforni  der  Kette 
dieselbe;  die  überall 
gleich  grosse  Span- 
nung der  Kette  wird 
in  diesem  Falle  eine 
Zug- Spannung  von 
der  Grösse  //'  =  1, 
während  bei  dem  vo- 
rigen Falle  die  Span- 
nung der  Kette  eine 
Druck  -  Spannung 
von  derselben  Grösse 
war.  Da  als  Kraftein- 
heit das  Gewicht  des 
Belastungsmaterials 
pro  Cubikeinheit  ge- 
wählt wurde,  und 
1  Cubikmeter  Wasser 
1000  Kil.  wiegt,  so 
wird  demnach  für  den 
Fall,  in  welchem  die 

Lange  eines  Meters  die  Längeneinheit  bildet,  die  Spannung  der 
Kette  (sowie  auch  der  Widerstand  jedes  der  beiden  ünterstützungs- 
punkte)  1000  Kil.  betragen. 


§  139. 

*  Hängende  gewichtlose  Kette  mit  Wasser-Belastung. 

Um  die  Gleichgewichtsform  der  hängenden  Kette  zu  finden» 
hat  man  in  den  Gleichungen  des  §  137  ebenfalls  überall  m  =  l 
zu  setzen;  man  erhält  dann  für  diesen  Fall  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

1)  H  =  H,  +  l  (ff^  - 1,1). 

2)  ?t/  =  i?//o,  

3)  //  =  //„  V\  ~2A(\  —  cos  a), 
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Amserdem  behalten  die  GleichaAgen  6)  und  11)  des  vorigen 
Ftoagnphen  auch  fBr  diesen  FaU  ilin  Gflltigkeli  Die  Spannung 

Fig.  4IU.  ^  *^  ^  fümt;}!  gleich  grosse 

Zug-Spamrang  von  der  OrOsse  Ayl 

Wenn  man  4  =  y  und     =  VF 

setzt,  so  eihUfc  man  ans  den  obigen 
OleichiiDgen  die  naehfolgenden  zusam- 
mengehörigen Zahlenirertbe: 


a=  0« 
y=  VI 


1 


äP  =  0 


60«  90» 
2  VI 

-1 

2  /3 


120« 

V2 
1 

Y2 


180« 
1 

1 


Fig.  471. 


0,40  0,47    0,38  -0,39, 

aas  welchen  filr  die  eine  Hfllfte  der 
Kettenlinie  dieselbe  Form  sich  ergieht, 
welche  im  vorigen  Paragraphen  f5r  ^  1 

und  =  1  gefunden  wurde  (Fig.  469).  Wenn  man  sich  jedoch 
die  Constructioü  der  Kettenlinie  an  jeder  Seite  nur  bis  zu  dem 

Werthe  a=W  fortgesetzt  denkt,  so 
erhält  man  die  in  Fig.  470  daigestellte 
Form, 

Wenn  mit  y.,^  und  p^^,  resp.  die 
Werthe  von  y  und  p  bezeichnet  werden, 
welche  dem  Werthe  a  =  90"  ent- 
sprechen, so  ist  nach  den  Gleichun- 
gen 3)  und  4): 


6) 


Die  Torletite  Gleichung  zeigt,  dtas 
^ösetzt  werden  muss,  wenn 

gleich  Null  sein  soU,  und  die  letztere  leigt,  dass  alsdann  ni- 
gleich  p^o  nnendlieh  gross  wird  (Fig.  471).  Pte  diesen  Fdl  erikMt 
man  aus  den  oben  gefundenen  Qleiehnngen,  indem  man  angleieh 
yo  ^  i  setzt,  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 


SUt«r,  iDgwilaur- Mechanik.  3.  Aufl. 


85 
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«  =  0» 

30« 

60» 

90« 

0,93 

0,707 

0 

p  =  0,5 

0,537 

0,707 

ir  =  0 

0,255 

0,47 

0,6. 

Auf  analoge  Weise  ist  der  Fall  zu  behandeln,  in  welchem 
alB  Bedingung  vorgeschrieben  ist,  dass  die  Grösse: 

Fig.  472.   

gleich  Null  werden 
soll  (Fig. 472).  Dieser 
Bedingung  entspricht 
der  Werth  Ä  =  \, 
und  wenn  zugleich 
wieder  t/o  =  1  ge- 
setzt wird,  so  er- 
geben sidi  für  diesen 
Fall  die  nachfolgenden  Werthe: 


a  =  0« 

15° 

30« 

45° 

60« 

y=l 

0,966 

0,856 

0,644 

0 

p«l 

1,036 

1,17 

1,66 

oo 

«»0 

0,26 

0,526 

0,8 

1,26. 

Ebenso  der  Fall,  in  welchem  als  Bedingung  vorgeschrieben  ist, 


Fig.  473. 


daas  die  Grflaae: 

8)  yito  = 

yoVl  — 3ul 
gleich  Noll  sein  soll 
(Fig.473).DieserBe- 
dingung  entspricht 

der  Werthii-s4-, 
o 

und  wenn  man  zu- 
gleich wieder  =  l 
setzt,  so  erhält 
man  die  folgenden 
Werthe: 
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300 

600 

90« 

120« 

0,954 

0,816 

O.Ö77 

0 

0,349 

0,408 

0.677 

00 

0,17 

0,3 

0,36 

0,15. 

«=  0» 

i 

In  allen  diesen  Phallen  bleibt  die  Gleicbgewichtsform  dieselbe, 
wenn  das  Wasser  gegen  die  convexe  —  anstatt  gegen  die  con- 
cave  —  Seite  der  Kette  drückt,  in  welchem  Falle  die  SpannuDg 
der  Kette  wiederum  eine  Druckspannung  wird  (Fig.  474). 

§  140. 

Kttte  mit  Wauerdruck  und  mit  eigenem  Gewichte  belastet. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  das  ei(^ene  Gewicht  der  mit 
Wasserdruck  belasteten  Kette  eine  gleichförmig  über  die  Bogw« 
IftDge  deraelben  vartheilte  Belastung  bildet,  von  der  Grosse  q  pro 

Längeneinheit  (Fig. 
Fig.  «&.  475).  Um  die  Gleich- 

^      *      ^  gewichtsform  der 

Kette  zu  finden,  hat 
man  zunächst  (auf 
dieselbe  Weise  wie  in 
§  136)  für  den  Theil 
OPMC  die  algebra- 
ische Summe  der  Ho- 
rizontalkräfte gleich 
Null  zu  setzen;  man 
erhält  dann  nach 
Fig.  476  die  Glei- 
chung: 

1)  fl'^foosass 

Den  Gleicfagewieht»- 
znstand  des  Bogen- 

Elements  MN  kann 
man  sich  auf  die  in 
Fig.  477  dargestdlte 
Weise  TenudMMi- 
liehen,  and  indem 

25» 
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man  die  algebraische  Summe  der  tangential  gerichteten  Seitenkräfte 
gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 
2)    0  =  0?^:— gf/ssina, 

welcher    man,  da 
Fif.«7.  Pig.m  d^8ina  =  dy  ist, 

k¥  ftach    die  folgende 

^ds  \  jf  /  Form  geben  kann: 

i«''  1*'^^        V  Wenn  man  diese  Glei- 

'  S  \  cuung    integrirt  — 

fds  fdtcMtt.    auf  der  linken  Seite 

zwischen  den  Grenzen 

Ko  und  auf  der  rechten  zwiedien  den  Grenzen  und  y  — 
80  erhftlt  man  für  K  die  Gleiobnng: 

4)  K     A'o      5  0/  —  yo)- 

Die  Mittelkiaft  von  den  beiden  Kräften  K  und  K-\-dK  kann  zer- 
legt werden  in  die  beiden  Seitenkräfte  JK  und: 

Indem  man  die  algebraische  Summe  der  normal  zu  dem  Bogen- 
Elemente  gerichteten  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  erhält  man  nach 
Fig.  478  die  Gleichung: 

0  =  JÄT—  —  yds  —  octecoea,  oder: 
P 

5)  p=~-^^  

y  H-^coea 

Den  WerUien  a  =  0  nnd  y  —  y^  entsprechen  die  Werthe  p=^R 
und  K^Kq  -,  also  ist: 

6)  iTo     Ä  (yo  4- 3). 

Den  Gleichnngen  t)  und  4)  kann  man  daher  auch  die  folgenden 
Formen  geben: 

.)  H B iy, -\- q) - (^y^y 

Wenn  man  die  gegebene  Constante  y^+B  mit  h  bezeichnet,  so 
kann  man  statt  dessen  auch  setzen: 

9)   I/=  ,^'(2y-A')~{-^^*» 

10)   lir  =  J?(2^-/?)  +  (J?  — j)Ä  +  gy, 


üigitized  by  Google 


Kette  mit  Wfttserdniek  und  mit  dgenem  Ctowiebte  bdMtet.  389 


und  für  den  siieciellen  Fall,  in  welchem  der  Krümmungshalbmesser 
im  Scheitelpunkte  die  Grösse  IC  =  2q  hat,  ergeben  sich  hiernach 
die  Gleichungen: 

11)  .ff=^i!^.  12)  ^=^(''tO- 

18)  coia  =  -^  -j^  ^. 

Mit  Benutzung  derselben  erhält  man  alsdann  nach  Gleichung  5) 
für  den  Krümmungshalbmesser  den  constanten  Werth: 
14)  ^=R  =  2q. 
Da  als  Krafieinheit  das  Gewicht  des  Belastungsmaterials  pro 
Kubikeiuheit  gewählt  wurde,  so  repiäsentirt  die  Kraftgrösse  </  zu- 
gleich eine  Längengrösse,  nämlich  diejenige  Höhe,  welche  eine  aus 
dem  Belastungsmateriale  bestehende  Säule  von  der  Grundfläche 
„EIds**  haboi  mteta,  imiii  ihr  Gewidit  so  gross  mIii  loll  wie  das 
Öewieht  eines  Kettenstflcks  ▼on  dsr  Länge  „ESins".  Am  den  eUgen 
Oleiehnngen  ergfebt  sieb  demnach  der  folgende  Sati: 

Die  Eettenlinie  wird  eine  Kreislinie,  wenn  der  Krfim- 
mangshalbmesser  im  Scheitelpunkte  doppelt  so  gross  ist 
als  die  das  Gewicht  der  Kette  pro  Längeneinheit  reprä- 
sentirende  WassersänlenhOhe. 

Far  yo  =  1  und  J2  =  t  =  2  9  wird  h  =  2^  und  man  erhUt 
für  diesen  Fkll  ans  den  obigen  Gleichnngen  die  folgenden  sosammen* 

gehörigen  Zahlenwerthe: 
a  »  0«      90«  180» 
y  =  1         2  3 
B  =  1,6 
K 


Flg.  479. 


0 


1,5 


—  2»6 

2,5. 


16)  eosa=-^  =  — , 


Die  Kette  bildet  in  diesem  Falle 
eine  geschlossene  Kreislinie  vom 
Halbmesser  „Eins'^  und  befindet  sich 
(ohne  der  Widerstände  fester  Punkte 
zu  bedürfen)  im  schwimmenden 
Gleichgewichtszustande  (Fig.  479). 

Mit  Benutzung  des  in  Glei- 
chung 4)  für  K  gefundenen  Aus- 
drucks kann  man  der  Gleichung  1) 
auch  die  folgende  Form  geben: 


1 
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Uüd  mm  erhält  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  für  //  den  Werth : 
16)  y  =  —  j  C08  a  4-  V{jf^  -i-  qeoA  (xy  -\-  2  Kq    —  cos  a). 

Wenn  man      =  n  und  zugleich  wie  Mher  —  =$  A  setit,  so 

erhält  man  nach  den  Gleichungen  6),  8),  16)  für  die  GrOeeen  iC«, 
JK,  j/  lesp.  die  A.a8drQcke: 

17)  K^^Aiflii-hn), 

18)  A'  =  y^[^(l4-n)+ii(-^-l)], 

19)  ysyoC—iiooea-f  V(l+nco«a)»H-2^(l+n)(l— coea)]. 

Nach  den  letstoran  beiden  Gleicfanngen  kann  man  Ar  Jeden 
willkfirlieh  gewählten  Werth  TOn  a  die  angehOrigen  Werthe  von 
K  nnd  y  hereehnen,  woranf  dann  naeh  QleidiuDg  5)  der  ingehOrige 
Werth  von  p  hereehnet  werden  kann.  Indem  man  sich  die  auf 
eolebe  Weise  geAmdenen  an  einander  gehörigen  Werthe  von  p  und  a 
in  einer  Tabelle  zusammen  stellt,  kann  man  naeh  der  in  §  124 
eiklirteo  Methode  eine  aus  Erdsbflgen  zusammengesetzte  Kurve 
construiren,  welche  die  richtige  Form  der  Eettenlinie  um  so  ge- 
nauer darstellt,  Je  kleiner  die  Winkel-IntemUe  gewfthlt  werden. 

FOr  »  =  0  erhftlt  man  ans  den  obigen  Gleichungen  wiederum 
dieselben  Resultate,  welche  in  §  138  fttr  die  gewichtlose  Kette  ge- 
fanden wurden. 

§  141. 

Hlnseni«  KMti  Mit  ElfMgewIeM  mi  Watiar  belidii 

Für  den  in  Flg.  480  dargestellten  Ml  erh&lt  man  nach 
Fig.  481  die  Gleichung: 

,  1)  Ä=i:co8a=:iCo  +  ^^^^^» 

und  wenn  man  sich  den  Gleichgewichtszustand  des  Bopen-Elements 
MN  mitteist  der  Figuren  482  un  l  483  veranschaii licht,  so  gelangt 
man  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Paragraplien  zu  den  Glei- 
chungen: 

2)    dK  —  y  f/s  sin  a  =  —  q  tiy, 

IT     i£>H-i-(y'-y;)  * 

4)    C08a=  ^  = — ==  ^  r— » 
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ö)   y  =  —  j  cos  a  +  /(yo  +  9  COB  a) « —  2  i^o  ( 1  —  «w  a), 

Kds 


Fig.  480. 

.r  O 


=  yd8 


g  c?«  OOS  a, 

n  c= — i  > 

8)  i^o=i?(yo4-2)- 

Indem  man  alsdann 
wieder  die  im  vorigen 

Paragraphen  einge- 
führte BezeichnuDga- 
weise  anwendet,  kann 
man  den  obigen  Glei- 
chungen auch  die 
folgenden  Fonnen 
»n: 


Fig.' 481. 


9)  K,=^Ay\{\+n), 

10)  K=.j]^Ä{\-^n) 

11)  y=yo[— «ooea-f  V(l-ffioo«a)»— 2u4(l-|-if)(l— oooa)], 

und  dieselben  in  Verbindung  mit  Gleidiung  7),  in  der  am  Schlüsse 

des    vorigen  Para- 

Fig.  482.  Fig.  488. 

^  \A    A  •   

,      ^  ^dssna    Winkel  a  in  Graden 

acfrcosc  ausdrückt    und  die 

Anzahl  der  Grade  als 

ludexnummer  benutzt,  so  erhält  man  nach  Gleichung  11),  indem 
man     =  ^  s^^^t  z.  B.  die  folgenden  Wertbe: 


graphen  erklärten 
Weise  zur  Construc- 
tion  der  Kurve  be- 
nutzen. 

Wenn  man  den 
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12)  i^eo  =-|4-K0+y)--4(1-|-«). 

13)  =yi^2ii(l  -fn),  

14)  y,.o  =  ^  +        -  ^) ZA  (1  +  «). 

Diese  Gleichungen  kann  man  (in  derselben  Weise  wie  in  Bezug  auf 
Fig.  470  und  Fig.  471  erklärt  wurde)  zur  Constrnckion  einer  Ketten- 
Uaie  beDutzen,  welche  die  Wasserspiegel-Ebene  mit  vorgeschriebener 

TaDgentenrichtoDg  sehneidei  So  s.  B.  wird  fOr  n  =  y  naeli  QUei- 
dbxaag  13): 

16)  |r„  =  Vi  — ZA. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  A  =  ^-  sein  muss,  wenn  die  Ordinate 

!f'ju  ^-  ^  werden  soll  (dem  in  Fig.  471  dargestellten  Falle  ent- 
eprechend).  Für  diesen  Fall  erhält  man  aus  den  obigen  Qleichungeo 
die  folgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 


ZO^ 

600 

90« 

y  =  1 

0,952 

a,78i 

0 

0,524 

0,61 

1 

1 

P  =  T 

0,335 

0.59 

§  142. 

Kette  mit  Wasserdruck  von  unten. 
Denkt  man  sich  in  Fig.  475  an  jedem  Bogen -Elemente  der 
Kette  die  Richtung  des  Wasserdruckes  in  die  entj^^epencfesetzte  ver- 
wandelt, so  üekngt  man  zu  dem  in  Fig".  484  dargestellten  Falle, 
bei  welchem  das  Wasser  von  unten  gegen  dif»  Kette  drückt.  Um 
die  Gleichgewichtsform  der  Kette  für  diesen  Fall  zu  finden,  hat 
man  demnach  in  den  Gleicliungen  des  §  140  überall  diejenigen 
Glieder,  welche  die  Wasserdrücke  reprasentiren,  mit  „minus  Eins** 
zu  ranltipliciren,  resp.  in  den  Figuren  die  Richtung  des  Wasser- 
drucks 1/ (is  in  die  entgegengesetzte  zu  verwandein.  Man  gelangt 
alsdann  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

2)   A'  =  iCo  +  ?(i/-i/o). 
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^0  +g(y— yo)  

4)   y  =  9008a±  /(yo  — JCM«)"  — 2ifo  (1  —  008«), 

Ö)     0=   1 

6)  Jro=:.ÄÖ— yo)» 

und  nach  der  in  §  140  tngewendeten  Boseicbiiiuigsweise  wird  fbr 
diesen  Fill: 

7)  Ä.  =  ^//:(n-.l), 


8) 


J^==,;[^(n-l)  +  .(A-l)], 


9)  y  ~  ^e    <x»8  a±  y(l  —  n  co»a)*~  2il  (n —  1)  (1  —  ooa  a)]. 

Die  Gleichung  7)  zeigt,  dass  positir  ist,  sobald  n  grösser 
ist  als  SiDs,  und  die  Gleiehnng  8)  xeigt,  dass  in  diesem  Falle  auch 

PI  ^  die  Kraft  JTflberall 

positiv  ist  Die 
Spannung  der  Kette 
wird  dalier  an  allen 
Stellen  eine  Drnek- 
Spannnng  sein,  wenn 
q  grosser  ist  als  f/,, 
d,  h.  wenn  das  Ge- 
wicht der  Kette  pro 
Längeneinheit  grös- 
ser ist  als  das  Ge- 
wicht einer  Wasser- 
säule von  der  Höhe 
und  vom  Quer- 
schnitte gleich  der  Flächeneinheit. 

Für  .4  =  2  und  n  =  2  nimmt  die  Gleichung  Uj,  wenn  darin 
wiederum  y/o  =  1  gesetzt  wird,  die  folgende  Form  an: 

10)  y  =  2  cos  a  ±  V{\  —  '2  cos  a)*  —  4  (1  —  cos  a), 
und  wenn  bierin  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  gleich 
Null  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  der  Werth: 

11)  009 a  =s  —  Vs^,   oder:   a  = 

Man  erkennt  aus  Gleichung  10,  dass  y  imaginär  wird,  wenn 
OOS  fli  kleiner  ist  als  ^  VT,  d.  b.  wenn  a  grosser  ist  als  80^ 
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Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  hier  aDgeoommenen  Falle  die  Tan- 
genteDrichtuDg  der  EetteDÜnie  an  keiner  Stelle  mit  der  Horizon- 
talen einen  Winkel  einscbliessen  kann,  welcher  grösser  ist  als  30^ 

Zugleich  ergieU  sieh 
aus  GleiehuDg  10), 
dan  jedem  kleioeren 
Werthe  des  Winkele  a 
immer  zwei  Yersdiie- 
dene  Werthe  tod  y 
entsprechen,  während 
dem  Werthe  a^sdO^* 

selbst  nur  ein  Werth 
Ton  y  entspricht« 
nftmlieh  der  Werth: 

Für  den  hier  angenommenen  Bkll  erhftU  man  ans  den  oben 
gefundenen  Gleichungen  die  nachtblgenden  zusammengehörigen 
Zahlenwerthe: 


//=  1 

1,()7Ü3 

/3 

2,787 

3 

a=  0» 

30« 

15« 

0» 

2,079 

3 

6,362 

6 

j:=  2 

2,153 

2Vl 

5,676 

6 

+  2.616 

—  6,3 

—  6; 

Die  eine  Hftlfte  der  Eettenlinie  (entsprechend  den  Ordinaten 
▼on  y  =  1  bis  y  =  3)  nimmt  hiernach  die  in  Hg.  485  daigestellte 
Form  an,  bei  welcher  die  Enden  der  Kette  an  feste  verticale  Wftnde 
mit  Horiiontaldmek  sich  anlehnen,  und  wenn  man  sich  die  Gon- 
fltmctaon  der  Linie  nach  beiden  Seiten  hin  weiter  fortgesetst  denkt, 


Fig.  m. 


80  erhält  man  die  in  Fig.  486  dargestellte  wellenfiirmige  Linie, 
Ar  deren  Wellen  eine  um  so  kleinere  Hdhe  sich  ergeben  wird. 
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je  mehr  die  Zahl  n  dem  Grenswerthe  1  sich  nilhert.  Für  n  =  1 
wSid  die  Höhe  der  Wellen  gleich  Null,  und  die  Wellenlinie  geht 
in  dne  horiiontale  gerade  Linie  Aber  (Fig.  487). 

Wenn  •  kleiner  ist  als 
Eine,  so  wird  die  Drnok- 
Spannung  JTnegaiiT,  d.  h. 
die  Druck -Spannung 
geht  Uber  in  eine  Zug» 
Spannung.  Man  kann  da- 
her [Qr  diesen  FUl  den 
obigen  Oleiebungen,  in- 
dem man  —  ÜT  statt  4>  ^ 
setst  (ebenso  ~ JT«  statt  +ir,  und  —IT statt  +iO«. 
fdgenden  Formen  geben: 

12)   Jr,=i2(y,-^)  =  ^y;(l-»). 

13)   ij  =  yo{n  cos  OL -\-  V  (1— «cos  a)*-f-2^(l— n)  (l  —  cosa)), 

14)  ff=.y:{j(i_,)_i(j^_i)}, 

16)   X  =  yj(^(l_„)_,  (.J-_l)), 

in  welehen  die  Qrtssen  JT  und  nunmehr  Zug- Spannungen  be- 
deuten. 

Für  ^  =  und  ^  =  1  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen, 
indem  man  zugleich  wieder  y«  =  i  setat,  die  folgenden  Werthe: 


2 
2 


90« 

V2 


0,293 
0,207 


180» 
1,562 

—0,219 

0,219 
0,106, 


nach  welehen  für  den  in  Fig.  469  dargestellten  Fall  dl«  Eettenlinie 
au  eonstruiren  sein  würde,  wenn  das  eigene  Gewicht  der  Kette  mit 
berAcksicbtigt  werden  soll. 
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§  143. 

NXiHieiidt  Ketto  mit  Watitrdnick  von  mltiu 

W6DI1  man  sieh  in  Fig.  480  «ben&Us  die  Kehtongea  der 
Wasserdrflek»  gegen  die  Kette  in  die  entgegeogesetitea  verwan- 

^  delt  denkt  und  dem- 

gemfles  in  den  Beeb- 
nungen,  irolelie  xn 
den  Gleichungen  des 
§  141  fflbrten,  die- 
jenigen Glieder, 
welche  die  Waeser- 
drüeke  repräsenti- 
ren,  überall  mit 
„minus  Bins"  multi- 
plicirt,  so  erhält 
man  för  den  in 
Fig.  488  dargestellten  Fall  die  folgenden  Gleidingen: 

1)  y  =  J^o  (»C08a±/(1— jicosa)*-f  2.4(n— l)(lco«a)}» 


Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  die  Zug-SpannuDfr  K  ul  i mll 
positiv  wird,  sobald  // >  1  oder  q'>!fn-  Wenn  man  beispielsweise 
fi  =  2  und  A  ^  1  setzt,  so  erhall  man  aus  den  obisren  Gleichungen 
(indem  man  zugleich  wieder  yg  —  1  setzt)  die  naciiloigeuden  zu- 
suumengehörigen  Warthe: 

0,835  0 
1,151  1,& 
1,329  3 
1,482  3. 

Die  Kettenlinie  nimmt  demnach  für  diesen  Fall  (in  ihrem 
unterhalb  des  Wasserspiegels  befindlichen  Tbeile)  eine  der  in 


K=  1 
1 
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Fig.  472  dargeatelltan  Kattenlinio  aholiche  Form  an,  losofern  dio 
TangenteBriehtuDg  der  Eetteolinio  in  der  Höbe  des  Wasserspiegels 
hier  ebesfidls  einen  Winkel  tod  60*  mit  der  Horisontalen  ein- 
schlieest.  Oberhalb  des  Wasserspiegels  geht  die  EettenUnie  Aber 
iD  eine  gemeine  Kettenlinie  von  der  Horizontalspannung  1,5 
(▼eigl.  §  127). 

Wenn  man  in  Gleicbnng  1)  das  Pluszeichen  vor  dem  Wurzel* 
ausdracke  gelten  Iflsst«  so  ffibren  die  obigen  Qleichnngen  für  n  1 
wieder  in  dem  in  Fig.  487  dargestellten  Falle  der  geradlinigen 
horizontalen  Eettsnlinie.  Wenn  man  dagegen  das  Sfinnszeiehen 
gelten  lässt,  so  erhält  man  ffir  diesen  Fall,  indem  man  zugleich 
wieder*    » l  setat,  die  folgenden  Gleichungen: 


Der  unterhalb  des  Wasserspiegels  befindliche  Theil  der  Eettenlinie 
nimmt  also  in  diesem  Falle  die  Form,  eines  Kreisbogens  an, 

dessen  Halbmesser  gleich  2 


"^^^=^^>^,  }^  ^^^^^''^^:^^=~~       nen,  ohne  dass  dadurch  der 
"^=:-:rrL:="=-^ —  Gleichgewichtszustand  ge- 

stört würde. 

Wenn  u  kleiner  ist  als  üins,  so  wird  die  Zug- Spannung  K 
negativ,  d.  h.  die  Zug- Spannung  geht  ober  in  eine  Druck- 
Spannung.  Man  kann  daher  für  diesen  Fall  den  obigen  Glei- 
chungen, indem  man  darin  -  K  statt  -f-  K  (ebenso  —  H  Statt  -\-  H) 
setzt,  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

5)   y  =    I «  cos  a  ±  1^(1 — n  cos  «)•  —  2  J  (1  —  «)  (1  —  cos  «)}, 


y  =  2  cos  a  —  1, 


Fig.  4W. 


ist,  und  dessen  Centriwkkel 
120  Grad  betrSgt.  Da 
JT^Owird  fllry=l,  so 
wflrde  in  diesem  Falle  die 
Kette  im  Scheitelpunkte 
durchschnitten  werden  kOn« 


8)    p  = 
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in  welchen  die  Grösse  K  uunmebr  wieder  eine  Druck- Spannung 
bedeutet. 

2 

Für    ^ -g-  lind  erh&lt  man  ans  diesen  Gleichungen, 

indem  man  zngleieh  jy«  =s  3  setat,  die  Wertbe: 

t/  =  3  2,787  /3  1,0763  1 

a  -  0"  15«  30°  16»  0« 

£f=6  5,362  3  2,079  2 

i:  =  6  ö,ö7ö  2  /3  2,153  2 

p  =6  6,3  cc  —2,615  —2. 

Biese  Zahlenverliie  entsprechen  denelbea  mdlenflliinigen  Linie 
(Fig.  486),  welche  im  Torigen  Paragmphen  bereite  für  den  dort 
angenommenen  IUI  Ä  =  %  n  =  2  nnd     —  1  geftmden  wurde. 

Für  n  =  -~-  und  A  =  ^  ergeben  sich  aus  den  obigen  Glei- 
te tl 

chnngen,  wenn  darin  zugleich     =  3  gesetzt  wird,  die  Werthe: 
«  =  0*  90»  180« 

y  ^  3  2  1 

*  =  T  ^  T 

P    =   1  1  1. 

Man  erhält  also  für  diesen  Fall  wiederum  eiae  geschlossene 
Kreislinie,  und  zwar  dieselbe  Kreislinie  (Fig.  479),  welche  in  §  140 

för  den  dort  angenommenen  Fall  fi  =  A  =  i  und  =  1  ge- 
funden wurde. 

Wenn  man  n  =  ^  und  ^  =  1  setzt,  eo  nehmen  die  obigen 
Gleichungen  för  y«  =  1  die  folgenden  Fonnen  an: 

y  =  cosa,  if=-^C08a', 

p  =  l,  ir=yC08a, 

und  zeigen,  daes  die  H^ettenlinie  in  diesem  Falle  eine  HalbkreiBUBie 
bfldet,  deren  Mittelpunkt  in  der  Wasserapiegel-Bbene  liegt  (Fig.  490). 
Da  femer  K=0  wird  fSn  a»»90%  so  befindet  sich  diese  halb* 
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kieisförmige  Kette,  ohne  der  Widerstände  fester  ünterstützungs- 
puokte  zu  bedürfen,  im  schwimmenden  Gleichgewichtszustände. 

Die  Gleichung  5 1  nimmt 
nach  Substitution  des  Werthes 
.1  ,  k  ^^^^^  ^  ^  QQ,,     folgende  Form  an: 

Wenn  als  Bedingung  vor- 
geschrieben ist,  dass  dieEetten- 
linie  die  Wasserspiegel- Ebene 
mit  verticaler  Tangentenrich- 
tung .schneiden  soll,  so  ist 
=  0  ztt  setzeo,  und  man  erhält  die  Bediaguogogleichuog: 

1 

10)   Ä  =  — — 

'  2(1—11) 

1  2 
FOr  u  —  ,   wflrde  hiernach  A  —  ~~za  setien  sein,  nnd  man 

erhält  für  diesen  Fall  aus  den  oben  gefundenen  Gleichungen,  indem 
man  zugleich  wieder  yo  =  ^  s^tzt,  die  folgenden  Werthe: 


a  = 

0» 

30« 

46« 

60« 

90« 

V  = 

1 

0,909 

0,797 

0,6404 

0 

H  = 

1 
2 

0,4132 

0,3177 

0,206 

0 

1 

2 

0,4773 

0,4493 

0,4101 

1 
4 

9  = 

2 

0,690 

0,724 

0,796 

oc. 

Wenn  man  die' Berechnung  der  Abscissen  x  nach  der  Glei- 
chling U)  des  §  138  ansfUirt,  so  findet  man  für      den  Werth 

0,73.  Da       gleich  l  ,  also  gleich  dem  Gewichte  eines  Eetten- 

4 

Stückes  von  der  Länge  Eins  ist,  so  wird  die  Kette,  ohne  der 
Widerstände  fester  ünterstützunp^spunkte  zu  bedürfen,  im  schwim- 
menden Gleichgewichtszustande  sich  befinden,  wenn  auf  die  in 
Fig.  491  dargestellte  Weise  an  jedem  Ende  der  Kette  ein  in  ver- 
ticaler Richtung  über  den  Wasserspiegel  emporragendes  Stück  von 
der  Länge  Eins  hinzugefügt  wird. 

Da  der  Gleichgewichtszustand  der  Kette  nicht  gestört  wird, 
wenn  ein  beliebiger  Punkt  derselben  in  einen  festen  Punkt  ver- 
wandelt wird,  30  gelten  die  obigen  Resultate  auch  für  die  in  Fig.  492 
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dargestellte  Kette,  welche,  au  ihrem  unteren  Ende  durch  einen  festen 
Punkt  unterstützt,  als  ein  Theil  der  vorigen  lu.  betrachten  ist 


Fi;,  m. 


Fig.  m. 


Auf  analoge  Weise  würde  bei  dem  in  Fi^'.  474  dargestellten 
Falle  die  wegen  des  zu  berücksichtigenden  Eigengewichtes  der  Kette 
erforderliche  Correction  ansznAbrai  sein. 

Ben  Qlddmog^n  6),  7)  und  8)  kann  num  in  Beraeksicbtigimg 
der  den  ConstanteD  A  und  n  beigelegten  Bedeutungen,  Indem  man 
zugleich  t/o  —  B  =  h  setst,  auch  die  folgenden  Fonnen  geben: 

P  ,y«   At 

12)    iC  = 22) -f(ii-5)Ä+ji^, 

K 

-^11  ' 

und  wenn  man  dieselben  auf  den  spedellen  FUl  anwendet»  in  wel- 
ehern  q^-s-  is^  so  erhält  man  die  Glelehungen: 


13)  p  = 


2 

14)    H  = 


R 


15)  i:= -^-(i/  +  Ä), 

16)  p  =  J?  —  Gonst. 
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Hieraus  folgt  —  wie  slIiod  in  §  140  gezeigt  wurde  —  dass  die 
Ketleiilinie  stets  eine  Kreislinie  wird,  wenn  das  Gewicht  dor  Kette 
pro  Längeneinheit  dieselbe  Grösse  hat  wie  der  Wasserdruck,  welcher 

der  Druckhöhe  -g-  eatspricht   Der  Mittelpankt  dieser  EreieUnie 

liegt  in  der  Tiefe  h  anter  dem  WaaserspiegeL 

Nach  Gleichung  16)  wird  ir=  0  für  y  =  —  A.  An  dieser 
Stelle  findet  ein  tJebergaog  aus  Druckspannung  in  Zugspannung 

statt.    Pflr  Ä  =  .    fällt  diese  Stelle  mit  dem  tiefsten  Punkte 

der  Kette  zuganimon  (Fig.  489);  für  A  =  0  fällt  diese  Stelle  in  die 
Wasserspiegel- Ebene  (Fig.  490).  Wenn  h  zwischen  den  obigen  beiden 
Grenzen  liegt,  so  giebt  es  in  der  Ketten linie  (an  Jeder  Seite)  stets 
einen  Punkt,  in  weK  hem  die  Kette  durchschnitten  werden  könnte, 
ohne  dass  der  Gleicügewicbtszuslaud  dadurch  gestört  wird.  So  z.  B. 

Ii  4 

erhält  man  ftlr  A  —  — ~   und  i?  =  —  die  Gleichungen: 

")  H=l(,.-1), 

18)  jr=|-(y-^). 

19)  p  =1. 

Diesen  Gleichungen  entspricht  der  in  Fig.  493  dargestellte  Fall, 

bei  welchem  jene  Stelle  in  der  Tiefe  y  =      unter  dem  Wasser- 

Spiegel  liegt.  Oberhalb 
dieser  Stelle  i«^t  die  Span- 
nung der  Kette  übetall  eine 
Zugspannung;  unterhalb 
derselben  dagegen  überall 
Druckspannung. 

Wenn  ^^2j,  oder 

^  ^  2  fi  ist^  so  nimmt  die 

fdr  den  Fall  n  <  1  berechnete  Ketteolinie  entweder  die  Form  einer 
„Wellenlinie''  (d.  b.  einer  Linie  mit  Wendepunkten)  an,  oder  die 
Form  einer  „Schleifenlinie^^  (d.  b.  einer  Unie,  welche  sieb  selbst 

schneidet).   Wenn  n         ist,  so  wird  die  Ketteolinie  eine  Weilen- 

Bittet,  iBfBMitiu-siMbmk.  s.  Aoe.  26 


Fig.  m. 
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linie  oder  eine  Schleifenlinie,  jenachdem  A  grösser  oder  kleiner  als 
2n  ist  Wenn  dagegen  i»<c4~  ^  ""^^^  Eettenlinie  eine 
Wellenlinie  oder  eine  Schleifenlinie,  Jenachdem  Ä  grösser  oder  kleiner 

ist  als  x-rr^ — :  •  I^ie  Kettenlinie  wird  unter  allen  ümständen  eine 
2(1  —  «) 

Wellenlinie,  wenn  A  >      — eineSchleifenlinie,wenni4<C2fii8t. 

Soll  zugleich  der  obere  Scheitelpunkt  —  und  mit  dem^elb^n 
die  ganze  Kettenlinie  —  unterhalb  d^^r  Wasserjjpiegel- Ebene  liegen, 
80  moBseo  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sein:  für  die  Wellen- 
linie die  Bedingung:  f<nr  die  Scbleifenlinie  die  Bedingung: 


Während  im  Allgemeinen  die  beiden  Constaiueii  A  und  it  von 
einander  ganz  unabhängig  sind,  ergiebt  sich  für  den  sin^ulären  Fall: 
n=^  1,  dass  eine  Kettenliuie  überhaupt  nur  dann  möglich  ist,  wenn 
entweder  A  =  '2  oder  A  =  oi.  ist. 

§  144. 

Kette  von  ^eiehMii  Widcratande  mK  WaMerdrack  und  eigmtn  fiewfcMe  belaaleL 

Wenn  der  Quersehnitt  der  Kette,  und  in  Folge  dessen  auch 
das  Gewicht  pro  Längeneinheit  derselben,  proportional  der  Ketten* 
Spannung  sieh  ändert  —  wie  es  erforderlich  sein  wfirde,  wenn  die 
Spannung  pro  Fl&cheneinhcit  des  Querschnittes  überall  dieselbs 
Grosse  haben  (die  Kette  also  einen  K()rper  Ton  gleichem  Wider* 
stände  bilden)  soll  —  so  ist  (wie  in  §  130): 


1) 


q   _  K 


9o  ^0 

zu  sctien,  und  nach  Substitution  des  hieraus  ffir  q  su  entnehmen- 
den Werthes  erhält  man  —  statt  der  Gleichung  4)  des  §  140  — 
für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

2)    dK  =         .  dl/,    oder:  =  4?  . 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  und  K,  auf  der  rechten  zwischen  den 
Grenzen  yo  und  y  —  gehingt  man      der  folgenden  Gleichung: 

3)   1»  (:^)  =  -  yo).  oder:  i)  .  e^^^"^ - 
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Mit  Benutzunp:  des  aus  Gleichung  1)  für  q  i.w  entnehmenden 

Werthes  erhält  man  fernei  (oach  §  UO,  Gleichuug  12}  für  den 
KrümmuDgshalbmesser  die  Gleichung: 

K 


6)  P--^- 


auB  welcher  für  den  Krummungähalbmesser  im  Scheitelpunkte  der 
Werth  sich  ergiebt: 

6)  —'^  . 

Wenn  mnn  aiio  wieder  das  Yerhftltniss — und  das  Yer^ 

bftltDiss    =  M  setet,  eo  wi: 

7)  iC.  =  i?  (jo  +  i/o)  =       (n -h  1) 

sQ  setten,  und  fAr  den  in  §  140  unterracfaten  FUl  ergeben  eieh 
hiemicfa  die  folgenden  Gleichungen: 

ff 

10)   cosa  =  ^} 

Aue  den  entcfen  beiden  kann  man  Ar  jeden  wUlkOrlieh  an- 
genommenen Werth  Ton  y  die  sugehOrigen  Werthe  ? on  S  und  K 
berechnen,  worauf  dann  aus  der  dritten  der  sugehArige  Werth 
▼on  a,  nnd  aus  der  Tierten  der  ragehOrige  Werth  von  p  berechnel 
werden  kann. 

Wenn  man  n  =  -i-und  A  =  1  setzt  (wie  bei  dem  in  JPig.  479 

dargestellten  Falle),  80  nehmen  die  obigen  Gleiehungeo  ftr  =  1 
die  folgenden  Formen  an: 

12)  fr=2-^2  , 

13)  ü:=|-.«  *  . 
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14)  c^a  =  {*^>^J^'>, 

16)  P-=^„,q:g„, 

und  PS  ortrelifii  s  eh  ans  deüselben  die  in  nachsteiiender  Tabelle 
zusammengestellten  Werthe: 


y  = 

1 

1,5 

2 

2,6 

3 

H  = 

1,5 

0,875 

0 

—  1,125 

—2,5 

K  = 

1,5 

1,772 

2,093 

2,  '1 7  3 

a  = 

0» 

600  36' 

90° 

117"5' 

148  «35' 

P  = 

1 

0,989 

1,047 

1,164 

1 ,  3o 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  eine  Linip.  wpjchp  in  ihrem 
oberen  Theile  (von  a  —  0"  bis  a  —  90^)  eine  nahezu  halbkreis- 
förmige Gestalt  hat,  wahrpnd  weiter  nach  unten  bin  der  Krüm- 
mungshalbmesser allmählich  sich  rergrössert.  Um  denjenigen 
Werth  von  y  zu  finden,  welchem  der  kleinste  Krünimungshalb- 
messer  entspricht,  hat  man  in  Gleichung  15)  den  Differenzial- 
quotienten  Ton  p,  nach  //  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Man 
erhält  dann  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben 
kann: 

16)    0=:y«— I2i/-{- 14. 
Durch  Auflösung  dieser  Gleicbnog  erbftU  mva  den  Werth  y=  1,3096, 
weldiem  naeh  GleicbuDg  14)  der  Wertli  «  =  46*35',  und  nach 
Oleichang  15)  der  Werth  p  —  0,985  entspricht 

Auf  gleiche  Weise  erfaftU  man  f&r  «  =  1  und  J  =  2,  indem 
man  zugleich  wieder        ^  Oleichnngen: 

n)  B^l^, 

18)  i^=4.e    *  , 

19)  <moi  =  {^^)-e''~^\ 

aus  welcher  die  in  der  folgenden  Tabelle  sueaniinengesteUteD 
Werthe  sieb  ergeben: 
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1 

2 

3 

4 

6 

4 

2,5 

0 

-  3,5 

—  8 

K  = 

4 

5,136 

6,595 

8,467 

10,873 

OL  = 

0» 

60  "50' 

90*^ 

114^25' 

137  »25' 

?  = 

0 

1,957 

2,198 

2,71 

3,624. 

Fig.  4M. 


Derjenige  Werth  von  i/,  für  welchen  der  Krüiumungshalb- 
messer  p  ein  Minimuin  wird,  enUpricht  der  Bedin^^ungsgleichung: 

21)   Ü  =  y*— IG.y 

+  23, 

aus  welcher  man  den 
^  Werth  i/=  1,597  er- 
hält. Der  zugehörige 
Winkel  hat  die  Grösse 
a  =  46"20',  und  der 
zugehörige  Krüm- 
mungshalbmesser die 
Grosse  p  s=  1,93.  Jha 
obigen  Zableiiwertboii 
entspricht  die  in 
Fig.  4M  dargestellte 
Eettenlinie. 

Auf  aoaltig^  Weise 
wflrde  mui  Ar  den  im 
vorigen  Fangraphen 
nntersncfaten  FUl,  wenn  die  Kette  als  KOrper  von  gleichem  Wider- 
stände constrnirt  ist,  die  Oleicfanngen  erhalten: 

22)   Ä=y:(^(l~-«)  +  |(^^-l)}, 


23)  K=^Ail  —  n)yl.e 

24)  cos  a  =  « 


—2  (JL^i) 


25)   p  = 


9  — 


Hn 


^  (1  —  n)  t/o 


in  welchen  die  Kraft  K  als  Druci^ -Spannung  zu  deuten  ist.  Wenn 
man  Iderin  tt=-ö'       ^1»=  1  setzt,  wie  bei  dem  in  Fig.  490 
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dargestellten  Falle,  so  aehmen  duse  QleichuDgea  für  ^  1  die 
folgenden  Formen  an: 

27)  Ä'  =  y-^  . 

28)  C08a  =  y*.e^* 


(!/  -  1) 

29}  " 


und  «  eigaben  sich  ans  deaflelben  die  in  der  n&elitfceheiideii  IV 
belle  znminiDengestelUen  ZaUenwerilie: 


1 

3 

1 

1 

4 

2 

4 

1 

9 

1 

1 

Ä= 

•2 

32 

8" 

32 

Ä'  = 

0,5 

0,389 

0,303 

0,236 

a  = 

0« 

43nO' 

60"  10' 

82«25' 

e  = 

l 

0,831 

0,809 

1,08 

0,184 
90» 
^. 

Der  kleinste  Krümmungshalbmesser  p  =  0,798  entspricht  der 
Ordinate  =  0,586  und  dem  Winkel  a  =  58»40'.  Da  K^^  =  0,184 
ist  und 

ebenfalls  gleich  0,184  ist,  so  würde  die  Kette,  ohne  der  "Wider- 
stände fester  ünterstützungspunkte  zu  bedürfen,  im  schwimmenden 
Gleiche^ewichtszustande  ?ifh  befinden,  wenn  auf  die  in  Fig.  491 
aiif^^edr'utete  Weise  an  jedem  J^Inde  der  Kette  ein  in  verticaler 
Kichtung  über  den  Wasserspiegel  emporragendes  Stfjck  von  der 
Länge  Eins  und  vom  Gewichte  =■  0,184  pro  X^Aogeneinheit 
hinzugefügt  wird. 

§  145. 

Bweclinung  der^GAwOlbsUrke  für  «inen  nach  der  Kettenlinie  conitruirt«n 


Ein  Gewölbbogen  von  geringer  Dielte  unii  ulerall  grossjein 
Krümmungshalbmesser  darf  annäheruno^sweise  als  eine  in  ihrer 
labilen  Qleicbgewicbtslage  befindliche  Kette  betrachtet  werden. 
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Fttr  einen  nur  mit  seinem  eigenen  Gewichte  belasteten  Ge> 
wölbboo-en  von  überall  gleich  grossem  Gewichte  pro  Längeneinheit 
würdü  alaö  unter  den  genannten  ümstäuden  die  in  §  127  berech- 
nete „gemeine  Kettenlinie"  die  Gleichgewichtsfonn  darstellen,  und 
wenn  der  Gewölbbogen,  als  Kette  von  gleichem  Widerstande  con- 
sbrnirt,  ausser  seinem^  eigenen  Gewichte  noch  eine  gleichförmig 
über  die  Horiiontalprojaction  vertheilte  Belastung  zu  tragen  hätte, 
80  wfiide  die  in  §  130  berechnete  „EetteabrÜelreii-Xiiiiie^*  (in  nm- 
gekehrter  Lage  gedaeht)  als  Oleichgewicbtelbrm  desselben  anzu- 
sdien  sein.  Ebenso  dflrlbn  die  in  den  vorigen  Paragraphen  Ar 
Eid*  nnd  Wasser-Drack  gefandenen  Eettenlinien  annfthemogaweiee 
als  Gleidbgewiehtsformen  eines  nnter  gleiohen  BelaatnngsTerhttlt- 
nissen  befindlichen  GtewOlbbogens  betrachtet  werden,  sobald  die 
Dicke  desselben  überall  klein  ist  im  Vorhaltniss  zun  Erflnmnngs» 
halbmesser. 

Um  fiör  einen  solchen  nach  der  Eettenlinie  constmirten  Ge- 
wOlbbogen  die  im  Scheitelpunkte  erforderliche  Stärke  an  berechnen, 
würde  man  die  an  dieser  Stelle  stattfindende  Drack-Spannnng 

pro  Flächeneinheit  gleich  der  practisch  zulässigen  Druck-Spannong 
zu  setaen  haben.  Den  totalen  Horizont  iM ruck  im  Scheitelpunkte 
findet  man  nach  §  120,  indem  man  den  Krümmungshalbmesser 
des  Scheitelpunktes  multiplicirt  mit  der  Grösse,  welche  die  Total- 
belastung pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection  an  dieser 
Stelle  hat.  Da  bei  den  Untersuchungen  der  vorigen  Paragraphen 
als  Krafteinheit  überall  das  früher  mit  y  bezeichnete  Gewicht  des 
Belastungsmaterials  pro  Cubikeinheit  angenommen  wurde,  so  hat 
man  die  in  den  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Kraftgrössen 
sämmtllch  noch  mit  '(  zu  multiplieiren ,  wenn  statt  dessen  das 
Uewicht  eines  Kilogramms  als  Krafteinheit  gewählt  werden  soll, 
üiernach  ergiebt  sich  für  den  Horizontaldruck  im  Scheitelpunkte 
der  Ausdruck: 

1)    K,  =  B  (q,  -i 
in  welchem  B  den  Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes, 
die  Höhe  der  Belastungsschicht  und  7,,   das  eigene  Uewicht  des 
(iewölbbogens  pro  Längeneinheit  an  dieser  Steile  bedeutet  Die 
obige  Gleichung  gilt  sowohl  für  verticai  wirkende  Belastungen, 
als  auch  für  Erd-  und  Wasserdruck. 

Wenn  mit  <s'(  das  Gewicht  des  Gewölbbogenmaterials  pro 
Kubikeinheit  bezeichnet  wird  —  wobei  also  0  dass  specifische  Ge- 
wicht desselben  bedeuten  würde  für  den  FUl,  das  „Wasser**  das 
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Belastuogsniatonal  bildet  —  und  mit  Cq  die  GewOlbsUrke  im 
Scheitelpunkte,  so  ist: 

2)  =  ayco 

tu  setieii,  und  Dach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  vorige 
Qleicbaog  die  Form  an: 

3)  K,^yJii^c,-\-i,,). 

Wenn  ferner  mit  S  die  practisch  zulässige  Dructc-Spannung  des 
QewOlbbogenmateri&ls  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  ist 
lagleich: 

4)  K,^S.Co 

XU  setzen»  und  man  erhftlt  darch  Oleichsetzung  der  beiden  Ar 
Ko  gefundenen  Ausdrflcke  die  Qleiebiing: 

Indem  man  diese  letttere  Gleichung  Ar  auflöst,  findet  man 
Ar  die  erforderliche  Gewölbst&rke  im  Scheitelpunkte  den  Werth: 


6j  Co 


Diese  Gleichung  seigt,  dsss  =  <c  wird,  wenn  «yi?  =  5  ist. 
Fflr  den  Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  ergiebt  sich 
hieraus  der  obere  Grenswerth: 

welchen  der  wirkliche  Werth  tod  R  nicht  erreichen  darf,  wenn 
die  practisch  zulässige  Druck-Spannung  nicht  flberschritten  werden 
soll.  So  würde  z.  B.  Ar  ein  Material,  bei  welchem  die  practisch  zu- 
lässige Druck- Spannung  pro  Quadratmeter  450000  Kil.  und  das  Ge- 
wicht pro  Cnbikmeter  2600  EiL  betiägt,  der  Werth  J?(ni«»=  tSOMeter 
sich  ergeben.  (Ffir  Eisen  hat  dieser  obere  Grenzwertb  —  wie  in 
§  128  bereits  gefunden  wurde  —  die  OrOsse  von  1000  Metern.) 

Wenn  f  r  Ion  wirklichen  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel- 
punkte der  Werth  ^  =  60™  vorgeschrieben  ist,  SO  erhalt  man 
z.  B.  für  =  4*"  und  7  =  1600  Ki).,  indem  man  zugleich  wieder 
,Sr=  460000  Kil.  und  öy  =  2500  Kil.  setzt,  für  die  erforderliche 
Stärke  des  Gewöibbogens  im  Scheitelpunkte  den  Werth:     =  1"',28. 

§  146. 
6tw«llilW|eR  mit  tandbeittluRg. 

Die  erforderliche  Stärke  des  Gewölbbogens  im  Scheitelpunkte 
hängt  (bei  gegebener  Materlalbeschalfenheit)  ausschliesslich  ab  7on 
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dem  Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes  und  von  der  Be- 
lastung pro  Längeneinheit  an  dieser  Stelle.  Sie  ist  dagegen  voll- 
kommen unabhängig  von  der  Art  der  Belastuner  und  von  dem 
Gesetze  der  Lastvertheihing.  Die  im  vorigen  raragfaplien  für 
gefundene  Gleichung  gilt  sowohl  für  Erd-  und  Wasser- Druck  als 
ffir  vertical  wirkende  Belastungen:  sowohl  für  gleichförmig  als 
fDr  uogleicbförmig  fiber  die  Horizontalprojection  vartheilta  Be*> 
lastuDgen.  Waa  dagegen  die  EramtDOiigsforiD  das  GewOlbbogeoa 
in  deD  seitfi^rta  vom  Scheitelpunkte  gelegenen  Theilen  betrifft,  and 
das  Gesetz,  nach  welchem  die  Stftrke  des  Bogens  vom  Sdi^lpianhte 
aus  nach  beiden  Seiten  hin  allmShllcfa  xunehmen  moas,  wenn  die 
Druck-Spannung  pro  Flftcheneiaheit  des  Qneiscbnittes  flberall  gleich 
grces  sein  soll  —  «o  werden  dieselben  bedingt  durch  die  Art  der 
Belastung  und  das  Gesets  der  LastTertheilung. 

Nach  §  US  Ist  bei  einer  eob&sionslosen  Brdmasse,  welche 
continuirlichen  Erschütterungen  auflgesetst  ist,  der  Erd- Druck  an 
berechnen  aus  den  fir  hydrostatischen  Druck  geltenden  Gleichun- 
gen, in  welche  die  f&r  activen  und  passiven  Erd -Druck  gdtenden 
Gleichungen  Qbeigehen,  wenn  darin  9— o  oder  m  =  l  geeetat 
wird.  Der  active  nnd  der  passive  Erd- Druck  bilden  die  ftnssersten 
Grenzen,  bis  zu  welchen  der  wirkliche  Erd- Druck  von  dem  hydro- 
statischen Drucke  nach  beiden  Sdten  hin  abweichen  kann.  Diese 
beiden  Grenzen  fallen  zusammen,  wenn  durch  irgend  eine  Ursache 
die  Wirkung  der  Reibung  aufgehoben  wird.  Hieraus  folgt,  dass 
es  für  eine  mit  Erde  belastete  Kette  ianerhalb  gewisser  Grenzen  un- 
endlich viele  ver- 

Fig.  m. 

 35   33  


schied enp  Gleich- 
gewichtsformen 
giebt.  Die  dem 
activen  und  pas' 
siveu  Erd-Drucke 
entsprechenden 
Kettenlinien  bil- 
den die  äusser- 
sten  Grenzen,  bis 
zu  welchen  die 
Form  der  Kette 
von  der  dem  hj- 

droatatfsehen  Dmclce  entsprechenden  KettenUnie  abweichen  kann, 
ohne  dass  der  Gleicbgewichtsiustand  gestflrt  wird.  Wenn  es  sich 
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darum  handelt,  diejenige  Gleichgewichtsform  ansznwählen,  weldie 
zugleich  die  grösste  Stabilität  besitzt,  so  hat  mau  demnach  die  für 
m  =  1  in  §  144  gefundenen,  dem  hydrostatischen  Dincke  ent- 
spreebonden  Gleichungen  anzuwenden. 

Pfir  die  in  §  144  mit  n  bezeichnete  GrOsse  ergiebt  Bich  m 
dar  Qlfielmog  2)  die  TOitgan  Fto«gnipth€B  der  Werth: 

1)  11  =  -^^=-^"-=^^«-. 


Wenn  man  hierin  mit  Beibehaltung  der  im  vorigen  Paragraphen 

25 

aDgeDommeneii  Zahlenwerthe:  9==^—  und     =     setst,  eo  erhftlt 

man  fttr  ff«  =  1">,28  den  Werth: 

1,25  ■  1,6  1 
4  2  ■ 


2)  n» 


Da  femer  der  Krüniaiungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  gleich 
60  Meter  augenouimea  wurde,  so  bat  die  in  §  144  mit  A  bezeich- 
nete Grösse  den 

Fig.  4M. 


Werth: 

3)  A^^ 
Po 

=  -^=15. 

Nach  Snhetita- 
tioD  dieser  Werthe 
nehmen  die  Olei* 
chnngen  8),  9), 
10),ll)dee§144, 
wenn  zugleich 

Btatt  der  Grösse  y  =  1600  Eil.  das  Gewicht  y<m  1  Eil.  als  Eraft- 
einheit  angenommen  wird,  die  folgenden  Formen  an: 


4j    if=:  25600 


5)  £^=576000.0 


6}   cos  a  = 


K 


K 


7)  P=-g. 
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16,5  ms  

'*•■...'.■  :   .". '■.  1 


Aus  diesen  Gleichungen  eig«  beii  sich  die  in  nachstehender 
Tabelle  zusammeDgesteilten  Zahlenwenhe: 

y=    4  8         12         16         20         24         27,18  40 

i|sö76000  687600  478600  884000  268800  188000     0  —691800 
jt=  678000   588  940  602150  615680  629450  643  680   654  900     702  750 
a=     0"        2405'      SSnO'    51«25'    6\W>'    TS^SO'    90"  IG9°3!)' 
p=   egn»      d7™,Ä06  27"»^  22'",2     lb'^79    I6«»,4ö8  I5'",0s8  11^,68. 

Diesen  Zahlen- 

*  wertheu  ent- 

spricht die  in 
Fig.  495  darge- 
stellte Ketten- 
linie.  Streng 
genommen  wflr> 
de  zwar  diese 
Linie  nur  bei 
unendlich  klei- 
ner Stftrke  des 
GewOlbbogena 
als  Gleichge- 
wlchtafonn  des- 
selben anzn- 
sehensein.  An- 
näherongsirMse 
darf  man  indes- 
sen annehmeDf 
dass  auch  der 
wirkliche  Ge- 
wölbbogen im 
Gleichgewichts- 
zustande sich 
bf'tinden  wird, 
wenn  man  der 
Mittellinie  des- 
selben diese 
Form  giebt 
(Fig.  496). 

Nach  der 
obigen  Tabelle 

wächst  die  DriickipaiinuDg  im  Gewölbbigön  vom  Scheitelpunivte 
nach  den  unteren  fkidpunkten  hin  you     =  576000  bis  K  =  702  7öO. 


402^28 


Fig.  488. 
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Hiernach  ergiubt  sich  für  die  am  untersten  Ende  erforderliohd 
Stärke  des  ßogens  der  Werth: 

^       .  no  702750 

Wenn  xam  ein  anderes  Mal  =  lO^^  und  B  —  20"*  setzt, 
80  erhält  man  nach  der  Qleichnng  6)  des  Yorigen  Paragraphen 
deo  Werth: 

_       1600  .  20.10 

~  460000  —  2500,20  ~ 

Für  diesen  Fall  ist  alBO  »  =  y  und  -4  =  2  zu  setzen;  die  Glei- 
ebuDgen  des  §  144  nehmen  alsdann  die  folgenden  Formen  an: 

10)  ff  =  160000  {^-  20^  }, 

11)  Ä'=  360000. 

12)  oosa:=  ^» 

'3)  9=-jr-^  

und  man  erhält  aus  denselben  die  in  nachfolgender  Tabelle  zu- 
sammengestellten Zahlenwerthe: 

y=  10  15  20  23,45  30 

if=  360000  260000  120000        0  —280000 

iC»  360000  370130  380560  387910  402228 

a=s    0»  15^25'  71f'35'       90»  134*>5' 

?=  20»  U%05  U'^fib      10°^,34  8"»,66. 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  in  Fig.  497  dargestellte 
Ketteolinie  und  die  in  Fig.  498  dargestellte  Form  des  Gewölb- 
bogens. Für  die  wm  unteren  £nde  desselben  erforderliche  Stärke 
ergiebt  sich  der  Werth; 

no  402228 
U)   c  =  c,.^^  ^0,8.  3^^^^  =  0-894. 

Der  Gleichgewichtszustand  dieses  GewOlbbogens  würde  sieht 
gestört  werden,  wenn  der  untere  Theil  desselben  bis  su  beliebiger 
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Höhe  hinauf  in  eine  feste  Wand  eingeschlosseD  würde,  oder  wenn 

derselbe  eine 
Fig.  m.  grössere  Stärke 


*  V  T  ♦ .  •  '^ 


folgt,  das  der  G«- 
wOlbbogen  aneh 
dann  noch  im 
Oleiehgewiehts- 
;.;  snatanda  Bioli  be- 
finden wird,  wenn 
aufdielnFig.499 
angedeutete  Wei- 
se  der  untere 

Theil  an  jeder  Seite  ersetzt  wird  durch  ein  Widerlager,  weleliea 
den  berechneten  Bogentheil  ?oUstftndig  einschlieast 


§  i  n. 

66w<U6boseji  mit  gtoicliftfrmig  Bbsr  die  HorixoDtaJprojection  veriheiHer  BdastMif. 

Die  Qleichgewichtsform  dnea  als  Körper  ron  gleichem  Wider- 
stande construirten  Gewölblragens,  welcher  ausser  seinem  eigenen 
Gewichte  eine  gleichf&rmig  über  die  Horizontalprojection  Ter- 
theilte  Belastong  sn  tragen  hat,  ist  nach  §  130  su  berecfanett  ans 
der  Gleichung: 

Nach  der  in  den  Torigen  F^uragraphen  angewendeten  Bezeich« 
nangaweiae  ist  hierin: 

2)  k^q^  =  <fye^ 
zu  setzen,  und  da  die  Belastung  pro  Lftngeneinheit  der  Horizontal» 
projection  überall  dieselbe  GrOase  haben  soll  wie  im  Scheitd- 
puntrte,  so  ist: 

Wenn  man  hierin,  wie  bei  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  Torigen 
Paragraphen,  die  Werthe:  i?  =  60"\  2/0  =  Y  =  1600  Kil., 
(77  SS  2500  KU.,  1"',28  substituirt,  welchen  die  Werthe 
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^  =  3200  KU.  und  6400  Eil.  entipNcben,  m  «rhftlt  man  fSr 
diesen  Fkll  die  Oleichan^: 

aus  welcher  die  nacbfolgeoden  zusammeDgebörigen  Zalildüwerthe 
sich  ergeben: 

X 


60.  /3 


0,1      0,2      0,3      0,4  0,5 


1,5708 


i;  =  0     10,39   20,78   31,18   41,57   51,96  163,2 
ys=0      0,91     3,62     8,23    14,8     23,5  oc. 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  in  Fig.  500  dargestellte 
Kettenliuie.  Nach  §  130  hat  die  HorizoDtalspannuog  der  Kette 
die  Grösse: 

5)    //=  /f'(jfc-4-^)^60(320O4-64O0)  =  57G000Kil, 

und  der  Neigungswinkel  der  Kettenliuie  gegen  die  Horizontale  ist 
zu  berecbnen  aus  der  Qleicbung: 

Aus  der  letzteren 
Fig.  500.  GleichuDgergiobtsich 

für  ^^-^=0,5der 

CO . 

Werth  :tga:=0,9464. 
Die  DruclispaDDiing 
der  Kette  wächst  also 
vom  Scheitelpinikie 
nach  den  ünter- 
stüUuhgspuiikLen  bin 
von  der  Grösse  H  = 
576000  Kil.  bis  zu 
der  Grösse: 


7 )    il  =  i/  ,  y  l  +  tg a «=  1 ,3 7 7 . 67 6  000^ 7 93 200  Kil. 

Dieser  Druckzunahme  entspricht  eine  Zunahme  der  Gewöibst&rl[e 
von  der  OrOsse  «o  ^  l°'t28  bis  zu  der  Grösse: 


8)    c  =  1,28 


1^763 
576000  ~  ^ 
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W6DD  man  ein  utderM  MaI  in  Gleldrang  1)  die  hü  dem 
xweiten  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Paragraphen  aDgeuommoiin 
Werthe:  Ä  =  20"»,  »/o^'lO-,  t«1600Kü.,  aY«2600  KiL, 
eo  =  0'",8  subetitiiirt,  welchen  die  Werthe  ik»  2000  Kil., 
16000  Eil,  J7=  360000  Kil.  enteprecben,  w  erhält  man  ftr 
dieeen  PkU  die  01eiefanng: 


ans  welcher  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerfche 
sieh  ergeben: 

5=0      6         12         18         24       30  94.25 
y  =  0       0,91       3,62       8,23      14,8     23,5  cc. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  oben  findet  man,  dass  den  Coordi- 
naten  x  =^  30'"  und  y  23"\5  die  Werth?  tg  a  =  1,64  und  K  = 
691300  Kil.  entsprechen.  Bei  einer  Spannweite  von  60  Metern 
würde  demnach  t  u  J  e  Stärke  des  Gewölbbogens  am  Widerlager  der 
Werth:  c=l%53ü  sich  ergeben. 


Die  RechnuDgs res ul täte,  zu  welchen  man  bei  Anwendung  der 
in  den  vorigen  beiden  Paragrapiien  erklfirten  Methode  gelangt, 
sind  (wie  in  §  145  bereits  bemerkt  wurde')  nur  in  solchen  Ffillen 
als  brauchbar  zu  betrachten,  in  wel  Jieti  tür  das  Verhftltniss  der 
berechneten  Gewölhstärke  zu  dena  Krüuimungshalbmesser  äberali 
ein  sehr  kleiner  Werth  sich  ersieht,  da  es  andenifalls  nicht  mehr 
zulässig  sein  würde,  den  Gewolbhugen  als  eine  vollkoujuien  bieg- 
same Kette,  und  die  Mittellinie  des  Bogens  ohne  Weiteres  als 
Stützlinife  desselben  zu  behandeln.  Bei  grösserer  Starke  des  Ge- 
wölbbogens  würde  überdies  die  gemachte  Voraussetzung  meistens 
nicht  mehr  zutreffen,  nach  welcher  die  Belastung  unmittelbar  auf 
*  die  Mittellinie  des  Bogens  wirken  sollte,  da  es  in  WlrUiohk^t 
die  flusssre  BegrenzungsflAehe  des  QewOlbbogens  m  «An  pflegt, 
welche  in  unmittelbarer  Berfihmng  mit  dem  BeUutaogsmateriale 
sieh  beflndet 

üm  bei  beliebig  gewfthltsr  Form  nnd  StSrke  das  babsteten 
Gewülbbogem  die  SkAtdiDie  dessslbeii  zu  constmiren,  hal  man 
wiedemm  das  Yerfhhrsii  aoznwenden,  welches  bereits  in  §  119 


§  148. 
SiObriliitoii  Im  SmSlbtotw. 
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Ii        1  \ 


■1 


Q 


y 


fftr  den  dort  aogenomiDMieii  Fall  vertical  gericbtater  Sdinitifugeii 
erklftrt  wurde. 

Denkt  man  sieh  in  der  Schdtelfage  und  den  beiden  Wider- 
lagerfugen  einstweilen  Stifte  einge8clia1>eD,  dnrcli  welcbe  bewirkt 
wird,  dase  die  drei  Ponkte  B,  C  Stfitzpunkte  (oder  Pankte 
der  KU  constrairenden  StütsUnie)  werden,  so  erkennt  man,  dass 
hiermit  zugleicb  Gritase  und  Lage  des  in  der  Scheitelfoge  wir- 
kenden Horizontal- 

P'»-   drackes  H  bestimmt 

sind,  welehen  man 
berecbnen  kann,  in- 
dem man  die  stati- 
sclif^n  Momente  der 
beiden  Kräfte  M  und 
!  \  V.  '  ^  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  A  (oder  in 
Bezug  auf  den  Dreh- 
pnnkt  /?)  einander 
gleichsetzt  (Fig.  öOl). 
Nachdem  auf  solche 
Weise  der  Horizontal- 
druck Tl  ^efiinlen  ist.  kann  man  auf  dieselbe  Weise  wie  in 
§  uy  den  i:'UDkt  i/  besummen,  in  weichem  ein»  belifl  ij^  Le- 

wähite  andere  Fuge 
Fig.  502.  von  der  Stützlinie  ge- 

trofl'en  wird,  indem 
mau  auf  die  in  Fig.  502 
antredeutete  Weise 
von  den  beiden  Kräf- 
ten H  und  P  die 
Mittelkraft  B  oon- 
simirt  unddenDnreb- 
sefanittspunkt  anf- 
sacht,  in  welchem 
I  jene  Fuge  Ton  der 

:  j  Bichtnngslinie  dieser 

Kraft  B  geschnitten 

wird.  Jedodi  ist  hierbei  m  berficksiebtigen,  dass  die  Corre,  welche 
man  bei  Anwendung  dieses  OonstructionsTerfiüirens  erhilt,  nur  dann 
als  wirkliche  Stütxlinie  gelten  kann,  wenn  jede  Fuge  Ton  derselben 


II 


TU 


P 


Ii  ' 
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ionerbalb  der  durch  ihre  beiden  Endpunkte  b^raazten  Strecke  ge- 
schnitteo  wird  (Fig.  503). 

Man  überzeugt  sich  auf  solche  Weist',  dass  durch  die  drei 
willkürlich  gewählten  Punkte  Ay  C  die  ganze  Stützhuio  ihrer 
Lage  und  Ferna  nach  festgelegt  ist,  zugleich  auch:  da^s  im  All- 
gemeinen unendlich  viele  verschiedene  Stützlinien  in  einem  und 
demselben  Gewölbbogen  construirt  werdtiu  können,  und  dass  jeder 
von  diesen  Stützlinien  eine  bestimmte  Grö.sso  und  Lasre  des  in 
der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  II  entspricht,  sowie 
umgekehrt  jedem  bestimmten  Horizontaldrucke  H  eine  bestimmte 
Form  ood  Lage  der  Stfitdinie  entqirieht  Die  OrOsse  des  Hori- 
»mteldradc«  H  und  die  PfeUliOIie  der  demfelben  eotsprecheiideii 

^.   ^  Stfitsliniebedinfflii 

dnander  wediel- 
seitig  in  soleher 
Weise,  daas  der 
grOaaten  Ffeil- 
hAlie  der  kleinate 
Hoii«nitaldni€k 
und  der  kleinsten 
Pfi^lhOlie  der 
grOsste  Hori- 
lontaldmck  ent- 
apriclit.  Bei  Be- 
trachtung der 
Fig.  503  erkennt  man,  dass  der  Spielraum  für  die  in  dem  Gewölb- 
bogen conetmirbaren  Stützlinien  um  so  mehr  zusammenschrumpfen 
wird,  je  kleiner  die  GewölbstArke  gewählt  wird.  Um  das  Minimum 
der  erforderlichen  Gewölbstärke  zu  finden,  hat  man  zu  untersuchen: 
wie  klein  dieselbe  höchstens  wericn  darf,  wenn  überhaupt  noch  die 
Möglichkeit  vorhanden  sein  soll,  mindestens  eine  Stützlinie  in  dem 
Gewölbbogen  zu  construiren,  welche  nirgendwo  die  äussere  oder  die 
innere  Begrenzungslinie  der  Gewöibbogenüäche  überschreitet 


§  149. 

GlaiehfewieM  des  GtwBMofMt  ta  Btmf  aiil  Drehwii. 

Die  Frage:  unter  welchen  Umständen  es  möglich  ist,  eine 
ganz  in  das  Innere  des  Gewölbbogens  fallende  Stützlinie  in  dem- 
selben zu  coustruireu,  ist  gleichbedeuteud  mit  der  Frage:  Uüter 
BllUr,  toetnleovlleabaalk.  S.  AHB,  27 
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welchen  Umständen  es  möglicli  ist,  für  den  in  der  Scheit«lfuge 
wirkenden  Horizontahii  uck  eine  solcbe  Grösse  und  Lage  nachzu- 
weisen, bei  welchen  dieser  Jlorizontaldruck  in  Bezug  auf  jede  be- 
liebige Fuge  ausreicht,  um  eine  Drehung  des  zwischen  dieser  Fuge 
und  der  Scheiteliuge  befindlichen  GewOlbstückes  nach  innen  zu 
yerbindeni,  und  lagleich  auch  kUHn  genug  ist,  um  nldit  doe 
DrehuDg  desselben  StUekes  nach  aussen  hin  hemnubringen. 

Bei  QberflQssiger  Stärke  des  Gewdlbbogens  kann  dieser  Be- 
dingung auf  ttoendlieh  fiele  ferschiedeoe  Arten  Oenflge  geleistet 
werden,  da  unendlich  viele  verschiedene  StAtzlinien  im  Innern 
desselben  mflglich  sind,  und  Jeder  von  diesen  Stfitilinien  eine  be- 
sondere GrOese  und  Lage  Jenes  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Ho- 
risontaldruckes  entspricht  Im  Allgemeinen  wird  daher  ?on  einer 
bestimmten  Ortese  und  Lage  dieses  Horisontaldrackes  Qbeihaupt 
nicht  die  Rede  sein  kOnnen,  sondern  immer  nur  TOn  gewissen 
Grenzen,  in  Bezug  auf  welche  behauptet  werden  darf,  dass  der 
wirkliche  Horisoataldruck  zwischen  denselben  liegen  muss. 

Bei  sehr  grosser  Stärke  des  Gewölbbognns  wurde  man  diese 
beiden  Grenzwerthe  auf  die  in  Fig.  504  und  Fig.  505  angedeutete 


Weise  ermitteln  kuLuen,  indem  man  das  eine  Mal  die  grosstmöjr- 
liche,  das  andere  Mal  die  kleinstmögliche  Pfeilhöhe  für  die  Stütz- 
linie annimmt,  und  für  jede  dieser  beiden  StiUzliuien  den  zuge- 
hörigen Horizontaldruek  berechnet.  Der  wirkliche  Horizontaldruck 
in  der  Scheitelfug»»  würde  jeden  dieser  beiden  Oreuzwertbe  in  der 
That  erreichen  könneu,  wenn  die  Stärke  des  Gewülbbogeus  so  gro^s 
ist,  dass  jede  von  diesen  beiden  Stützlinien  ganz  in  das  Innere  des 
Bogens  biDelofällt 

Denkt  man  sich  —  von  diesem  Fklle  ausgehend  —  die  Ge- 
wölbstftrke  allmählich  kleiner  werdend  und  diese  Verkleinerun)^ 
bis  zu  dem  Punkte  fortgesetzt,  wo  gerade  nur  noch  eine  änzige 
Statzlinie  in  dem  GewUbbogen  möglich  ist,  so  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  im  Allgemeinen  diese  der  Grenze  der  Stabilität  ent^ 
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sprecbentie  Stützlioie  —  je  nach  dem  GeseUe  der  Lastvertheilung 
und  der  Form  des  Bojern  -™  entweder  auf  die  in  Fig.  506  oder 
auf  die  in  Fig.  507  dargestellte  Weise  die  ionere  und  die  äussere 

/ 

Begrenzungslinie  berQbren  tvjrd.  lo  beiden  FftUen  giebi  es  fSr 
den  in  der  Scbeitelfnge  wirkenden  Horisontaldniek  nur  eine  einzige 
Grösse  und  Lage,  welche  den  Qleichgewiditebedingnngen  entoprieht 
Die  geringste  Vericleinerung  dieses  Horiioiitaldrael[e8  wfiide  eine 
Drehung  des  twjsehen  der  Fuge  J  und  der  Seheitelftige  befindlichen 
Stackes  nach  innen  —  die  geringste  Vergrtesening  dagegen  eine 
Drehung  des  zwischen  der  Fuge  R  und  der  Scheltelfnge  befindlichen 
Stückes  nach  aussen  hin  zur  Folge  haben.  Wenn  in  Fig.  506  die 
Fuge  Ey  oder  in  Fig.  507  die  Fuge  J,  zumiHg  mit  der  Wider- 
lagerfuge zusammenföUt,  so  wird  der  Gleichgewichtszustand  auch 
dann  noch  möglich  seio,  wenn  die  betreffenden  Btützlinien  —  an« 
statt  die  Begrenznngslinlen  der  GewölbbogenflAohe  in  diesen  Fugen 
zn  berühren  —  dieselben  schneiden. 

üm  die  Frage  zu  entscheiden:  ob  auf  die  in  Fig.  506  oder 
auf  die  in  Fig.  TiO?  dargestellte  Wpi>'e  jener  Greuzfall  des  Gleich- 
gewichtes eintreten  wird,  hat  man  zunächst  auf  die  in  Fig.  504 
angedeutete  Weise  die  Stützlinie  des  kleinsten  Horizoataldruckes 
zu  construiren  und  -alsdann  zu  untersuchen,  ob  bei  allmählich  ab- 
nehmender Owölbstaike  die  auf  solche  Weise  ^^^  >•  ntistniirende 
Stiitzlinie  /.uer.st  die  innere  oder  zuerst  die  äussere  Begrenzungs- 
linie überschreiten  wird.  In  der  Üegel  —  wie  z.  B.  namentlkh 
bei  dem  Kreisbogen -Gewölbe  mit  horizontaler  BelastunpHnie  — 
wird  der  erster«  Fall  eintreten,  und  in  diesem  Falle  wird  ;iuf  die 
in  Fig.  506  dargestellte  Art  bei  fernerem  Abnehmen  der  Gewdlb- 
siärke  die  Grenze  der  Stabilität  erreicht  werden.    Für  diesen  Fall 

27* 
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Siebenter  Abwbnitt.  §  l&O. 


hat  man  abo  bei  der  Berechnung  der  mindestens  erforderlichen 
Gewölbstarke  den  obereo  Eflüpiinkt  der  Scbeitelfuge  als  Angriffs- 
punkt des  Horizontaldruckes  anzunehmen. 

Fände  es  sich  dagegen,  dass  der  andere  Fall  eintritt  —  dass 
nftmlich  bei  allmählichem  Abnehmen  der  Gewölbstärko  zuerst  ein 
üebersch reiten  der  äusseren  Begrenziingslinie  stattfindet  -  so  würde 
der  Grenzt'all  des  Gleichgewichtes  auf  die  in  Fig.  507  dargestellte 
Weise  erreicht  werden,  und  in  diesem  Falle  würde  man  bei  der 
Berechnung  der  Gewölbstärke  den  unteren  Endpunkt  der  Scheitel- 
fuge  als  Angriffspunkt  des  Heri»>atftldiiieke8  tu  wftblen  haben. 

Die  Berechnung  der  Grenzetärke  flelbst  bat  man  in  beiden 
FftÜen  anf  die  Weise  anssafObreo,  dass  man  untersncbt:  «elcbe 
Grösse  der  Horizontaldmck  mindestens  haben  mass,  um  in 
Bezog  anf  jede  beliebige  Fuge  dne  Drehung  nach  innen  su  ver- 
bindern,  und  welche  Qrfiese  ff«  derselbe  höchstens  haben  darf,  um 
nicht  in  Betug  auf  eine  beliebige  Fuge  eine  Drehung  nach  aussen 
hervonubringen.  Indem  man  diese  beiden  Orenswerthe  und 
alsdann  einander  gleichsetzt»  erhält  man  die  Gleichung,  aus  welcher 
die  gesuchte  GewOlbstftrke  berechnet  werden  kann. 

Den  unteren  Grenswerth  findet  man,  indem  man  znnftchsi 
für  eine  beliebige  Fuge  denjenigen  Horizontaldruck  berechnet, 
welcher  das  zwischen  derselben  und  der  Scbeitelfuge  befindliche 
Stftck  in  Bezug  auf  Drehung  nach  innen  gerade  im  Gleichge- 
wichte halten  würde,  und  nachher  untersucht,  für  welche  Fuge 
dieser  Horizontaldruck  ein  Maximum  wird.  Den  oberen  Grenz* 
Werth  findet  man,  indem  man  gleichfalls  zunächst  für  eine  be> 
liebige  Fuge  denjenigen  Horizontaldmck  berechnet,  welcher  das 
zwischen  derselben  und  der  Scheitolfuge  hefindlichc  Stück  in  Bezug 
auf  Drehung  nach  aussen  bin  o^praiio  iin  Gleichgewichte  hiiltr-n 
würde,  und  nachher  diejenige  Fuge  autsucht,  für  welche  der  ;iiit* 
solche  Weise  zu  berechnende  ilorizontaldruck  ein  Minimum  wird. 

§  150. 

6Mdig«wleU  dtt  QewSNibos«M  In  Bnag  auf  Gltlltn. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  //,  und  H.,  bezeichneten 
Grenzwerthe  sind  jedoch  nur  dauii  als  wukliih  erreichbare  Grenz- 
werthe  des  in  der  Scheitelfugc  wirkenden  Horizontaldrnckes  zu 
betrachten,  wenn  der  Winkel,  welchen  die  bei  Annahme  jener  Hori- 
zontaldrücke sich  ergebende  Drtickrichtimg  R  (Fig.  502)  mit  der 
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Normalen  zu  der  betrefi'enden  Fugenrichtung  einschliesst,  bei  keiner 
Fuge  grösser  ist  als  der  Reibuogswinkel  9.  Da  diese  Bedingung 
nicht  unter  allen  Umständen  erfüllt  sein  wird,  so  erleidet  der  Spiel- 
r^iuiij  für  die  Veränderlichkeit  des  wirklichen  Horizontaldruckes  eine 
weitere  Einschränkung  durch  die  Gesetze  der  Reibung;  insofern  aus 
den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  Gleiten  noch 
zwei  andere  Grenz werthe  und  abgeleitet  werden  können, 
von  welchen  ebeofalU  behauptet  werden  darf,  dass  der  wirkliche 
Horizontaldruek  stets  zwischen  denselben  liegen  mnss. 

Den  unteren  Grenz werth  findet  man  nach  Fig.  508,  indem 
man  zanlohst  in  Bezog  auf  eine  beliebige  unter  dem  Winkel  « 


Flg.  606. 


Fig.  m. 


TV» 


■  '.I 


gegen  die  Yerticale  geneigte  Fuge  untersucht,  wie  gross  die  Ho- 
rizontalkraft //  mindestens  sein  muss,  um  das  Qleiten  des  Ge- 
wichtes F  nach  innen  zu  verhindern,  und  nachher  untersucht,  fär 

welche  Ton  allen  Fugen  der  auf  solche  Weise  zu  bestimmende  Ho- 

p 

rizontaldruck  //  =  -—-—- — -  ein  Hazimum  wird. 

tg  (a  4-  9) 

Den  oberen  Grenzwerth  tindet  man  nach  Fig.  509,  indem 
man  zunächst  gleichfalls  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  unter- 
sucht, wie  gross  die  Horizontalkraft  //  höchstens  werden  darf, 
ohne  ein  Gleiten  des  Gewichtes  1'  nach  aussen  hervorziibrintfpn, 
und  nachher  uutersuchti  für  welche  von  allen  Fugen  der  auf  solche 


Weise  zu  bestimmende  Horizontaldruek  Bss 


ein  Ki» 


nimnm  whrd. 

Bei  einem  im  Gleichgewichtszustände  befindlichen  Gewölb- 
bogen kann  der  wirkliehe  Horizontaldruek  jeden^ls  nicht  kleiner 
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8i«b«iitor  Abscbnitt.  §  151. 


Min  als  der  grössere  von  den  beiden  Orentwerthen  nnd 
—  ingleicfa  auch  nicht  grösser  als  der  kleinere  Yon  d^i  beiden 
Orenzwerthen  nnd  H^,  Das  Minimum  der  wirklich  erforder- 
lichen QewOlbstärke  findet  man  demnach,  indem  man  den  grösse- 
ren ?on  den  beiden  unteren  Qrenswertheo  H|  und  dem 
kleineren  von  den  beiden  oberen  Qienzverthen  und 
gleichsetat. 

§  161. 
üiNliilttte  NaMmMmllN. 

Bertchnnng  det  Grcnswerthes  F,. 
üm  snnftcbst'in  Besag  auf  eine  beliebige  Fuge  diejenige  GrOsse 
XU  berechnen,  welche  der  in  der  Scheitelf age  wirkende  Horizontal- 
Vig.  510.  dnick  mindestens  haben  muss, 

^          um  eine  Drehung  des  zwischen 

jenen  beiden  Fugen  befind- 
lichen GewOlbstfickes  nach 
innen  ta  Torbindern,  hat  man 
die  statischen  Momente  der 
beiden  Er&fte  ff  und  P  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  J 
I        I        "  i      \    :  einander  gleichzusetzen,  und 

/       /  i»  \  erhält  nach   Fig.  510  die 

'        '  Xj*:  Gleichung: 

"■%^"'>^  f io  1)  rco8a)  =  P.a?. 

.   j  Wenn  die  rechtwinkelig  zur 

Bildfläche  gerichtete  Dimen- 
sion des  Gewölbbogens  als  Lftngen-Einheit  und  zugleich  das 
Gewicht  des  Gewölbbogen*Materials  pro  Cubikeinheit  als  Kraft- 
Einheit  gew&blt  wird,  so  ist  das  Gewicht  P  gleich  dem  Flfichen- 
inhalte  des  Bingsectors  su  setzen,  also: 

2)   P=-  g^^"» 

Nach  der  Lehre  vum  Schwerpunkte*)  hat  der  Abstaud  des 
Schwerpunktes  dieser  Fläche  ?om  Mittelpunkte  die  Grösse: 

1 


2* 


*)  VevgL  .Teehsiwhe  M«chMiik*  (7.  Aufl.),  GMehnog  SSO). 
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Der  Hebelarm  der  Kraft  r  kann  nuumehr  nach  Fig.  510  be- 
rechnet werden  aus  der  Gleichung: 

js  =  r  sin  a  —  0& .  Biu  -g-  a,  oder: 
4)   x^rma-  -\^^,_^,)^^ 


2°^ 


Hierin  kann  ^—^^^  statt  ^sin  ^  a^  gesetzt  werden,  und  nach 

Snbstitntioii  der  obigen  Wertbe  nimmt  die  Gleichung  l)  alsdann 
die  folgende  Form  an: 

ö)  H{B  —  r  cos  a)^  '*  *     *  —  cos  a). 

Wenn  man  diese  Gleichong  ffir  E  auflöst  und  zugleich  ab- 

kärsuDgsweise  das  Yerhältniss  ~  gleich  n  setzt,  so  erb&lt .  man 
die  Gleichung: 

I  i-  («»— l)«8ina—  l)(l  — coea)  ^ 

6)    H  =  \  I  r*. 

\  rt' —  cos  a  I 

Um  den  in  §  149  mit  bezeichneten  Grenzwerth  zu  be- 
rechnen, hat  man  bierin  für  a  den j.'ni'^'en  Winkel  a,  zu  substi- 
tuiren,  für  welcbou  II  ein  Maximum  wird.  Man  findet  diesen 
Winkel,  indem  man  den  DifferenzialqifOtienUn  von  i/,  nach  a  ge- 
nommen, gleich  Null  setzt.  Da  der  obige  Ausdruck  die  Form 
eines  Bruches  hat: 

dessen  Zähler  und  Nenner  Functionen  von  a  sind,  so  föhrt  das 
Nnll-Seteen  des  DilTereniialquotienten  au  der  Gleichung: 
0=^N,dZ^Z.dN,  oder: 

fi\     ^  w 

Wenn  man  hierin  lAr  Z  und  N.  die  aus  Gleichung  6)  an  ent- 
nehmenden Ausdrficke  einsetst,  so  erhält  man  für  den  Grenawerth 
und  den  Bruchwinkel      resp.  die  folgenden  Gleichungen; 

^.=i("-^)(r;=,+o-c-^))^'. 

»0)  -^'üoT-^-^--.— Kt?.')- 
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AliNliiiitt  §  IbU 


FDr  ot  =  0  wird  n=si  +yTs=  2,78S  uid  IT,  =<L  menM  folgt. 

in  einem  Crewölbbogen,  bei  welchem  Ä  >  2,732  .  r  ist.  es  überhaopt  keines  in 
der  Scheit>?1fage  wirkenden  Horiiontaldrackei  bedarf,  am  eine  Dtehang  nach 

innen  m  verhindern. 

Berech n Uli tr  'ies  dronzwcrthes  //,. 

Nach  Fig.  511  erhält  maa  als  Bediugan^  des  Gleichgewichtes 
in  Bezug  auf  Drehung  nach  aussen  die  Gleichung: 

Der  Hebelarm  =  £ sin a — 08, sin  \  m  bat  nach  Gleicfaimg  3) 
die  GfQeee: 


2 


12)  ^  =  Bma^^{-^^) 


vatd  wenn  man  antterdem  für  P  den  in  OleichuDg  2)  gefmideneB 
Auadrock  snbetitiiirt,  eo  nimmt  die  obige  Gleichong,  Ar  H  auf* 
geUtat^  die  folgende  Form  an: 

Ii*—r* \  (  «ein«  \ _ /JB»— r»\ 
2     /Vi— coea/     V    ZB  1 
üm  den  Grensirerth  ^^  zn  finden,  bat  man  deigenigen  Werth 
▼00  a  anftnenobeii,  für  welchen  die  B  ihren  kleinsten 

Werth  annimmt    Da  der 

Flg.  &u. 


13)  H=(- 


Werth  des  Quotienten: 


4- «  ein  a 


2 


1  — «  tg(la) 
gleich  Eine  wird  fQr  at=0 
und  bis  auf  die  Grösse 
stetig  abnimmtt  wenn  der 

Winkel  a  von  Null  bis 

znnimmt,  so  ist  für  den 
obigen  Quotienten  der  Werth 

-^su  sabstitoireo,  und  man 

4 


B 


erbftlt  fOr  den  Gientwerth  fT,,  indem  man  zugleieb  wieder  —  =  ii 
setit,  die  folgende  Gleichung:  ^ 

i^.=i:(--u-("^^^)p. 
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Berechnung  des  Gr^nzwerthes  H^. 
Nach  Gleichung  2)  und  Fig.  508  ergiebt  sich  für  diejenige 
Grösse,  welche  der  Horizontaldruclc  H  mindestens  haben  muss, 
um  das  Gleiten  nach  innen  zu  verhindern,  die  Gleichung: 

16)  Ä=(*'7''')-^(,rV9T" 

Um  den  Grenzwcrth  //j  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Werth 

ron  a  aii&ii8(icIieD,  für  welefaen  die  QrOsse-r-  ,    ,    ;~em  Maxi- 

tg  (a  4-  9) 

mum  wird.  Indem  man  den  Differenzialquotienten  dieses  Bmdies 
gleich  Noll  setzt,  erhält  man  —  auf  dieselbe  Weise,  irte  oben  in 
Bezog  auf  Gtetchnng  7)  gezeigt  wuide  —  die  folgende  Gleichung: 

17)  *  V  *  r    V  =  COS  (a  +  oder; 
ig  (a  -i-  <p)  -       *       T/  1 

18)  Sin  (2a  H-^?)"^  2a. 

Wenn  man  hierin  —  dem  Beibungscoefflelenten  fSr  Maner- 
werk  entsprechend  —  den  Werth  9  =  30*  snbstitairt,  so  findet 
man,  dass  a  =  26*25'  an  setaen  ist,  und  nach  Sabatitntioii  dieser 
Warthe  erhUt  man  fttr      die  Qleiehnng: 
!•)   JJ,  =0,163 (n»—l)r« 

Bereehnong  des  Greaswertbes  JST«. 

Dnrch  Vertansebong  von  -|-  9  mit  —  9  erhilt  man  ans  Glei- 
chnng  16)  für  diejenige  GrOsse,  welche  der  Horizontaldmck  E 
höchstens  erreichen  darf,  ohne  ein  Gleiten  nach  aussen  herror- 
suhringen,  den  Werth: 

'  \     2        tg(a  — 9) 

Um  den  Grensvertfa  Jf«  an  finden,  hat  man  deiyenigsa  Winkel 
anikasnchen,  für  welchen  dlesw  Ansdrnck  seinen  kleinsten  Werth 
annimmt  För  a  =  9  ergeht  sich  ans  obiger  Gleichung  der  Werth 
^:=oc,  nnd  mit  wachsender  Grösse  des  Winkels  a  nimmt  der 

zugehörige  Werth  von  11  stetig  ab.  Folglich  ist  a  = zu  setzeut 
und  es  eigiebt  sich  f&r      die  Gleichung: 

21)  //,-|^(Ä»--r«)tg9. 

Wenn  man  hierin  wieder  9  »30*  und — setat,  so  erbftlt 

iiiaii  iur  //^  den  Werth: 

22)  =  0,453.      —  l)r*. 
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Sieli>«ater  Abschaitt.   §  Ibi, 


§  152. 

B«r«clifiiiiis  dtr  «riaNtrUclMn  GawOlbalirka. 

Ans  den  im  migen  PangrapbeD  gefuDdenea  OlficbiiDgen 
sieb  die  io  nachfolgender  Tabelle  zusammeogestellten 
Zahlenwerthe: 


n 

^1 
r« 



r* 

^3 

2,-732 

0 

0 

2,82 

0,989 

2,93 

2 

0,130 

57M7' 

1,19 

0,459 

1,36 

1.5 

0,173 

64«9' 

0,454 

0,191 

0,57 

1,25 

0,128 

61M5' 

0,1876 

0,086 

0,255 

1.2 

0,1114 

59»41' 

0.1433 

0,067 

0,188 

1,114 

0,0748 

54«  10* 

0,0748 

0,037 

0,109 

1,1 

0,0675 

53nö' 

0,0646 

0,032 

0,095 

1 


Dor  Gleichgewichtszustand  des  Gewölbbogens  ist  nur  dann 
möglich:  wenn  der  grössere  von  den  beiden  nuteren  Grenz- 
wertben  ü,  und  i/,  nicbt  grösser  Ui  als  der  kleinere  von  den 

beiden  oberen 


Fig.  512. 


X\ 


kl 


^ 


Gieuzwerthen  H,^ 
und  7/^.  Die  obige 
Tabelle  zeigt,  dass 
diese  Bedingung  er- 
füllt ist,  so  lange  n 
nicht  kleiner  ist  als 
1,1  U,  dass  sie  da- 
gegen aufhört  er- 
fHllt  zu  sein,  sobald 
n  kleiner  «ird  ala 
1,114.  Das  Hini- 
mum  der  erforderlichen  Qew5lb8tftrke  enteprieht  daher  dem  Wertbe 
n  =  1,114  oder: 

für  welchen  der  grossere  von  den  beiden  unteren  Grenzwerthen, 
ntmlich  Hj,  und  der  kleinere  von  den  beiden  oberen  Orenswer- 
tben,  nftmlich  IT,,  einander  gleich  werden. 

Bei  dieser  Stärke  des  GewOlbbogens  wfirde  derselbe  an  der 
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Grenze  des  GleichgewicLUzustandes  »ich  befmden,  insofern  bei  der 
geringstdü  ferneren  Verminderung  der  Gewölbst&rke  auf  die  in 
.  Flg.  612  durch  die  Pfeile  angedeutete  Weise  der  Einsturz  er- 
folgen vfirde. 

Dem  obigen  Wertbe  Ton  n  Entspricht  der  Bruehwinkel 
—  bi^ay.  Beim  Beginnen  des  Einsturzes  werden  die  nm  diesen 
WiniLel  gegen  die  Verticale  genügten  Bruebfugen  anfangen,  an 
der  Anssen-Seite  eich  m  öffnen,  wahrend  gleichzeitig  die  SefaM- 
telfnge  und  die  beiden  Widerlagerfugen  beginnen  an  der  Innen- 
seite sieb  zn  Offnen. 

Die  obige  Tabelle  zeigt  zugleich,  dass  (iMi  der  hier  ange- 
nommenen Oriisse  des  Beibungswinkels)  von  den  beiden  oberen 
Grenzwerthen  stets  nur  der  Grenzwerth  als  der  kleinere  von 
beiden  in  Betracht  kommt  Dieselbe  zeigt  ferner,  dass  bei  kleinen 
Werthen  der  Zahl  n  stets  Hi,  bei  grossen  Werthen  der  Zahl  n 
dagegen  stets  If^  den  grosseren  von  den  beiden  unteren  Grenz- 
werthen bildet.  Für  n  =  l,4^ö  werden  diese  beiden  unteren 
Grenzweribe  einander  gleich.  Wenn  also  n  grdsser  ist  als  1,445, 
80  ist  der  untere  Grenzwerth  für  den  wirklichen  Horizontaldruck 
stets  nach  der  Bedingung  des  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  Gleiten 
zu  bestimmen  und  hat  die  Grosse  if,. 


SciMHrMMM  QewSlbe. 

Denkt  man  sich  von  dem  Kreishogen-üewulbe  durch  hori- 
zontale Schnittflächen  den  oberen  und  den  unteren  Theil  hioNveg- 


S  i&3- 


Fig.  513. 


geschnitten,  so  erhält 
man  das  in  Fig.  513  dar- 
gestellte scheitrechte 
Gewölbe. 


Für  diejenige  Grösse, 


^-  welche  der  in  der  Sehe!« 


o 


/ 


/ 


/ 


.  telfuge  wirkende  Hoii- 
zontaldruck  mindestens 
haben  mnss,  um  in  Be- 
zug auf  den  Drehpunkt  J 
eine  Drehung  nach  in- 
nen zu  verhindern,  er- 
hSlt  man  nach  Fig.  514 
die  Gleichung: 
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6i«b«iit«r  AlMchaitt  §  153. 


1)  H.c  =  P,x, 

wofar  man  auch  setun  tauifi  (indeoi  man  fflr  das  statische  Moment 
des  Gewichtes  P  die  algebraische  Summa  dar  atatischen  MomaDto 
seiner  beiden  Theile  subatttnirt): 

2)  M.c  =  2  ^  


Fig.  Ui. 


r 

Wenn  man  daa  Verh&ltaisa  — 

e 


gleich  H  setzt,  so  erhält  man 
durch  Auflosung  dieser  Olei- 
chnog  f&r  B  den  Avsdrnek: 

^^y^  1        3)  H«(3fi»— 

1 

ij      \     \  i        Diese  Gleichung  zeigt,  dass  JJ 

\         \    \  um  so  grösser  wird,  o^rösser 

der   Winkel  a  angetioaimen 
J       .  wird.  Um  den  Greuzvverth 
%        zu  finden,  hat  man  demnach 
<*0      a.  =  G}  zu  setzen  und  erhält 
die  Gleichung: 

6 


^  ^  1  *^  durch  Auflösung  dieser  Glei- 

\  .i 


\ 


4)       =(3«»  — 


Da  in  Bezug  auf  den  Punkt  E  der  Hebelarm  der  Kraft  H 
die  Grösse  Null  hat,  so  würde  die  Kraft  II  selbst  dann  keine 
Drehung  nach  aussen  hervorbringen  können,  wenn  dieselbe  bis 
ins  Ün'^üdliche  Tei^rössert  Wörde.  Folglieh  ist  für  diesen  Fall  der 
Greazwerth: 

Nach  Fig.  514  hat  daa  Gewicht  des  awiachen  der  Fuge  JE 
und  der  Scheitelfnge  befindlichen  8tfiehes  die  Grösse: 

6)   P  =  crtg«+--|* 


Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  erhält  mau  aus  Fitj.  508  für 
diejenige  Grösse,  welche  der  Horizontaldruck  Tf  mmdoilens  haben 
muss,  um  das  Gleiten  nach  innen  zu  verhindern,  die  Gleichung: 


7)   «  =  «(r+|)-.g(: 
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Indem  man  den  DiiTerenzialquotienten  dieses  Aasdruckes,  nach  a 
genommen,  gleich  Null  setzt,  findet  man  (auf  dieselbe  Weise  wie 
im  §  99  in  Bezug  auf  den  Winkel  8  gezeigt  wurde)  für  a  den 
Werth: 

lind  naeb  Substitution  desselben  erhalt  man  für  den  Grenzweith  B^^ 

indem  man  zugleich  wieder  —  =  n  setzt,  die  Gieicbung: 

c 

9)   Ä,  =  («-|-Y)c«tg(45"— 1^)*. 

Wäre  der  Wini^el  ta  lüeiner  als  45*^  —  so  würde  statt  dessen 
a  =s  a  ztt  setzen  sein,  und  man  erbielte  för  F,  den  Wertb: 

^     »     V  ^  2/  tg(©-l-9) 
Um  den  Grenzwerth       zu  finden,  bat  man  in  den  letzteren 
fier  Gleicbnngen  die  Grösse  -}-  9  mit  der  Grosse  ^  9  zn  T^n- 
soben,  und  erbAlt  —  Je  naebdem  der  Winkel  o  grosser  oder  klei* 

ner  ist  als  45^ die  Gleichungen: 

11)  i/,-("-l-y)c^tg(4ö«^-|^)\ 

•    12)   ^,  =  (n4-|)c».^|^. 

Bei  Veigleicbnng  der  fOr  und  gefundenen  AusdrQcke 
erkennt  man  sofort,  dass  unter  allen  ümstftoden  kleiner  ist 
als  H^.  Da  femer  der  Grenzwertb  unendlicb  gross  ist,  so 
kann  der  Grenzzustand  des  Gleichgewichtes  nur  auf  die  Weise 
eintnten,  dass         B^  wird.   Wenn  also  —  wie  bier  iroraus* 

gesetzt  werden  soll  —  der  Winkel  m  kleiner  ist  als  46^  -h  ^ » 

so  hat  man,  um  die  der  Oren/e  des  Gleichgewichtszuslaudes  eiil- 
sprecLende  Gewöibstärke  c  zu  linden,  die  in  den  Gleichungen  4) 
und  12)  gefundenen  beiden  Ausdrücke  einander  gleich  zu  setzen, 
und  erhält  daraus  für  n  die  Gleichung: 

13)  (3--.)<.'.  V'=(»  +  ^)c..-^(^^^.  Od«: 

14)  ^'  :  -'  =        '    -  -  . 

'     6«  -|-  3       tg  0)  tg     —  9) 
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Siebenter  Abschnitt.  §  151. 


Wenn  man  den  auf  der  reefaten  Seite  dieser  letiterea  Oleiehang 
stehenden  Ausdruck  abkOrsoogsweise  mit  s  bezdclinetf  so  nimmt 
dieselbe  für  n  aufgelöst  die  folgende  Form  an; 


16)  n 


1 

3 


Für  9  =  30"  ergeben  sich  aus  dieser  Gleichung  die  nach- 

fol^aMid  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 
w^-ÜO^         60020'       42060'       37 '^35' 
n=   2,rj27ö     5  10  20  100 


3l*>öO' 


 JOL 


30» 

Den  auf  solche  Weise  berechneten  Werthen  der  Verhältniss- 

zahl   —  ^'  entspricht  eine  Qewölbst&rke  c,  bei  welcher  das  scbeit- 

rechte  Gewölbe  an  der  Grenze  des  Gleicbgewicbtszostandee  sieh 

befinden    würde.  Diesem 
Fig.  616.  GrenzzQStande  entspricht  die 

in  Fig.  515  dargestellte  lAge 
der  StütKlinie,  wobei  zugleich 
der  Winkel,  welchen  die  Mit» 
telkrafb  E  von  den  beiden 
Krftften  H  und  Q  mit  der 
Normalen  der  Widerlager- 
\r  fnge  einscbliesst,  die  GrOsse 
des  Reibungs Winkels  erreicht. 
Vi'-i  kleinerer  Gewölb- 

\)  stärke  wurde  der  Einstuiz 
auf  die  Weise  erfolgen:  dass 
die  Öcheitelfuge  an  der  unteren  Seite,  und  die  Widerlagerfuge  an 
der  oberen  Seite  sich  öffnet,  wobei  zugleich  ein  Gleiten  längs  der 
Widerhit^erfiige  nach  aiifwnrts  r intreten  würde.  Die  obige  Tabelle 
zeigt  zugleich,  dass  ein  solcher  Einsturz  überhaupt  nicht  mehr  mög- 
lich sein  würde,  wenn  der  Winkel,  den  die  Widerlagerfnge  mit  der 
Verticalen  einschUesst,  kleiner  ist  als  der  Kcibungs winke). 


§  164. 

AUtMniie  dMr  practitdiM  PdiimI  Nr  Alt  fitwdllwttrkt. 

Die  nach  den  Gleichungen  der  letzteren  Paragraphen  zu  be- 
rechnenden Werthe  der  Gewölbstftrke  e  dürfen  nur  als  ?orlinfige 
Annftherungswerthe  für  die  wirklich  erforderliche  GewOlbetflrke  be- 
trachtet werden,  insofern  dieselben  nur  in  dem  F^lle  als  wirklich 
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genflgeode  Werthe  der  Gewölbstärke  wurden  gelten  köBnen,  wenn 
der  OewOlbbogen  aus  einem  absolut  festen  Htteriale  bestftnde. 

Bei  Betraebtung  der  in  Fig.  512  und  Fig.  515  dargestellten 
Stfltslisie  erkennt  man  sogleich,  dass  bei  dem  dort  aogenommeoen 
OriDnnstande  des  Gleichgewichtes  sowohl  in  der  Sefaeitelftige,  als 
andi  in  der  Bmcbfnge  res^  Widerlagerfoge,  der  Druck  —  anstatt 
auf  eine  FUohe  sich  zu  TortheiliBn  —  auf  eine  Linie  (oder  Kante) 
sich  ooncentriren  wfirde,  wobei  für  den  Druck  pro  Flächeneinheit 
an  diesen  Stellen  ein  unendlich  grosser  Werth  sich  ergeben  wfirde. 
Um  eine  practisch  bmnchbart  Fonnel  für  die  GewOlbstiirke  au  er- 
halten, bat  man  auf  die  Festigkeit  des  Materials  Bficksicbi  su  nehmen 
und  zu  den  oben  gefundenen  Gleichungen  noch  die  Bedingung  hin- 
zuzufügen: dass  die  DnickspannaDg  pro  Flächenoinheit  an  keiner 
Stelle  grösser  sein  darf  als  die  praetiseh  zttlftssige  Druckspannung 
für  ilas  betreffende  Material. 

Die  Tabelle  des  §  152  zeigt,  dass  im  HalbkreisgewOlbe  der 
Brucbwiokel  —  bei  solchen  Qewdlbstftrken,  wie  sie  in  practisch 

ausgeführten  Gewölbc- 
Constrnctionen  vorzukom- 
men pflf'i^eTi  —  in  der  Re- 
gel nur  wenig  von  60''  ver- 
scbir'den  ist.  Wenn  man 
demgt'iiulss  annimnit,  da«;'^ 
die  Uruchtut^c  um  pmen 
Winkel  von  60  Graden  ge- 
gen die  Verticale  geneigt 
ist,  so  kann  man  einen  Aii- 
näherungswerth  für  iJeu  iti 
der  Scheitelfiige  wirken- 
den iioäizontaldruck  nach 
Fig.  516  berechnen,  indem 
mau  den  Mittelpunkt  der 
Scheitelfuge  als  Angriil^- 
punkt  denelben  betracb- 
,/\  tet  und  das  statische  Mo- 

ment der  Kraft  Hin  Bezug 
auf  den^  Drehpunkt  J  gleich  dem  statischen  Momente  des  Gewichtes  Q 
setzt,  aus  der  Gleichung: 

1)    h(/-{^Q  =  Q.j, 
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biebetiter  Abschnitt.  ^  104. 


Dem  auf  solche  Weise  m  bereehnen^n  Horizontaldraeke  würde 
die  In  Hg.  516  »ogegebeDe  Lage  der  Sidtslinie  enteprecben. 

Indem  man  aledano  bei  der 


Fig.  517. 


Fig.  61«. 


M 


H 


Beiechnnog  ra  Q  das  Oewiebt 
des  Stttekes  JENP  Tenaeh- 
Iflssigt,  begellt  man  einen  ?eb- 
ler,  weleber  insofern  als  nn- 
sobftdUcb  betrscbtet  «erden 
kann,  als  der  Eiofloss  desselben 
darin  besteben  wird,  den  Werth 
von  JT  etwas  zu  vergrössern  und 
für  die  StützUoie  eine  solche 
Lagenver&oderang  berbeizu- 
fnbren,  bei  welcher  dieselbe 
mehr  in  das  Innere  des  Bogeiis 
bineinrflckt  (Fig.  517). 

Da  feiner  der  Kreisbogen 
LJ  annäherungsweise  -xh  Pa- 
rabelbogen betrachtet  werden 
darf,  so  kann  aio  in  Fil;,  517 

mit  F  bezeichnete  Fläche  LKJ 
2 

gleich  y/Z,  und  der  Abstand 

ihrer  Schwerpunkts  -  Verticalen 

von  dem  Funkte  J  gleich  l 

gesetzt  werden.*)  Hiernach  er* 
hält  man  ans  Fig.  518,  indem 
man  die  F18che  LMPJ  ala 
Differenz  zwischen  der  Becht- 


eckfltcheXHPJnnd  der  ParabelflicheJSTXJ  behandelt,  die  Gleichnag: 

2)  fi(/+|)=(/+e+*)y-^yV'. 

welche  der  Yoranssetrang  entspricht,  dsss  das  Belastungsmaterial 
dasselbe  spedflsche  Gewicht  hat,  wie  das  Gewftlbbogenmaterial, 
dass  ferner  als  Krafteinheit  das  Gewicht  dieses  Materials  pro 
Cnbikeinheit,  und  als  Lftngeneinheit  die  rechtwinkelig  sur  Bfld» 
fläche  gerichtete  Dimension  der  Masse  gewfthlt  wird.   Wenn  statt 


Aiwlytweha  Mechanik  (S.  Anfl.)  §  81. 
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dessen  aDgenommon  wird,  dass  diese  letztere  Dimension  1  Meter 
beträgt,  und  dass  das  Gewicht  des  Materials  pro  Cubikmeter  die 
Grösse  7  hat,  so  ist  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung 
noch  der  Factor  „7''  hinzuzufügen ^  und  man  erhftlt  durch  Auf- 
lösung derselben  für  H  den  Werth: 


Da  der  FläcbeDiiibalt  der  Seheitelf ugenfläche,  auf  welche  der  Ho- 
risoDtaldnick  H  gleiehf&imig  sich  rertheilt,  die  GrOese  e.  1  bat«  so 
ist  zugleich: 

4)  fr=S.c 

SU  setieo,  wenn  die  practiscb  znlSssige  Druejupannung  pro  Quadrat- 
meter  dieser  Fliehe  mit  8  bezeichnet  wird. 

Da  erlbbrungsgemlfls  feststeht,  dass  seh  wer  eres  Baumaterial' 
im  Allgemeiiieii  eine  grossere  Druckfestigkeit  betitit,  als  leich- 
teres, so.  ist  es  —  innerhalb  der  Grenzen,  welche  hier  in  Bo-^ 
tracfat  kommen  —  zulässig,  die  Grosse  S  proportional  der  GrOss» 
y  anzunehmen.  Da  femer  die  von  den  mobilen  Belastungen  her^ 
▼orgebiacbten  Erschtttternngen,  aowie  auch  die  von  denselben  Ter* 
ursscfaten  Schwanknngen  der  Stötzlinie,  bei  grosseren  GewOlbe- 
Constnietionen  eine  weniger  nacbtheilige  Wirkung  ausflben  als  bei 
kleineren,  so  darf  man  ausserdem  die  Grösse  annäherungsweise 
der  GewOlbsi&rke  e  proportional  setzen.  Hiemach  würde  die  GrOsse  8. 
zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 


in  welcher  k  einen  numerischen  Brfahrungscoefficienten  bedeutet, 
welcher  nach  practiach  ausgefUirten,  bewfthrten  GewMbe^Coostruc- 
tionen  festzustellen  ist  und  erfabrungsgemftss  gleich  25  gesetzt 
werden  kann.  Nach  Gleichung  4)  ist  also:  * 


zu  setzen,  und  wenn  man  diesen  Werth  für  H  in  Gleichung  3) 
substituirt,  so  erhält  man  für  die  GewOlbstärke  c  die  folgende 
Gleichung: 


üm  die  Grösse  c  aus  dieser  Gleichung  zu  berechnen,  hat  ma& 
zunächst  abkürzungsweise  den  AudLirucii'. 

«)    300. /+  150.c  =  C7 


3) 


6)  8^k.t,e, 


6)  Jff=26.Y.c« 


Bitter,  lngenleur-Mech«nik.  3.  Aufl. 
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zu  setzen  und  nach  Substitution  'lesaelben  alsdann  der  obigen  Glei- 
chung die  folgende  Form  zu  geben: 

c'  — ic--^*=  ^  

Indem  man  diese  Q-letdiuDg  als  quadriUscbe  Oleichung  belmideltt 
erh&lt  man  dttreb  Anfiasong  derselben  für  c  den  Werth: 

Mittelst  der  beiden  Gleichungen  8)  und  10)  kann  man  nun- 
mehr die  Grösse  c  auf  folgende  Weise  berechnen.  Indem  man 
Buerst  das  Glied  150 .  c  in  Gleichong  8)  Ternachlässigt  und  dem> 
gemftss  C=300./  setzt,  findet  man  aus  Gleichung  10)  zunächst 
einen  Annäheningswerth  für  die  Grösse  c.  Nach  Substitution 
dieses  A.nnäherung3werthes  kann  man  an^  Gleichung  8)  den  ge- 
naueren Werth  von  berechnen,  und  mit  Benutzung  dieses  letzteren 
findet  man  nachher  aus  Gleichung  10)  den  genaueren  Werth  von 
c,  worauf  —  falls  dies  erforderlich  scheint  —  die  obige  Correction 
noch  ein  Mal  wiederholt  werden  kann. 

Die  in  den  obigen  Gleichungen  mit  /  und  l  bpzpichneten 
Grossen  sind  nach  Fig.  516  au  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

11)  /=r(l  — G08600)  =  0,ö.r, 

12)  { ==r.  sin  60>  =  0,866.  r. 

Welche  nicht  nur  für  volle  Halbkreis-Gewölbe  gelten,  soodetn  flber^ 
hanpt  für  alle  Kreisbogen -ChwOlbe,  deren  halber  Ceotri- Winkel  a 
zwischen  90^  und  60**  betrftgt.  Wenn  dagegen  dieser  Winkel  a 
kleiner  ist  als  60**,  so  hat  man  fQr  Jene  Grössen  die  unmittelbar 
gegebei^n  Werthe:  /^r(1 — cos  a)  nnd  I^rsina  so  snb- 
stitniren. 

Hiernach  wörde  man  ans  den  obigen  Gleichungen  f&r  r  =  0 
den  Werth  c  =  0  erhalten  irad  überhaupt  f&r  sehr  kleine  Halb- 
messer einen  Werth,  welcher  f9r  die  practische  AusfiQhmng  als 
sa  klein  verworfen  werden  mfisste.  Es  empfiehlt  sich  daher  aus 
practischen  Grftnden:  sn  der  berechneten  (von  r  abhftnglgen) 
Grosse  e  noch  das  coostante  (von  r  unabbAngige)  Glied  hin- 
snsQjRlgen,  und  die  definitiv  su  wShleode  GewAlbstirke  aus  der 
GldchUDg: 

13)  c  =  Co  H-  c 
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SU  berechnen,  in  welcher  =  C",!  gesetzt  werden  kann,  als  Mini- 
mum der  practisch  aiisführbarea  Gewölbstärke,  oder  derjenige  Qrmz* 
Werth,  welchen  die  Grösse  c  erreichen  soll,  wenn  r  =  0  wird. 

Für  die  in  Gleichung  10)  mit  h  bezeichnete  Grös^se  hat  man 
diejenige  BelastuDgsbölio  einzusetzen,  welche  man  erl  "ilt,  indem 
man  sich  die  mobile  Belastung  flnrch  eine  Belastungsachich t  vom 
speci fischen  Gewichte  des  Gewölbmaterials  reprftsentirt  denkt  unti 
die  Höbe  dieser  Schicht  zu  der  permanenteo  Belastungshöhe 
hinzu  addirt 

Um  I.  B.  fär  ein  Halbkrcisge wölbe,  dessen  innerer  Halbme».i«er:  r=:2'" 
und  dfisen  totale  Belastungshöhe:  ä  =  1"  betragt,  die  erforderür'  e  Gewölb- 
starke  zu  berechnen,  hat  man  nach  Gleichung  11)  und  <ileichiiiit:  12)  die 
Wert  he:  /  =  1  und  1  =  1  «",732  lu  aabstituiren.  Man  erhält  dann  nach  Glei- 
chung 8),  indem  man  nnichst  du  Glied  iiO .  e  Ternaehliieigt,  für  die  QrSese 
C  den  Annäherungswert h  0  =  300.  Mit  Benntiiing  desselben  findet  man  au^ 
Oleichung  10)  für  die  Hrnss.-  c  Ocn  Annähernngswerlh  c=  0,296.  Hiernach 
ergiebt  »ich  aus  (ileichung  8)  der  genauere  Werth:  C  =  'H4,  und  nach  Sub- 
stitation  desselben  erhält  mau  aus  Gleichung  10)  den  genaueren  Werth: 
«  =  0,275.  FQr  die  wirklieli  in  v&hTande  Gewltlbatirke  »rgiebt  sieh  mmroebr 
*nt  Gleichung  18)  der  Werth« 

C  =  0,1  +  0,275  =  0»  875. 

Für  r=lO'"  und  /»"l"^  würde  man  auf  gleiche  Weise,  indem  man 
/■=:5"'  und  /  =  8™,ö6  set/t,  zunächst  die  Anuäherungswerthe:  C=1500  und 
€  =  0,892  erhalten.  Die  Auwendung  des  oben  erklärten  Correctionnverfahreas 
führt  nlsdatin  ni  den  gentneren  Werthen:  Cssl628  nnd  c  as  0,8<t8.  Kiemtdi 
«rgiebt  sich  fflr  die  wirklich  m  wihlende  QewSUMtlrk«  in  diciem  Tfttle 
der  Werth: 

C  =  0,1  +  0,863  =  Ü'",963. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  r  =  2''>  und  /»=10">  setzt,  ao  erhält  man 
»nf  dieselbe  Weise  den  Werth:  C=0™,795. 

Fttr  einen  GewDlbhogen,  desieD  halber  Gentriwinkel  «  nnr  80  Grad  be- 
trftgt,  iet:  /=  r  (1  —  cos  80«)  =  0,184  r  and  /  =  r .  sin  30» s=  0,5 .  r  n  Seiten. 
Wenn  also  die  Spannweite  10  Meter  beträft,  ao  ist  r=lO'"  zu  setzen; 
folglich  wird  ftir  diesen  Fall:  /=lw,34  und  /  =  f>™.  Hiernach  erhält  man 
für  ^  =  1^^  aud  den  obigen  Gleichungen  zunächst  die  Aonäherungswertbe 
(7  =  40S  und  es 0,887.  Di«  Anwendung  dec  oben  erUirten  Gorreetion»- 
▼erfahrens  fuhrt  alsdann  zu  den  genaueren  Werthen:  C=517  und  <;  =  0.761. 
Für  die  wirklich  erforderliehe  Gewdlbatärke  ergiebt  «ich  hiemach  der  Werth: 


*)  Vergl.:  V.  Kaven,  „Vortrage  über  Ingenieur- Wiaaenschaften  '.  Brate 
Abtheiinng:  „Wegeban^*.  (Zweite  Auflage.  HannoTcr.  Carl  RQmpler)  Das 
oben  erklärte  Verfahren  ist  dasjenige,  welches  v.  Kaven  bei  Ableitung  feiner 
<im  zwölften  Abachnttte  das  Anhanges  au^gcatellten)  empiriechen  Fcnneln  an- 
wendete. 
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Die  obigäo  öleichunp^en  würden  auch  bei  ilaihraessern  von 
mehreren  tausend  Meti  in  noch  einen  bestimmten  endlichen  Werth 
für  die  Gewölbstaikti  ergeben,  obwohl  nach  §  131  ein  Gewölbbogen 
von  solchen  Dimensionen  die  Grenzen  der  Ausfährbarkeit  weit  über- 
schreiten wflrde.  Die  obige  Berechnungsmetbode  ist  daher  —  wie 
flberhanpt  die  Anwendung  empirischer  Formeln  —  nur  bedingungs- 
weise zu  empfehlen,  und  man  darf  keineswegs  erwarten,  immer 
brauchbare  Werthe  mittelst  derselben  zu  erhalten.  Vielmehr  wird 
man  —  insbeeondere  bei  grösseren  Spannweiten  und  Belastongs- 
hOhen  —  die  mittelst  jener  Methode  berechneten  Werthe  stets  nur 
als  Torlftnfige  Annfthemngswerthe  betrachten  dürfen,  welche  noch 
einer  nSheren  PirOfung  und  einer  Correction  mittelst  der  frfiher 
entwickelten  Theorien  unterworfen  werden  mflssen.  Bei  diesem 
Oonectioosverfidiren  wird  man  dahin  zu  streben  haben,  für  die  Ge» 
wOlhstftrke  wo  mOglich  eine  solche  GrOsse  aufzufinden,  bei  welcher 
die  Stfitzlinie  ganz  in  das  innere  Drittel  des  Bogeos  hineingelegt 
werden  kann,  und  bei  weicher  zugleich  die  practisch  zulässige  Druck- 
spannung an  keiner  Stelle  überschritten  wird. 
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ACHTER  ABSCHIJITT. 


Bydraalik. 


§  165. 


DtAlKioiMik 


Die  fifissigen  KOiper  können  betrachtet  werden  als  elastische 
Körper,  in  walchen  die  Widerstände  gegen  2ng»Kr&fte,  sowie  die 
WidersUUide  gegen  Abscheernngs-Krftfte  gftnslicb  fehlen,  und 
bei  welchen  zugleich  der  Beibnngscoeffieient  der  Buhe  die  QrOsse 
Nnll  hat.  Auf  ein  Piftchenelement  im  Innern  einer  flüssigen  Masse 
können  daher  voti  den  anliegenden  Theilehen  derselben  nor  Druck- 
Erftfte  fibertragen  werden,  welche  rechtwinkelig  gegen  das  Flächen- 
element gerichtet  sind. 

Wem  man  ?i<  h  durch  die  flüssige  Masse  eine  ebene  Schnitt- 
fläche hindttrcbgelegt  denkt  und  die  Summe  der  TOn  der  einen 
oder  von  der  andern  Seite  her  gegen  den  beliebig  gewählten 
Theil  F  dieser  Fläche  wirkenden  Druckkräfte  mit  P  bezeichnet, 

so  wirkt  auf  jede  Flächeneinheit  dieser  Fläche  durchschnittlich  der 

p 

Druck  -pr  *  Denkt  man  sich  die  Fläche  F  allmählich  abnehmend 

F 

und  schliesslich  zu  einem  Funkte  zusammenschrumpfend,  so  erkennt 

p 

man,  dass  der  Quotient      alsdann  einem  bestimmten  Grenzwerthe: 


sich  nähern  wird.    Dieser  feste  Grenz werth  p  wird  der  Druck 

pro  Flächeneinheit  in  jenem  Funkte  genannt.    Die  Grösse  dieses 

Druckes  ist  unabhängig  von  der  Richtung  desselben,  d.  b.  unab- 
hängig von  der  Eichtuug  der  Normalen  jener  Druciitiäcbe.*) 

^)  Vergl.  1 188  nnd  .Tachoiaebe  Meehmik",  Cftp.  XXVIII. 
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Achter  Ataehnitt.  §  155. 


Wenn  ferner  mit  M  die  in  einem  bestimmten  Baumtheile  J 
enthaltene  Ifasse  beieichnet  wird,  so  ist  in  jeder  Cnbikeinheit 

M 

dieses  Kaiuninbaltes  durchschnittlich  die  Masse      enthalten.  Denkt 

man  sich  den  Banminbalt  J  allmfthlich  abnehmend  und  endiieh  ble 
aof  einen  Punkt  lusammensehrumpfend,  so  erlcennt  man,  dasa  jsoer 

M 

Quotient  -j-  alsdaua  eiuem  bestimmten  Grenzwertbe: 


sich  nähern  wird.  Dieser  feste  Grenzwerth  {x  wird  die  Masse 
pro  Cubikeinbeit  oder  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  in  jenem 
Punkte  genannt. 

Ausser  den  inneren  (Druck-)Kräften,  welche  die  benachbarten 
Flüssigkeitstheilcben  in  ihren  Grenzflächen  auf  einander  gegenseitig 
übertragen,  werden  im  Alli^-'meinpn  auch  noch  äussere  Kräfte  vor- 
handen sein,  welche  aus  der  Ferne  lier  auf  die  Massentheilcbeu  der 
Flüssigkeit  einwirken.  Von  diesen  äusseren  Kräften  wird  voraus- 
gesetzt^ dass  Richtung  und  Grösse  derselben  nur  von  den  Orten  der 
Massentheilchen  abhängen  und  mit  den  Coordiuaten  dieser  Orte 
stetig  sich  ändern.  Die  auf  einen  bestimmten  Massentheil  wir- 
kenden äusseren  Kräfte  werden  alsJann  um  so  mehr  als  ein  durch 
eine  Mittelkraft  darstellbares  System  von  Faralleikruit-eu  betrachtet 
werden  dürfen,  je  kleiner  dieser  Massentheil  angenommen  wird. 
Wenn  mit  K  die  Qrdsse  dieser  Mittelkraft  für  das  MassentheUchen 

M  bezeichnet  wird,  so  ist  -g  die  Kraft,  welche  darchschnitUicb  auf 

jede  Massensinheit  dieser  Masse  M  wirkt  Denkt  man  sich  die 
Masse  M  allmftfalich  abnehmend  und  den  Ton  derselben  ausgefällten 
Bavm  auf  einen  Punkt  zusammenschrumpfend,  so  erkennt  man« 

dass  jener  Quotient      alsdann  einem  bestimmten  Grenzwertbe: 


sich  nähern  wird.  Dieser  feste  Orenswertb  x  wird  die  in  jenem 
Punkte  wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit  genannt 

Die  auf  solche  Weise  delinirten  Grössen  ji,  x  sind  als  stetige 
Functionen  der  Coordinaten  zu  betrachten.  Wenn  also  mit  u  der 
Werth  bezeichnet  wird,  welchen  eine  dieser  Grössen  in  demjenigen 
Punkte  hat,  deesen  Coordinaten         z  sind,  und  mit  Am  der 


2)   .  = 


Digitized  by  Google 


AligemeiM  DiüafODiiftlgleichang  des  bjärotUtiMhen  Dnoket.  439 


ZnwBclu,  weleben  die  Grosse  ii  eihftll,  wenn  die  Coordioate  x  um 
die  Grttaee      Teigröesert  wird,  eo  konint  «nf  jede  lAngenainheit 

der  Sirecke  Ax  durcbschnitilich  die  Zanahme  partielle 
Differensialqootieot: 

bedeutet  also  die  Zunahme  der  Grösse  u  pro  Längeneinheit  in  der 
Richtung  der  A^- Achse  ffkr  jene  Stelle.  Um  die  unendlich  kleine 
Aenderung  xu  erhalten,  welche  die  Grösse  u  erleidet,  wenn  die 
Coordinate  x  um  die  unendlich  kleine  Grösse  dx  zunimmt,  bat  man 
demnach  jenen  Differeozialquotienten  mit  der  Grösse  dx  zu  multi* 
pliciren.  Auf  analoge  Wpi«ie  sind  die  Aenderungen  der  Grösse  « 
in  Beztig  :iiif  die  Kichtungeu  der  anderen  beiden  Coordinaten-Achsen 
zu  bestimmen. 


§  166. 

AllfMMlae  DNtoranilal|ltlclMiii  im  hfJrertiilicliie  DnickM. 

Wenn  mit  {l  die  Dichtigkeit  der  Flflesigkdt,  mit  p  der  Druck 
pro  Fiftcheneinheit,  mit  x  die  Kraft  pro  Haseeneinheit  bezeichnet 
wird  in  demjenigen  Fankte,  dessen  ÜDordinaten  o?,  y,  sind,  so 
können  die  auf  dn  daselbst  befindlidies  Flfissigkeitstheikben  wir- 
kenden Krftfte  anf  folgende  Wdse  berechnet  werden.  Denkt  man 
sich  das  Ton  diesem  Theilcben  erflillte  Banmelement  äJ  von  der 
Form  eines  Fkrallelepipedons,  dessen  Kanten  dx,  dy^  dz  dnd,  so 
erhält  man  fär  die  in  diesem  Banmelemente  enthaltene  Masse  dM 
den  Ausdruck: 

1)  dM  sst^,dJ=f^,dx  ,djf  .dz. 
Anf  dieses  Massenelement  wirkt  ?on  aussen  her  die  Kraft: 
X. dir.  Wenn  also  mit  X,  Z  die  drei  Seitenkrftfte  der  Kraft 
X  bexeidinet  werden,  so  eigiebt  sich  fOr  die  in  der  Bichtnng  AX 
auf  das  Massenelement  wirkende  Ssitenkraft  der  in  Fig.  518  an- 
gegebene Werth:  X,  dM.  Ausserdem  wirken  auf  dieses  Massen- 
element noch  die  rechtwinkelig  gegen  die  Seitenfllehen  des  F^- 
ralielepipedons  gerichteten  Flftcheodrücke,  und  zwar  parallel  zur 
Achse  AX  die  Drficke  gegen  diejenigen  beiden  Seitenflächen, 
welche  der  £bene  AYZ  parallel  sind.  Nach  der  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erklärung  ergeben  sich  für 
diese  beiden  Flftcbendrücke  die  in  Fig.  619  angegebenen  Wertbe. 
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Indem  nun  nunmehr  die  algebiaisdie  Samme  sftmmUieher  pntaUel 
2ur  Adue  ÄX  geriehteten  Seitenkiftfte  gleich  Noll  eetrt,  erhftit 
man  die  Qleiohnng: 

2)    0  =  X.  (/Af  —  (     )  .  Jj  .  ibj  .  ih, 

lind  wenn  man  hierin  für  dM  den  In  Gleichung  1)  angegebenen 
Werth  substitttirt,  so  erb&lt  man  für  den  partiellen  Differenzial- 

quotienten  Yon     nach  r 
Fig.  519.  genommen,  den  folgenden 

Ausdruck: 

3)   #  =  ix.X 

Anf  gleiche  Weise  findet 
man  in  Bezug  auf  die  an- 
deren beiden  Coordinaten- 
Achsen  die  Gleichungen: 


9 

1 

> 

< 

Nachdem  anf  solche  Weise  die  Werths  der  drei  partiellen 
Differsnxialqnotienten  gefanden  sind,  Icann  man  das  totale  DifTe» 
rensial  von  p  berechnen  ans  der  Gleiebong: 

welche  nach  Snbstitntion  der  obigen  drei  Ansdrficke  die  folgende 
Form  annimmt: 

7)  <ip  =  |i.{J<to-hrrfy  +  Zrf»), 
und  in  dieser  Form  die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  einer 
rahenden  flfissigen  Hasse  oder  das  hydrostatische  Grnndgeseta 
darstellt 

Diese  Glelehnng  kann  man  anf  zweierlM  Weise  beanteen,  am 
das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der  Druck  pro  Flftchenein- 
faeit  im  Innern  der  flüssigen  Masse  sich  ändert.  Wenn  man  Ar 
die  Grossen  X,  y,  welche  nach  der  im  vorigen  Paragraphen 
gegebenen  Erklftrong  als  Functionen  der  Coordinaten  zu  betrachten 
sind,  die  dorn  gegebenen  Falle  entsprechenden  Ausdrücke  in  ier 
<»bigen  (lleicbung  sabetitairt,  so  erhilt  man  durch  Integration  der- 
selben eine  Gleichnng  von  der  Form: 
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Twlcbe  die  Gritose  |»  als  Function  der  drei  Coordinaton  z 
dnnteUt  and  in  dieser  Form  zur  Berechnung  des  in  Jedem  be» 
liebigen  gegebenen  Punkte  stattfindenden  Druckes  pro  Flächeneinheit 
direct  benutst  werden  kann. 

Wenn  man  ein  anderes  Hai  in  der  obigen  Gleichung  die 
Grösse  dp  —  als  diejenige  unendlich  kleine  Druck -Acnderung, 
welche  den  beliebig  gewählten  unendlich  kleinen  Ooordinaten* 
Aenderungen  dx^  dp,  dz  entspricht  —  gleich  Null  setzt,  so  werden 
durch  diese  Bedingnngsgleichnng  jene  Coordinaten- Aenderungen  in 
solcher  Weise  beschränkt,  dass  die  Grössen  dx^  dy,  dz  nunmehr 
aussrhliesslich  solche  Combinationen  von  Coordinaten- Aenderungen 
repräsentiren ,  mit  welchen  keine  Aendemng  des  Druckes  p  Yor- 
banden  ist    Die  Gleichung: 

9)    .V.//  H  Ydy^  Zdz  =  (S 
i5;t  d<^mn;ich  als  Dilferenzialgleichung  eines  Flächenelementes  zu 
betrachten,   welches  einer  Fläche  constanten  Druckes  (oder 
einer  sogenannten  Niveau-Fläche)  angehört,  und  durch  Integra- 
tion  derselben  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  ÜQxmi 

^Ö)  /(.r, //,  c)  —  Const., 
welche  die  Gleichung  der  Fläche  selbst  darstellt.  Jedem  Werthe 
der  Constanten  entspricht  eine  besondere  Niveau- Fläche.  Dem  üeber- 
gango  von  einer  Fläche  zur  andern  entspricht  eine  Acndeningf  des 
Druckes.  In  den  Punkten  einer  und  derselben  Niveau-FläcLu  abör 
bat  der  Druck  überall  gleiche  Grösse.  Zugleich  ergiebt  sich  aus 
§  4*^  der  analytischen  Mechanik"  (3.  Aufl.),  dass  die  oben  mit  x 
bezeichnete  Mittelkraft  der  drei  Kräfte  X,  F,  Z  in  jedem  Funkte 
der  Fläche  rechtwinkelig  zu  derselben  gerichtet  ist. 

§  157. 

'    EinlliM  dtr  Sokmrknit  auf  im  Dra«k  trepOiar  fllisii|«r  n^tr. 

Bei  allen  flOseigen  EOrpem  wächst  die  IHchtigkeit  mit  zu- 
nehmendem Drucke.  Bei  den  sogenannten  „tropfbaren  FlOssig- 
keiten*%  als  dersn  Reprfiaentant  das  Wasser  bettachtet  werden 
kamt,  sind  Jedoch  diese  Dichtigkeitsänderungen  so  klein,  dass  unter 
gewöhnlichen  Verhältnissen  bei  solchen  Ftessigkeiten  die  Dichtig- 
keit j;^  als  eine  nach  Raum  und  Zeit  unreränderliche  Grösse  be- 
handelt werden  darf.  Für  den  Fall,  dass  die  von  aussen  her  auf 
*  die  Massentheilchen  der  Flussigkett  wirkenden  Kräfte  in  den  Ge« 


Üigiiizeü  by  i^üOgle 


442 


Achter  A^hnitt.  $  157. 


Wichten  derselben  bestehen,  hat  man  die  im  vorigan  FAtagntphen 
mit  X  bezeichnete  Kraft  pro  Masseneiiiheit  gleich  g  xn  aeftzeiit  vnd 
wenn  zugleich  das  Coordinaten> System  80  gelegt  wird,  dass  die 
Achse  AZ  mit  der  Bicbtung  der  Schwere  ziuammenfillU,  so  wird: 

X  =  0,     r=o,  Z^g. 

Nach  Sabstitution  dieser  Wertbe  nimmt  die  im  Torigen  Fkungraphen 
gefandene  allgemeine  Differenzialglelchuug  die  folgende  Form  an: 

1)  dp  —  ^xy  dz. 

Hierin  bedeutet  das  Prodnct  \yg  das  (iewicht  emei  AJasse,  deren 
Kauminhalt  gleich  der  Cubikeinheit  ist.  Wenn  also  mit  -y  das 
Gewicht  der  Flüssigkeit  pro  Cubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist 
jjL^^Y  zu  setzen,  und  es  wird: 

2)  (/j?  =  Y  .  dz. 

Indem  man  hierin  dp  =  0  setzt,  erhält  man  für  die  Niveaa-Flftchea 
oder  die  Flächen  constanten  Druckes  die  Gleichung: 

3}   r20  =  0,   oder:   s  =  Oonst. 

Die  Nivean -Flächen  sind  also  in  diesem  Falle  horiiontale 
Ebenen.  Jedem  bestimmten  Werths  der  Constanten  entspricht  eine 
bestimmte  Horizontal- Bbene,  in  deren  Punlcten  der  Bruck  p  eine 
bestimmte  überall  gleiche  Qr<isse  hat.  Diejenige  HorizontaUBIbene, 
in  welcher  der  Druck  p  die  Grosse  Null  hat,  bildet  die  freie 
Oberfläche  der  Flfissigkeit.  Wenn  also  der  Anfangspunkt  des 
Coordinaten- Systems  in  die  freie  Oberfläche  gelegt  wird,  so  ist 
^  =  0  SU  setzen  fdr  0,  und  durch  Integration  der  Gleichung  2) 
erhält  man  für  den  von  der  Schwere  hervorgebrachten  hydrosta- 
tischen Druck  pro  Flächeneinheit  im  Abstände  z  von  der  freien 
Oberfläche  die  folgende  Gleichung: 

4)  i>  =  Tf.«. 

Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  von  der  freien  Oberfläche 
befindliches  Flächenelement  dF  hat  also  die  GrOsse: 

5)  p.dF^yzdF. 

Da  der  Gleichgewiclitbzustaud  der  Flüssigkeit  nicht  gestört 
wird,  wenn  durch  dieselbe  eine  feste  Wandfläche  hiudurcbgelegt 
wird,  80  erkennt  man,  dass  die  obige  Gleichung  auch  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  das  Flächenelement  der  inneren  Wandüacbe 
eines  die  Flüssigkeit  euliiailendeu  Gefässes  angehört 
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§  158. 

Druck  des  Wassers  gegen  ebene  FlAchen. 

Um  den  Gesammtdruck  des  Wassers  gegen  eine  verticale 
BeohteckflÄche  zu  berechnen,  bat  mao  sichj  dieselbe  auf  die  in 

Fig.  520  angedeutete 

^'  Weise  in  horizontale 

Streifen  von  unend- 
lich kleiner  Höhe  zer- 
]egt  7.U  denken,  und 
die  gegen  die  einzel- 
nen Flächenstieifen 
wirkenden  Brücke 
zusammen  zu  addireu 
(Fi^.521).  Der  Druck 
gegeu  den  in  der  Tiefe 
z  unter  dem  Wasserspiegel  lind  lieben  Streifen  bat  nach  Glei- 
chung b)  des  vorigen  Paragraphen  die  Grösse: 

Durch  lotef^rution  dieser  Gleichung  erhält  man  für  den  Draek 
gegen  die  ganze  Fläche  AB  den  Ausdruck: 

B 

2)  K=ybfzdz^tb{^^^y 

Den  Abstand  des  AngriflFspunktes  J  von  dem  Wasserspiegel 
findet  man  —  auf  dieselbe  Weise,  wie  in  §  103  der  Angriffspunkt 
des  Erddrucke>  bestirnint  wurde  —  indem  man  das  statische  Mo- 
ment der  Kraft  K  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0  gleich  der  Summe 
der  statischen  Momente  der  gegen  die  einzelnen  Fiächenstreifen 
wirkenden  Drucke  Sjetzt,  aus  der  Gleichung: 

3)  JT/      fzbdz .  Zi  oder: 


4)  Kl=^'^bjz*dz^tb(?^-^^ 


Wenn  mau  hierin  für  K  den  oben  gefundenen  Ausdruck  eioBekit, 
■0  arhftlt  man  fUr  den  Hebelarm  l  den  Werth; 


3  Vä« 


ZI*!). 
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Auf  analoge  Weise  kann  der  Druck  gegeo  die  in  Fig.  622 
daifesUllte  Dreteekflaohe  ABC  berechnet  werden.    Der  Druck 

des  Wassers  gegeo  den 


Fig.  52S. 


im  Abstände  b  Tom 
Wasserspiegel  beÜod- 
licben  Flftchenstieifen 
bat  die  Grösse: 

6)  dK  =  yz  .udz  = 

und  duroh  Integration 
dieser  Gleichuug  erhält 
man  für  den  Druck 


gegen  die  ganze  Dreieckfläche  den  Ausdruck : 

y6 


Ii 


7)  jr= 


j  (H — 9)2  dz^  oder: 


welchem  man  nach  Substitution  des  Werthes  R — A»a  aaeb  die 
folgende  ebifachere  Form  gehen  kann: 


9)  K  = 


6 


Der  Abstand  des  Angriffspunktes  J  vom  Wasserspiegel  ist 
nunmehr  zu  berechoen  aus  der  Gleichung: 

10)  i:i  = /  </iC.*  =  '^f^^  /  (Ä  — oder: 


aus  welcher  man  nach  Substitution  des  oben  für  A'  gefundenen 
Ausdruckes,  indem  man  zugleich  wieder  H  —  Ä=a  setzt,  für  l 
den  folgenden  Werth  erhält: 

'  6ÄT2S  . 
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Um  die  andere  Coordinate  de?  Angriffspunktes  J  zu  finden, 
bat  man  sich  die  Dreieckfiäcbe  auf  die  in  Fig.  523  aogedentete 
Figr.  §S8l  Weise    in    verticale  unendlich 

— ^  '  1  schmale   Flächenstreifen  zerletjt 

zu  denken.  Der  Druck  gegen 
den  im  Abstände  x  von  dem 
Eckpiinktj  .1  Ix'iindlichen  Strei- 
fen hat  nach  Gleichung  2)  des 
vorigen  Paragraphen  die  Grösse: 

13)  rfA'-Trf«{^i^"^'}. 

und  indem  man  das  statische 
Moment  der  Kraft  K  in  Bezug 

aul'  die  Verticale  des  Punktes  J  L'leich  der  Summe  der  statischen 
Momente  der  gegen  (iie  einzelnen  Flächenstreifen  wirkenden  Drüclte 
setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

u)  K»^j,^[^L±i^iL\., 

Welcher  naii  nach  SubfititatiOD  des  Werthra  r  =  y  •  x  auch  dio 
folgende  Fbrm  geben  kann: 

^ 

15)  K9  =       j  {2hhx  -f  a«*)  xdx,  oder: 

16)  A'5  =  T«Ä'(y  +  Y)- 

Wenn  man  bierin  für  K  den  oben  gefundenen  Ansdrnck  einsetet» 
80  erhält  man  fOr  «  den  Werth: 

Ans  den  Qteichungen  12)  nnd  17)  ergeben  eich  z.  6.  für  A  »  0 

dieWenh.:,=  -»,  und  .=  l6.-> 

i  169. 

Diick  Im  kineni  eiMr  tfoplbar  fUMiM  KeieL 

Nach  §  46  der  t^nalytiachen  Mechanik**  (3.  Aufl.)  ändert  sich 
die  von  einer  homogenen  Engel  anf  einen  materiellen  Punkt  aus» 

')  Vergl.  .Twhnische  Mechauik',  (7.  Aua.).  ^  185. 
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geübte  AQziebungskraft  im  Innern  der  Kngel  proportional  dem  Ab- 
stände vom  Mittelpunkte  derselben.  Wenn  also  mit  A  der  Werth  be- 
zeichnet wird,  welchen  die  in  §  156  mit  x  bezeicbnetp    Kraft  pro 

Masseneinheit''  im  Abstan  le 
,,Eins"  vom  Mittelpunkte 
annimmt,  80  ist  für  die  im 
Abstände  p  vom  Mittelpunkte 
befindliche  Stelle: 
1)  X  —  .-Ip 
zu  setzen,  und  für  die  drei 
Seitenkräfte  dieser  Kraft 
ergeben  sich  ans  Fig.  &24 
die  Wertbo: 


2)  X=  —  ilp~=— -4af, 

3)  y«  — ^p-^  =  — ^y, 


P 

Nacli  Sabstitatiim  dflnelben  Dlmmt  die  allgemeine  DifFerenziBl» 
gleicbtiog  des  hydmtaüsehen  Druckes  die  folgende  Form  an: 

6)   äp  =  —  ^.Ä(xdx i/di/ -\- zdz)  =  —  pt^prfp. 

Wenn  man  hierin  tlp  =  0  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
t/(p*)=:0  oder  p  =  Const,  welche  zeigt,  dasa  die  Flächen  constan- 
ten  Druckes  in  diesem  Falle  Kugelflächen  sind.  Der  Gleichung 
p=r  entspricht  diejenige  Kugelfläche,  in  welcher  der  Draek 
gleich  Noll  ist,  nftmUdi  die  freie  Oberflfldie  der  flüssigen  SngeL 

Indem  man  die  obige  Oleichmig  iotegrirt  —  auf  der  Unken 
Seite  awiseben  den  Grenzen  0  nnd  auf  der  rechten  iwiscben 
den  zugehörigen  Grenxen  r  und  p  —  gelangt  man  su  der  folgenden 
Gleichung: 


6)  ^/>=— lüijprfp, 

7)  ^^mC^^*^) 


oder: 


Wenn  mit  y  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  Grösse  x 
an  der  Oberfläche  der  Kugel  annimmt,  so  ist  die  Constante  A  zu 
berechnen  aus  der  Gleichung: 
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8)  Ar^r^, 

und  nach  Substitution  des  hieraus  für  .4  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  man  der  vorhergebeDden  Gleichung  die  folgende  Form  geben: 

Hierin  bedeutet  das  Prodnct  1x7  die  Kraft,  rait  welcher  die  in  der 
Cubikeinheit  enibaltene  Flnssigkeitsraasse  an  der  Obej  fläche  der 
Kugel  von  letzterer  angezogen  wird,  und  wenn  man  diese  KraU 
mit  Y  bezeichnet,  so  wird: 

FAr  p  =  0  wird  p  =      •   Der  Druck  der  Flftcbeneinheit  im 

Mut t'l punkte  der  Kugel  beträgt  also  die  Hfilfte  von  demjenigen 
Drucke,  welchen  eine  Flussii^keits-SSnle,  deren  Höhe  pfleich  dem 
Halbmesser  der  KiJ|_:el  i>r.  an  ihrer  Onrndfläche  ansübeii  würde, 
wenn  das  Gewicht  pro  Masseiieinheit  (oder  die  Fallbeschieunigung) 
längs  der  eanzen  Höhe  der  Säule  die  constante  Grosse  7  hätte. 

Denkt  man  sich  die  flüssige  Kugel  in  eine  feste  Kugel  ver- 
wandelt, so  erkennt  man,  dass  die  von  derselben  ausgeübte  An- 
ziehungskrulL  dabei  keine  Aenderung  erleiden  würde.  Wenn  also 
die  Erde  als  eine  homogene  Kugel  betrachtet  werden  dürfte,  so 
würde  man  die  obige  Gleichung  —  indem  man  darin  für  y 
Gewicht  eines  Cublkmoters  Wissers  selzt  —  benutzen  kOonen,  nm 
bei  einem  mit  Wasser  gefüllten  bis  zum  Erdmittelpunkte  reichen- 
den Sebnehte  den  hydrostatischen  Druck  in  einer  gegebenen  Tiefe 
daraus  sa  berechnen. 

§  160. 

Relatives  Gleichgewicht  einer  rotlrenden  Wauermute. 

Eine  Wassermasse,  welche  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a 
um  eine  verticale  Drehachse  gleichförmig  sich  dreht,  befindet  sich 
in  relativem  Ruhezustände  in  Bezug  auf  einen  Raum,  welcher  die 
gleiche  Drehbewegung  ausführt,  üm  die  Bedingungen  des  rela- 
tiven Gleichgewichtes  zu  finden,  hat  man  zu  den  wirklich  vorhan- 
denen Kräften  noch  die  jener  Drehbewegung  entsprechenden  Cen- 
trifugalkräfte  hTnznzufn!?en  und  alsdann  die  Wassermasse  als  im 
absoluten  Ruhezustande  befindlich  anzusehen.  Die  Centrifugalkrafb 
eines  im  Abstände  ?  von  der  Drehachse  befindlichen  Massentheil- 
chens  dM  hat  die  GrOsse;  dMga)^\  folglich  hat  die  Centrifugalkrafb 
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pro  Masseneinheit  an  dieser  Stelle  die  Grösse  ga^.  Die  wirklich 
vorbaodeue  Kraft  ist  die  Schwerkraft,  welche  pro  Masseneinheit 

überall  die  Grösse  y  hat.  Hier- 


Fig.  525. 


1: 


nach  ergeben  sich  aus  Fig.  525 
und  Fig.  526  für  die  drei  Seiten- 
kräfte der  in  156  mit  x.  be- 
zeichneten Kraft  die  Werthe: 

l)  A'. 


!  0) ' .  COS  a 


Fig.  526. 


2)    r  =  poj* .  sin  a  =  o*y, 

und  nach  Substitution  derselbei) 
nimmt  die  allgemeine  Differen- 
zialgleichiing  des  hydrostatischen 
Druckes  die  folgende  Form  an: 

4)  dp=^{a\xdx-{-ydi/)—gäz)f 
oder: 

6)   dp  =  [L{o^.^ — g.dz\. 

Durch  Integration  dieser  Qlei- 
chnng  erhält  man  für  den  Dnick 

an  der  im  Abstände  p  von  der 
Drehachse  und  in  der  Höbe  ^ 
über  der  Bodenfläcbe  befindlichen 
Stelle  die  Gleichung: 

6)   i>=H-{^*  — + 

Fftr  p=0  nnd  z=h  wird  j»=0; 
also  ist  die  Gonstante  tu  berech- 
nen ans  der  Gleichung: 

7)  0  =  —  \i.(fh  -f  Oonst. 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  von  der  vorhergeiienden  sub- 
trahirt,  so  erhält  mau  die  Gleichung: 


welcher  man  nach  Substitution  der  Werthe  opssü  und  hi^  =  t 
aueb  die  folgende  Form  geben  kann: 
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In  (lieser  Gleichunjr  bprientet  r  die  PeripherieE^eschwindigkeit 
des  im  Abstände  p  von  der  Drebacbse  beändlichen  Punktes,  und 

,.8 

die  derselben  eotspreebende  GeschwindigkeitehObe.   Wenn  die 

*-  !f 

Drehbewegung  nicht  stattfände,  so  würde  die  dem  Drucke  p  ent- 
sprechende Dnickhöhe  die  Grösse  h  z  haben.  Die  obige  Glei- 
chung zeigt  also,  dass  durch  den  Kintluss  der  Drehbewegung  diese 
Druckhöhe  um  jene  Geschwindigkeitshöhe  vergrössert  wir«!. 

Wenn  man  in  Gleichung  ö)  die 
Grösse  dp  gleich  Null  .setzt,  so  kann 
man  derselben  die  Form  geben: 

10)   dz  =  p</p, 

und  durch  Integration  derselben  er- 
hält man  für  die  Fläche  constaoten 
Druckes  die  folgende  Gleicbung: 

in  welcher  die  OonstaDte  e  denjenigen 
Werth  Ton  z  beseiebnet,  weleher  dem 
Werthe  9  =  0  entsteht,  oder  die 
Coordinate  desjenigen  Punktes,  in  welchem  jene  Flftcbe  die  Dreh- 
achse schneidet  (Fig.  627).  Die  obige  Gleichung  zeigt,  dass  die 
Fliehe  Constanten  Druckes  eine  PSraboloid-OberBäche  bildet,  welche 
man  sich  durch  Umdrehung  einer  Parabel  um  ihre  Achse  ent- 
standen denken  kann.  Die  HöhendilTerenz  zwischen  dem  in  der 
Drehachse  liegenden  Scheitelpunkte  und  einem  ausserhalb  der 
Drehachse  befindlichen  Punkte  dieser  Flftcbe  ist  stets  gleicb  der 
Gescbwindigkeitshöhe  des  letzteren.  Wenn  man  in  der  obigen 
Gleichung  für  die  Constante  c  den  Werth  h  einsetzt,  so  erhftlt 
man  die  Gleichung  der  freien  Oberflache. 

§  161. 

Dniok  der  atmosphSrUdien  Luft. 

Während  bei  den  tropfbar  tlüssigen  Körpern  die  Dichtigkeit 

pL  als  eine  nach  Raum  und  Zeit  unveränderliche  Gröj^se  betnu-htot 

werden  konnte,  hat  man  bei  den  gasförmigen  Flüssigkeiten  —  als 

deren  Repräsentant  die  atmosphärische  Luft  gelten   kann  —  die 

Grösse      als  eine  Function  des  Druckes  p  zu  behandeln.  Nach 
Bitter,  ln««Blrax«llMkaBfk.  &  AnS.  29 
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dem  Mariotte'schen  Gesetze  ist  im  Innern  einer  ruhenden  Gas- 
masse von  constdDter  Temperatur  der  Druck  überall  proportional 
der  Dichtigkeit  derselben.  Wenn  also  mit  ;/  der  Druck  be- 
zeichnet wird,  welciier  der  Dichtigkeit  tx  eulspricht,  so  kanu  das 
Mariotte'scbe  Gesetz  ausgedrückt  werden  durch  die  Gleichung: 

1) 

P 

und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  {x  sich  ergo  ban- 
den Wertbes  nimmt  die  allgemeine  DifTereuzialgleichung  des  hydro- 
statischen Druckes  die  folgende  Form  an: 

Um  den  Eiotiuss  der  Schwerkraft  auf  den  atmosphärischen 
Druck  zu  bestimmen  und  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welcliera  der 
Luftdruck  mit  der  Höhe  über  der  Erdoberfläche  sich  ändert,  bat 
man  in  der  obigen  Gleichung  —  indem  man  sich  die  Achse 
vertical  aufwärts  gerichtet  denkt  —  die  Werthe: 

X:=0,       F=0,  Z=~g 
zu  substituirpn,  und  erhält  alMiaiin  für  die  Dnickzuuahme  dp^ 
weiche  der  Kohenzunahme  dz  entspricht,  die  Gleichung: 

3)    rf;>  =  —  ^,  -l^'g-dz. 

Hierin  bedeutet  das  Prodnct  ix'  <j  =  y'  da3  Gewicht  eines  Cubik- 
meters  Luft  bei  der  dem  Drucke  ;/  entsprechenden  Dichtigkeit. 
Nach  Suhstitntion  dieses  Werthes  kann  man  der  obigen  Qleicbujig 
auch  die  folgende  Form  gebeo: 

T  P 

und  wenn  man  dieselbe  nunmehr  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
xwischen  den  Qrenxen  Zi  und  auf  der  rechten  zwischen  den 
zugehörigen  Orenzen  ^,  and     —  so  erhälfe  man  die  Gleichung: 

,1,, 


5)  jd»  ^ 

»1 

6)  . ig  (^) 


oder: 

)  ^ 


I3ei  mittlerem  Barometerstande  hat  in  der  Hdhe  des  Meeres- 
spiegels der  atmosphärische  Druck  pro  Quadratmeter  die  Grösse: 
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7)  I,'  =  10336  Kil., 

und  bei  der  Temperatur  Null  Grad  (Celsius)  bat  das  Gewicbt  eioM 
Cubikmeters  Luft  roQ  der  diesom  Drucke  ejitsprecbeoden  Diehtig- 
keit  die  Grösse:' 

8)  y'  =  1,293  Kil. 

Der  Qootient  ^  hat  alse  fllr  atnMMphftrisehe  Luft  bei  einer  Teni* 

perator  voo  Null  Grad  die  GrOase: 

»'  10336 
»)    7  =  1,293- = 
Nach  SiibstitutioD  dieses  Wertbes  Dimmt  die  oben  gefundene  Glei- 
ciiuag  die  folgende  Form  an: 


10) 


—     ==  7992.ig(M 


Mittelst  dieser  Gleichung  würde  man  die  einem  gegebenen  Droek* 
TerhftltnisBe  entepreehende  Höhendifferenz  berechnen  können,  wenn 
die  Lnft-Temperatnr  fiberatl  Null  Grad  betröge,  und  die  Atmeephiie 
frei  ?on  Wasaerdftmpfen  wäre. 

Indem  man  dp  —  0  setxt,  findet  man  (auf  dieselbe  Weise  wie 
in  §  157),  dass  die  Flächen  constanten  Druckes  Horizontal-Ebenen 
sind,  und  da  die  Dichtigkeit  eine  Function  des  Druckes  ist,  so 
sind  die  Flächen  constanten  Druckes  xugleich  Flächen  eonstanter 
Dichtigkeit. 

§  162. 

BerUcktichtigyng  der  Vertnderlichkeit  der  Schwerkrtit 

Nadi  dem  Newion'schen  Grafitationsgesetze  ändert  sich  die 
von  der  Erdkugel  auf  einen  ausserhalb  derselben  befindlichen 

materiellen  Punkt  ausgeübte 
Anziehungskraft  umgekehrt 

Proportion  a!  dem  Quadrate 
seiner  Entt'erini]iL{  vom  Erd- 
mittelpunkte. Wenn  also  mit 
a  eine  noch  näher  zu  bestim- 
me luJe  Constante  bezeichnet 
wird,  80  kann  für  eine  iiusser- 
baib  der  Erdoberfläche  im 
befindliche  Stelle  die  daselbst 


Fig.  688. 


Ahstiinde  p  vom  Erdmittelpunkte 
wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit; 


29' 
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gesetzt  wer  lrri  tmd  für  die  drei  SeiteDkiäfte  derselben  eigebeo 
sich  Dach  Fi^r.  628  die  Werthe: 

p  p»  p  p»  p 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  allf^emeine  Differenzial* 
gleichUDg  des  hydrostatischen  Druckes  die  folgende  Form  an: 

2)  =  —  ij,a|    1»  oder: 

3)  dj,  =  — |xa^. 

Fflr  p  s=  r  wird  x  ^,  also  ist  die  Coostante  a  zu  berechnen  ans 
der  Gleichung: 

und  nach  änbstitution  des  hieraus  fflr  a  sa  entnehmenden  Werthes 
erhftlt  man  die  Gleichung: 

ö)   Up  =  —  [Lgr* '  ~y »  oder: 

P  P 

Wenn  man  hierin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  wieder  |ji'jr«=Y'' 
setzt,  so  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 


7)    4.i{L  =  _H-^ 


1 


r  p  ?* 

und  indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite- 
zwischen  den  Grenzen  r  und  auf  der  linken  zwischen  den  zu- 
gehörigen Grenzen  ;/  und  p  —  erhalt  man  die  Gleichung: 


r  -\p-^  \p 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  p'  die  GrOsse  des  atmosphftrtscheD 

Druckes  an  der  Brdoberflftche,  und  fflr  den  Qnotienten-^ist  der 

7 

in  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  angegebene  numeriscbfr 
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Werth  zu  substituiren.  l£an  erhftlt  alBdano  für  das  Yerhältaisa 
des  Druckes  p  zu  dem  gewOhnlicheD  atmoephäiiaefaen  Drucke  den 
Werth: 

10)  Jlr^^"^^' 
P 

Da  die  Länge  des  Erdhalbmessers  ungeHlbr  6370000  Meter  be- 
trägt, 80  ergiebt  sich  hieraus  ffir  p  = der  Werth: 

6870QOO 

U)        =  ^  =e  =^10 

P 

Wenn  man  also  annehmen  dürfte,  dass  das  Mariotte'sche  Gesetz 

auch  för  beliebig  kleine  Drücke  noch  seine  Gültigkeit  behält, 
so  würde  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  folgen,  dag:>  die 
Höbe  der  Atmosphäre  unendlich  gross  ist,  und  dass  der  Druck 

—  346 

derselben  im  unendlich  fernen  Weltenraume  10  Atmosphären 
beträgt. 

Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  würde  man,  da  dem 
Warthe  ps=2r  nach  obiger  Gleichung  der  Werth: 

6370000 

12)  4=r =r'^=io-"* 
p 

entspricht,  zu  dem  Besultate  gelangen,  dass  an  einer  Stelle,  deren 
Hohe  fiber  der  Erdoberfläche  gleich  dem  Erdbalbmesser  ist,  der 

—  173 

Luftdruck  10        Atmosphären  beträgt. 

Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  im  Inneren  der 
BMkug»!  —  X.  B.  in  einem  mit  der  äusseren  Atmosphäre  eommu* 
nidrenden  bis  zum  Erdmittelpunkte  hinab  reichenden  Terticalen 
Schachte  —  der  Luftdruck  mit  der  Tiefe  unter  der  Brdoberfläche 
zunimmt,  wärde  man  in  der  Gleichung  5)  des  §  159  fär  }i  den 

Werth zu  substituiren  und  nachher  die  Integration  derselben 

auszuführen  haben.  Man  gelangt  alsdann  zu  den  folgenden  Glei- 
chungen: 
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Wenn  man  hierin  für  die  Constante  A  den  aus  der  Gleichung  8) 

des  §  159  zu  eatoebmendeii  Werth  —  snbstitoirt,  so  kann  mtn 

der  obigen  OleiehnDg,  indem  mm  lugleidi  wieder  (l'^s^'  eetct, 
aaeh  die  folgedde  Form  geben: 

Hierin  bedeutet  j»  den  Dmek  im  Abettnde  p  vom  Erdmittel- 
punkte imd  p'  den  Druck  an  der  Erdoberilftehe.  Pflr  den  Dniek 
jj^,  ifelchw  dem  Wertbe  p  =  0  entepiiehtk  erbftit  man  hiernach  die 
Qleiehnng: 

18)    4  =        =  10»« 
P 

Wenn  aieo  angenommen  werden  dftrfte,  dass  das  Mariotte'aebe  Qe- 
aeta  aneh  ftr  beliebig  grosse  Diehtigktiten  noch  seine  OOItigIceit  bebftlt, 
ao  wfirde  hferans  folgen,  dass  der  Dmck  am  Boden  jenes  Sebacfatea 
(d.  i.  im  Erdmittelpunkte)  10^^  Atmospb&ren  betragen  wfirde. 

§163. 

Die  Gleichung  5)  des  §  160  bebftlt  auch  dann  noch  ihre  Qfil- 
tigfcdt,  wenn  das  in  Fig.  627  dargestellte,  um  seine  vertieale  Dreh- 
achse rotireode  Geftss  —  statt  mit  Wasser  —  mit  Luft  gefüllt 
angenommen  wird.  Da  jedoch  in  letzterem  Falle  der  Einflass  der 
Schwerkraft  —  insofern  die  Wirkung  derselben  lediglich  darin  l>e- 
siehen  wird,  eine  geringe  Zunahme  des  Ifoftdnickes  in  der  Richtung 
von  oben  nach  unten  hervorzubringen  —  bei  der  vonussusetiend^'ii 
geringen  Böhe  des  Gef^sses  unberücksichtigt  gelassen  werden  darf, 
so  kann  man  das  die  Wirkung  der  Schwerkraft  repräsentirende  Glied 
gdM  in  jener  Gleichung  auch  fortlassen.  Man  erhftlt  aUdann  fSr 
den  vorliegenden  Fall  die  Gleichung: 

1)  rfp  =  IJLO'prfp, 

welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Dichtigkeit  u.  ana  dem 
Mariotie*sefaen  Gesetse  sich  eigebenden  Werthes         indem  man 

zugleich  wieder  hl    —  i '  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

2)   p'/p. 

1    P  9 
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Aiuflan  des  Wasien.  455 

Indem  man  diese  Gleichung  mtegrirt  —  auf  der  recliteo  Seite 

zwischen  den  Grenzen  Null  und  p,  auf  der  linken  zwischen  den 

entsprechenden  Grenzwerthen  und  p  —  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Gleichungen: 


3.  ^/^-f/.*. 

P»  Ü 

Wenn  man  hierin  die  der  Peripberi^eschwiDdigkeii  pm  '=v 
entsprecheode  G  e s ch wiDdigkeishÖhe: 


setzt,  und  ragleich  (Br  den  Quotienten  ^  dessen  numerischen  Werth 

Bubstituirt,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  in  der  Form: 

6)  JL  =  ,'^ 

benutzen,  um  das  Verhftltniss  der  bsiden  DrQeke  p  und  p^  daraus 
2U  berechnen. 

So  f.  B.  erbiK  man  fir    ss  160»  am  di«Mr  Gletcbung  den  Werth 

-^  =  1,02,  und  da  dem  Werthe  Ä  =  ieO"  ntch  Oleichang  2)  der  Werth 

Po 

t  ^iftG™  entspricht,  so  folgt  bieraue:  daas  an  derjenigen  Stelle,  deren  Peri- 
pheriegeeehwindigkeit  66  Meter  betrigt»  d«r  Dmck  1,02  nal  m  groie  itt  ab 
iD  der  DiehaehM. 

§  164. 
Ausnuts  des  Wauert. 

Wenn  zwei  Wasserbehftlter  A  und  B  durch  ein  horizontales 
Bohr  mit  einander  verbunden  sind,  und  der  Wasserspiegel  in  dem 
Qeftsse  A  hoher  liegt  als  in  dem  GeiUsse  B,  so  wird  ein  Aus- 
fliessen  des  Wassers  Ton  A  nach  B  stattfinden  (Fig.  529j.  Die 

Ausflussgeschwindigkeit  kann  nach  dem  Principe  der  lebendigen 
Kraft  berechnet  werden,  insofern  man  annehmen  darf,  dass  nach 
eingetretenem  JJeharrungszustande  die  ganze  während  dp?  Zeit- 
theilchens  dt  von  dem  Druck -Ueberschusse  verrichtete  raechaDi^che 
Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  während  dieses  Zeittheiichens 
ausfliessenden  Wassermasse  tIM  die  der  Augflussgescbwindigkeit  v 
entsprecbeude  lebendige  Kraft  mitzutheileo. 
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Wenn  mit  /  der  Querschnitt  der  ausfliessenden  Wassersäule 
(oder  der  (Querschnitt  des  Rohrs)  bezeichnet  wird,  so  hat  die  wäh- 
rend des  Zeittheil- 


Fig.  529. 


chens  dt  ausflies- 
sende Wassermasse 
die  Grösse: 

9 

Diese  Masse  hatte 
in  dem  Gefässe  A 
die  Geschwindigiieit 
Null  und  erlangt  bei 
dem  Eintritte  in  das 
Kohr  die  lebendige 
Kraft: 


2)  = 


V' 


y/r<lt 

Indem  man  diese  lebendijje  Kraft  der  von  dem  Druck-Üeberschusse 
7/(^1  —  //g)  während  des  Zeittheilchens  dt  verrichteten  Arbeit  gleich- 
setzt, erhält  man  die  Gleichung: 


3) 


Pur  die  dem  Beharrnn^szustande  entsprechende  Ausflussgeschwin- 
digkeit  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

4)  v=  >^2y(Ä7— oder: 

5)  r  =  V2yh. 

Da  die  Drücke  an  den  beiden  Enden  des  Rohres  nur  von  den 

Druckhöhen  abhän- 


Fig.  Ö30. 


gen  und  im  Uobrigeu 
unabhängig  sind  von 
den  Formen  der  bei- 
den GefUsse,  so  gilt 
die  obige  Gleichung 
auch  für  den  in 
Fig.  530  dargestellten 
Fall,  bei  welchem 
die  Druckhöhen  in 
den  beiden  Gewissen 
A  und  B  durch  die 


TlMOMtiiehe  Aaiflasimeiige. 
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Fig.  «a. 


Wasserstandshohen  in  deu  beiden  au^eseUteo  verticalen  Röhren 
veranscbaulicht  siud. 

Für  den  in  Fig.  531  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  Aus- 
flussöflfnung  in  der  horizontalen  Bodenwand  des  Gefässes  A  sieh 

befindet  und  der  Ausfluss  in  den  leeren  Ranm 
erfolgt,  ist  //g  =  0  und  A,  =Ä  zu  setzen.  Die 
Ausflussgeschwindigkeit  kann  daher  auch  für 
diesen  Fall  aus  Gleichunj^ö  i  berechnet  werden. 

Die  pro  Secunde  ausfliessende  Wassermasse 
kann  als  eine  prismatische  Wasst  r-^äule  be- 
trachtet werden,  deren  Länge  gleich  der  Aus- 
flr.ssgesch windigkeit  und  deren  Querschnitt 
gleich  der  Ausflussöffnung  ist.  Der  Haumln- 
balt  dieser  Wassermasse  hat  also  die  QrOese: 


'   -  Uli 

6)  Q=/.\2,jh. 
Die  auf  solche  Weise  berechnete  Ausflussmenge  wird  die  „theore- 
tische Ansflussmenge"  genannt.  Da  die  Voraussetzungen,  aus  wel- 
chen die  obigen  Gleichungen  abgeleitet  wurden,  in  der  Wirklich- 
keit nicht  genau  erfüllt  sind,  so  hat  man,  um  die  wirkliche 
Ausflussmenge"  zu  erhalten,  den  obigen  Ausdruck  noch  mit  einem 
Erfahrungscoefficienten  zu  multipliciren,  welcher  der  ,,Ausfluss- 
coefficient"  genannt  wird.*)  Wenn  dieser  Ausflusscoefficient  mit  |jl 
bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  wirkliche  Ausflussmenge 
der  Werth: 

7)    Q'  =  ^,f,V^h. 

§  165. 


üm  für  den  in  Fig.  532  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
Ausflussöffnung  in  der  verticalen  Wand  des  Gefässes  sich  befindet 
und  der  Ausfluss  in  den  leeren  Raum  erfolgt,  die  theoretische  Aus- 
flassmenge  zu  berechnen,  hat  man  sich  die  Querschnittsfläche  des 
aosfliessenden  Wasserstrahles  auf  die  in  Fig.  533  angedeutete  Weise 
in  horizontale  Fläcbenstreifen  von  unendlich  kleiner  Höhe  zerlegt 
so  denken  und  die  pro  Secande  durch  diese  unendlich  kleinen  Qner- 
aebnittetheile  fliessenden  Waaeerqoantitftten  nachher  auf  dem  Wege 
d«r  Integration  sn  snmmiren«  Im  Abstände  z  vom  Wasserspiegel  hat 
die  Ausflassgescbwindigkeit  die  Grtsse: 


*)  Vergl.  ..TechiiiMh«  Meehanik*',  (7.  Aufl.)  §  318. 
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1)    r=  V'lgz, 

lind  die  pro  Seciinde  durch  den  an  dieser  Stelle  befindliclicn 
Fläobengtreifen  ansfliessende  Wasserqnantitat  hat  nach  Fig.  &33 

die  QrOsse: 

FiHil  Fig.  518         2)  dQ^xdtVJii. 

Die  ganze  pro  Seeande 
ausfliessende  Wasser- 
menge ist  also  ZQ  be- 
rechnen ans  der  Glei- 
ebang: 


KT.  3- 

3-  r.^rÄj 

3) 


V2 


2 


Hiernach  erhält  luan 
z.  B.  für  den  in  Fig.  534 
dargestellten  rechtecki- 
gen Querschnitt,  indem  mau  b  statt  x  setzt,  die  Gleichung: 

4)    Q^b  V'Zg  j  z'dz,  oder; 

För  den  Fall,  in  welchem  die  obere  Seite  des  Rechtecks  in 
der  Hohe  des  Wasserspiegels  Hegt,  wflrde  man  hierin  A  s=  0  zu 

setzen  haben.  Die  pro  Secnnde  dnreh 
Fig.  m.  0inen   rechteckigen  Wandeinsdinitt 

(oder  bei  einem  TJeberfallswehre)  ans- 
fliessende  Wassermenge  hat  demnach 
die  Grosse: 

also  dieselbe  Grosse,  welche  man  er- 
halten würde,  wenn  man  annihme, 
dass  die  Ansflossgeschwindigkeit  in 


I 

i. 


allen  Punkten  des  Querschnittes  die  Grösse      y  2gJi  haL 


Wenn  man  H  —  hf,  -f  .t        h  —  h^  —      setzt,  so  kann 


a 

•0        ^    w...      _  — 

man  der  Gleichung  5)  auch  die  folgende  Form  geben: 
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Fflr  -r-  =  0  wird  der  eiiigeklammerte  Ansdmck  gleich  Eins.  Weno 

also  die  Höhe  der  AusflussöfTnung  sehr  klein  ist  im  Verhftltnias  za 
dem  Abstände  6m  ScbwerpuDktes  im  Wasserspiegel,  so  kann  man 
die  Ansflussmenge  annftberangsweise  berechnen  aus  der  Qleicbung: 

9)  Q^ah'V^gh^, 

welche  man  erhalten  wfirde,  wenn  man  annlhme,  daes  simmtliche 

Waeeertheilchen  mit  der  Qe8diwiDdig<- 

 g»y»  6».  jt^ij  Y2ghQ  aneflieseen,  welche  der 

i  1  ]     DmckhOhe  des  Schwerpunktes  ent- 
spricht. 

Ffir  die  in  Fig.  535  daigeitellte 
dreieckige  AnsflnseOifoiing  hat  man: 

^''>  T  =  ^ 

ZU  setzen,  und  wenn  man  den  hieraus 
für  X  zu  entnehmenden  Werth  in  Glei- 
chung 3)  sabstitairt,  so  erhftlt  man  die 


folgende  Qleichnng: 

11) 


z)  z '  dzj  oder: 


Ffir  den  Ml,  In  welchem  die  obere  horisontale  Seite  dce 
Dreiecks  in  der  Höhe  des  Wasserepiegelfl  liegt,  hat  man  hierin 
hsstO  zu  setzen.  Die  Wassermenge,  welche  pro  Secunde  doreh 
einen  dreieckigen  Wandeinschnitt  ansHiesst,  hat  also  die  Orflese: 

13)  Q^^^^bHVlgü. 

Um  die  wirklieben  Aosflussmengen  zq  erhalten,  bat  man  die 
oben  geftmdenen  Wertbe  noch  mit  dem  AnsflasscoefBdenten  pi  sn 
mnltiplieiren. 
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§  166. 
ThMrtllMlM  AmÜimmü 

Der  Rauminhalt  der  wabreiul  des  Zeittheilchens  dt  durch  die 
BodenöflfnuDg  des  in  Fig.  53(5  dargestellten  cylindrischeu  Gefässes 
pro  Secunde  auslliesseoden  Wassermasse  bat  die  Grösse: 

1)  dQ^-f.vdi. 

Der  sinkende  Wasserspiegel  legt 
während  dieses  Zeittheilchens  die 
Strecke  tcdt  zurück.  Der  Raum- 
inhalt der  in  dem  Gefilsse  enthal- 
tenen Wassermasse  vermindert  sich 
also  während  des  Zeittheilchens  dt 
(nach  Fig.  536)  um  die  Grösse: 

2)  d(^=F,w(it. 
Durch    Gleichsetzung   dieser  beiden 
Ansii nicke  erhält  man  für  die  Ge- 
schwindigkeit w  die  Gleichung: 

8)' 

welche  nach  Substitution  des  für  die 
Ausflussgeschwindigkeit  in  der  Figar  angegebenen  Werthes  die  fol* 
gende  Form  annimmt: 

Die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels  kann  als 
Geschwindigkeit  des  Abnehmens  —  oder  ab  negative  Ge- 
schwindigkeit des  Znnehmens  —  der  Wasserstandshöhe  z  anf- 
gefasst  werden;  folglich  ist: 

ö)  = 

zu  setzen,  und  dunh  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  Ausdrücke 
erhält  man  eine  Gleichung «  welche  für  dt  aufgelöst  die  folgende 
Form  annimmt: 

6)   Ä  =  —  »  *'dz. 

Die  Zeit,  in  welcher  die  WasserstandabOhe  ?on  J7  bis  A  ab» 
nimmt,  hat  also  die  Qrflsse: 


Fif.6M. 


T   
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7)   t  =  - 


oder: 


2/ 


8)  y  -(/H-->rÄ). 

Indem  man  hierin  Ä  =  0  setzt,  erhält  man  für  die  ^anze  Ausfluss- 
zeit  den  Werth: 

9)  «  =  2  /  ^^ 

Hierin  bedeutet  FH  —  J  den  ganzen  Rauminhalt  der  ausgeflossenen 
Wassermasse,  und  >/^2////— F  die  anfängliche  Grösse  der  Aus- 
flnssgeschwindigkeit  v.  Mao  kann  daher  der  obigen  Gleichung  auch 
die  folgende  b'orm  geben: 

10)  1  =  2.-^, 

lind  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Ausflusszeit  das  Dop- 
pelte von  derjenigen  Zeit  beträgt,  in  welcher  dieselbe  VVassermasse 
bei  unverändert  bleibender  Druckhöhe  ausgeflossen  sein  würde. 

Für  den  in  Fig.  537  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
^Va8serspiegelfläche  9  mit  der  Wasserstandshöhe  z  abuimmt,  hat 
man  der  Gleichuog  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 


11)   dl^  ?=^- 


erhält  man  die  Gleichung: 


*  dz, 

und  darin  fOr  9  die  der 
Form  des  Qeflisses  eut^ 
sprechende  Function  yon 
z  zu  subetituiren.  Wenn 
K.  B.  die  Wasserspiegel- 
flächen wie  die  n-ten  Po- 
tenzen der  Wasserstands- 
höhen sich  verhalten,  so 
ist  (nach  Fig.  &37): 

il 

zu  setzen,  und  nach  Sub- 
stitution des  hieraus  für  9 
zu  entnehmenden  Werthes 


12)  I 
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13)  As=  '.rfa. 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstaaüsböhe  voa  H  bis  h  abnimmt, 
hat  also  die  Grösse: 

F       C  "-2 

14)  <  =  rT;^-./^-*/* 


16)  ^ 


1 


Indem  man  bierin  A  =  0  setzt,  erhält  man  für  die  ganze  Ausfluss- 
zeit den  folgenden  Aasdruck: 

16)  I« 


2 

Der  Banmiiihalt  der  ganzen  ausgeflosBenen  WasBormuae  ist  su 
berecbneii  aus  der  Oleidiang: 

H  II 


17)   J  = 


Nach  der  iu  Gleichung  lOi  eingeführten  Bezeichne nL';s weise  kann 
man  ihher  «leai  obigen  Ausdrucke  für  die  AusHusszeit  auch  die 
folgende  i^orm  geben: 

2ii  +  2\  J 
+  \J/V 

Der  Werth  n  =s  0  entspricht  dem  in  Fig.  536  dargesteUteo 
Falle,  fQr  welcheo  man  wieder  den  in  Gleiehoog  10)  gefandaiMii 
Warth  erhält. 

Ffir  ein  Gefäss  von  der  Form  eines  Rotations -Paraboloides 
(oder  auch  eines  dreiseitigen  Prismas  mit  horizontalen  Kanten)  hat 
umq  m  =  1  au  setzen  und  erhiLlt  die  QleichuDg: 

Für  ein  Gefltaa  von  der  Form  eines  Kegels  (oder  aneb 
Pyramide)  bat  man  n  »  2  lo  settea  und  erhUt  die  Gleichung: 
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Um  difi  wirklichen  A^iisflusszeiten  zn  erbaltan,  warde  man  die 
oben  gefundenen  Werthe  noch  dureh  den  AnBflosscoeflleienten  su 
diTidiren  haben. 

Wenn  das  Geftoi  die  Perm  eines  Farallelepipedons  hat,  und 
der  Ausfloss  dunsfa  einen  bis  zn  der  horizontalen  Bodenflache 

hinabreichenden  rechteckigen 


Fig.  5S8. 


Torticalen  Wandeinschnitt  er- 
folgt, so  hat  bei  der  Wasser« 
standshohe  9  die  pro  Seconde 
ausfiiessende  Wasser  menge  nach 
§  165  (Gleichung  6)  und  nach 
Fig.  638  die  OrOsse: 


21)   Q=^jbzy2g2  = 
dt  '  . 


—  f 


Um  die  Zeit  zn  berechnen,  in 
welcher  die  Wasserstandshobe 
Yon  H  bis  A  abnimmt,  hat  man  die  obige  Gleichung  für  dt  auf* 
zulflsen  und  hernach  die  Integration  zwischen  den  Greoien  H  und 
h  anszufahren.  Man  gelangt  alsdann  zU  den  folgenden  Gleichungen: 


22)  c^^^  1 

23)  i  = 


24)  t=r 


_JF 
bV2i 


F 

b  V2g 


Für  h  =  0  wird  /  =  oo.   £•  würde  also  —  wenn  die  Voraussetzungen. 

aus  wilcben  die  obigen  Gleichungen  abgeleitet  wurden,  in  aller  Strenge  erfüllt 
wären  —  hieraus  folgen ,  dass  der  sinkende  Was^erspiej^el  erat  nach  unendlich 
langer  Zeit,  d.  b.  luit  atidereti  Worten  niemals,  die  Budeiidäche  des  Oet'üas«!^ 
«mielit. 

§  167. 
HyimftMiMr  Dnieic. 

Bei  Anwendung  des  Priacips  der  lebendigen  Kraft  auf  die 
Berechnung  der  Ausflussgeschwiudigkeit  wurde  in  Bezug  auf  die 
in  Fig.  531  und  Fig.  530  dargestellten  Fälle  die  Yoraussetzung 
gemacht,  dass  die  Wassertheilchen,  be?or  dieselben  zürn  Ausflusse 


Digitized  by  Google 


464  Achter  Abschaitt.  §  167. 

gelangten,  im  Ruhestände  sich  befanden.  Für  diesen  Fall  kann 
man  der  Qletcbung  der  lebendigen  Kraft,  indem  man  ilieselbe  anf 
die  Bewegung  eines  Wasseitheilcbens  von  der  Hasse  m  anwendet, 
ai]<*h  die  folgende  Form  geben: 

U         — 0  =  f»jrA. 

Wenn  statt  dessen  angenommen  wird,  dass  die  Wassertheilchen 
vor  dem  Ausflüsse  schon  die  Anfangsgeschwindi^'keit  c  besussen, 
so  führt  die  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  zu  der 
Gleichung: 

2)   ,i-  =  mgh, 

m  vvel<  her  die  Geschwindigkeit  r  dem  Verhältnisse  der  Quer- 
schniftsHächen  der  bewegten  \\  ar.sei  niasse  zu  berechnen  ist.  Da 
annäherungsweise  angenomiuen  werden  darf,  dass  in  allen  Punkten 
einer  und  derselben  Querschnittsfläche  des  ausfiiessenden  Wasser- 
strahles die  Wassertheilchen  mit  derselben  Geschwindigkeit  sich 
bewegen,  und  die  e^leiche  Voraussetzung  auch  in  Bezug  auf  die 
[{ewegung  des  Wassers  innerhalb  des  Ausflussgefösses  gemacht 
werden  darf,  so  kann  die  Geschwindigkeit  c  berechnet  y^erden  aus 
der  Gleichung: 

3)  Fe  =  fr. 

in  welcher  /'  die  rechtwinkelig  zur  Bewegungsrichtung  genommene 
Querschnittütiäche  der  Wassermasse  innerhalb  des  Au?»fins«gefäss»'5! 
i)edöutet  (also  in  Fig.  531  die  horizontale  QuerschnittsHäche  des 
Gefösses  und  iu  Fig.  530  die  verticale  Querschnittsfläche  des 
Uöhres  .1).  Nach  Substitution  des  liieraus  für  c  zu  entnehmenden 
Werthes  erhält  mau  aus  Gleichung  2)  für  die  Ausflussgeschwindig- 
keit den  folgenden  Ausdruck: 

2i,h 


welcher  zeigt,  dass  die  Gültigkeit  der  Gleichung  5)  des  §  164  auf 
solche  F&Ue  sich  bescbrAnltt,  in  welchen  die  Fläche  F  im  Ver- 

hrilti\iss  /.u  der  Fläche  /  so  gross  ist,  dass  das  Glied  im  Nenner 
vernachlässigt  werden  darf. 

Wenn  man  die  Gleichung  2)  direct  för  r  auflöst,  so  erhält 
man  für  die  Ausflussge^^chwindigkeit  die  Gleicbnng: 
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wekne  zeigt,  dass  das  Vorhandensein  der  Anfangsgeschwindigkeit  c 
denselben  Einfluss  bat,  wie  wenn  die  Druckhöhe  h  um  die  Ge- 


Fig.  680. 


schwiiidigkeitsliOhe 


2> 


ver- 


grösseiL  wäre.  Zugleich  prkf^nnt 
man  aus  Fig.  539,  indem  man 
der  obigen  Gleichung  die  fol- 
gende Form  gieht: 

das3  di'-  Differenz  der  hydrau- 
lischen Druckhöhen  gleich  der 
Differenz  der  GeschwiDcligkeits- 
\i:  '"^'^ii  r    höhen  ist. 

— Dasselbe  Gesetz  bleibt  auch 

dann   noch  gültig,   wenn  die 
Qtt«r8chnittsfläche  und  die  Geschwindigkeit  der  fliessenden  Wasser- 
stetig  sich  ändern.   Für  den  in  Fig.  540  dargestellten  Fall 
sieb  »08  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  die  Gleichungen: 


Fig.  MO. 


7) 

8)  jr-Ä=  C  ~—'f 

2g  2ff 
welche  zeigen,  dass  die  hy- 
draulische Druckhöhe  ihren 
kleinsten  Werth  an  derjenigen 
Stelle  annimmt,  an  welcher 
die  Geschwindigkeit  ihren 
grössten  Werth  erreicht.  Die 
pro  Secunde  durchfliessende 
Wassermäääe  hat  den  Baum* 
Inhalt: 

9)  Fc  =  <^id=:/v. 

Die  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  also  umgekehrt  wie  die 
Querschnitte.  Hieraus  folgt,  dass  die  hydraulische  Druckhöhe  an 
der  engsten  Stelle  des  ßohres  ihren  kleinsten  Werth  annimmt. 
Aus  Gleiebong  9)  ergeben  sich  für  die  Geschwindigkeiten  c  und  «r 

BttUr,  lBgMil«ar>MMkiiiik.  aAnfl.  3q 


  »  - 

!  t 
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 1 
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die  in  Fig.  540  acgegebenen  Werthe;  man  kann  daher  den  Glei- 

/ 

chungen  7)  und  8j,  indem  man  zugleich  abkürzungs weise  ^  =  k 

f 

und     =n  setzt«  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

10)  ff^a?=  (n»-*«). 

11)  H-Ä-       (I  — Ä»), 

uthl  wenn  man  die  erstere  durch  die  letztere  dividirt,  so  erhält 
mau  die  Gleichung: 


12) 


H—x  n*~k* 
H-  h  "  1  —k-y 
nafli    welcher   man  das  Verhältniss  der  Druckhöhen  -  Difterenzen 
aus  den  gegebeneu  Querschnittsverbältnissen  berechnen  kann.  Zu- 
gleich ergiebt  sirli  für  die  Aus- 


Fig.  Ml. 


flii8s^esch windigkeit  r  aus  Glei- 
chung 11)  der  Werth: 

I  2v(//-Ä)_ 


13) 


1— Ä:» 

Wenn  der  Querschnitt  der 
fliessenden  Wassermasse  nicht 
allmählich,  sondern  sprung- 
weise von  9  bis  /  zunimmt^ 
und  in  Folge  dessen  die  Ge- 
f^^  schwindigkeit  derselben  an  der 
17  üebergan^sstelh^  plötzlich 

von  w  bis  /  abiiiiLmt  (Fig.  541), 
80  entsteht,  durch  den  Stoss 
des  rascher  tliesseiideti  Massentheilchens  m  gegen  die  lan^rsamer 
vorangehende  Wassermasae  eit  Verlust  an  lebendiger  Kraft  von 
der  Grösse*): 

u)  iB^^^rJO!. 


w~ii.V 


Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  nimmt  also  fiir  diesen  Fall  die 
folgende  Form  an: 

16)    -5  ^  =s  mg  (H —  A)  ^^^^ — oder: 


2 


»1 


*)  Vergl.  .Te^hDisehe  Mechamk-,  (7.  Aotl.)  §  leo  nnd  1 210. 
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16)    lf-Ä=  + 

Statt  der  Gleichuogen  12)  UDd  13)  erhält  man  hiernach  f&r  den  ia 
flg,  541  dargestellten  Fall  die  folgenden  QleichuBgeD: 

if— X  n»  —  *» 


18) 


H^h      l_ifc«  +  (»-i) 
^  1  — Jfe*  +  (n  — 


t 


-f  (n-1)« 

Wenn  «.  B.  Ar  —  0  und  » :=  9  geaettt  wird,  so  ergeben  afeh  irat  den  obigen 
Gleichangea  die  Werth«:  M — x=-2iM  —  h)  and        j/a^  l-^^j—j- 
FQr  y-  =0  od«r  »  =     wird  S—»  =  H—h,  Wenn  el«o das  Wesssr 

dnreh  ein  ZnAnssn^  f(ni  sehr  kleinem  Qnenebnitte  in  ein  Otfins  von  sehr 
grossem  Qnsraebnitto  hineinfliesst,  se  wird  die  hydTeulisehe  Dmckhfihe  in  dem 

ZafloBsrohre  gleich  der  Wasserstandshdbe  in  dem  Gefasse  sein.  Die  ganse 
lebendi>j:e  Kraft  des  zufliessenden  Wassers  wird  in  diospm  Falle  dnreh  den 
Stoss  gegen  die  in  dem  Gefässe  rabeade  Wassermaase  vernichtet. 

i  168. 


Wenn  die  beiden  aus  den  Gefftssen  A  und  B  mit  ungleichen 
Qeeehwindigkeiten  ansfliessenden  Wasserstrahlen  innerhalb  des  ge- 
meinschaftlichen AttsfluBsrohree  C  su  einem  Wasserstrahle  Ton  der 
Quersehnittsfldche  /  sich  vereinigen,  so  wird  an  der  Stelle  des 
Zusammentreffens  eine  Ausgleichung  der  Geschwindigkeiten  ein- 
treten, und  Kttgleich  wird  durch  den  Stoss  der  aas  dem  Geflisse  A 
mit  der  grosseren  Geschwindigkeit  w  dort  ankommenden  Wasser- 
theilchen  gegen  die  in  dem  gemeinschafblichen  Ausflussrohre  C  mit 
der  kleineren  Geschwindigkeit  v  sich  bewegende  Wassermasse  ein 
Yerlust  an  lebendiger  Kraft  entstehen  (Fig.  b4S)* 

Die  QuersebntttsflAdie  des  gemeinschaftlichen  Ausflnssrohres 
kann  man  sich  in  die  beiden  Theile  e/  und  (1  — «)/  zerlegt 
denken,  von  denen  der  erstere  durch  den  vom  Gefässe  und  der 
letztere  durch  den  vom  Geßtese  B  herkommenden  Theil  des  Wasser- 
strahles ausgefüllt  wird.  Die  ganze  wftlirend  des  Zeittheilchens  dt 
in  das  Gefftss  J)  hineinfliessende  Wassermasse  m  setst  sich  dem- 
nach zusammen  aus  dem  Theile  em,  welcher  von  dem  Gefässe  A 
herkommend,  und  dem  Theile  (1  —  e)  m,  welcher  von  dem  Gefftsso 
B  herkommend  dorthin  gelangte.  Wenn  also  die  Querschnitts- 
flAchen  der  beiden  Gefässe  A  und  B  so  gross  angenommen  werden, 

»0* 
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dass  die  Anfangsgeschwindigkpiten  vernachlässigt  werden  dürfen, 
so  führt  die  Anwenduug  des  Piincips  der  lebendigen  Kraft  zu  der 
Gleichung: 

1)   0  =  «iiijf(H— (1— OiiiyC«— A)  — 

Da  auch  hier  wieder  anj^cnommen  werden  darf,  dass  in  einen) 
und  demselben  Wasserstrable  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie 


Fig.  o42. 


• 

~  ~  

J/x 

I 

"  i 

•4* 

.....  iT 



C 

■^^r       ./    —  j 

die  Querschnitte  sich  verhalten,  so  ergeben  sich  für  die  Geschwin- 
digkeiten, welche  die  beiden  Wasserstrahlen  vor  ihrer  Vereinigung- 
besassen,  aus  den  in  Fig.  542  angegebenen  Querscbnitt^flächen  die 
Werthe: 

2)  «^l-v,   3)   o  =  C-^)v. 

Hiernach  kann  man  der  Gleichung  1),  indem  man  für  die  Ge- 
schwindigkeit w  den  obigen  Werth  subätituirt,  auch  die  folgende 
Form  geben: 

V*  ^    £(//— — (/,  —  3) 

Wenn  man  nunmehr  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch 
auf  die  Berechnung  der  l)eiden  Au-flnssgeschwindigkeiten  w  und  u 
anwendet,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

'  2y       Va/  'lg 
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6) 

und  gelangt,  indem  mau  die  letztere  von  der  ersteren  subtrahirt, 
zu  einer  Gleichung,  welcher  man  die  falgeade  Form  geben  kann: 

7)  -51=  ■-. 

Durch  GleichsetzuDg  der  beiden  iu  Gleichung  4j  und  Gleichung  7) 

für  dia  QrOsse        gefüodeDen  Ausdrucke  erhält  man  endUob  «ne 

Gleichung,  aus  welcher  für  das  Verhältniss  der  beiden  Grössen 
h  —  2  und  // — z  der  folgende  Werth  sich  ergiebt: 


Wenk  man  hierin  —=— — -  letst,  «o  wird:   J*    ^  =  —  oo,  od«r: 

z^Ht  «Dtsprecheod  dem  Fklle,  in  welchem  die  bdden  amflieaiendeii  Waaser- 
■trehlen  nnt  gl'  ich  gro^^en  Geichwindigkeiten  in  dem  Bohie  C  zasammen- 
\T(  f^(^n  und  o)uu>  'Einander  gegettseitlg  ta  störea  ihre  Bewegaag  daeelbst  ge* 
meinsehaftlich  lurtsetzen. 

Der  Werth  e  =  1  entspricht  dttu  Falle,  in  welchem  aus  dem  Golüsae  B 
gar  heia  Waaser  tarn  Atfsflaaae  gelaagt.  Na^  Gleidiaag  8)  wird  für  dieeea 
Fall: 

alao  weaa  t.  B.  ass  Y  iat,  w  m'ad  k^z  =  ü^h  oder  «  =  *  — (Ä  — Jb), 

d.  h.  der  Wasaerspiegel  des  Gefässes  B  liegt  um  die  Höhe  H — h  tiefer  als 
der  Wasserspiegel  dos  Gcffissf  s  D,  und  nach  Gleiobnag  7}  hat  die  Auafloi^ 
geschwindigkeit  in  diesem  Falle  dit'  Grösse: 

.0)   .  =  j/27(^^" 

115 
Wenn  man  as;=  — ,  setzt,  so  ergiebt  sich  ans  Glei- 

h  ~~'  z  11 

chang  8)  der  Werth:  =      '  »  —  »==8»  ist,  so  wird 

//— 2r  =  52n>,86  und  // —  Ä  =  44™,86.  Nach  Gleichung  7)  hat  die  Aus- 
flussgcschwindigkeit  in  diesem  Falle  die  Grösse:  ps10">,Q04.  und  wenn 
/=0^»01  ist,  10  fliesst  ans  jedem  der  beiden  Gefibse  Ä  nnd  B  pro  8e- 

cnnde  eine  Wassermenge  ab,  derea  Rauminhalt  0,05452  Kubikmeter  beträgt. 
Die  hydratiÜRch'*  Druckhöhe  in  dem  Kobre  E  hat  nach  «il.Mchung  b)  die 
Gr&ate:  x  =^  U  ~  bi^fiib.   I>a  von  negativem  hydraulischen  Dracke  selbst» 
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Teratändlich  nicht  die  I^dc  sein  kann,  so  därl'en  die  obigen  iiesultate  nur 
dann  als  gflltig  betrsehtet  irerdeii,  wenn  ngleieh  die  U&henlftge  d«i  A«sflnn< 
röhre«  S  »o  gawililt  ist,  daw  die  von  dem  höchsten  Punkte  seines  Qoer- 

echnitles  aus  pemcsseno  Pri^iihöhe  H  gröps.^r  ist  als  54™,54ö  (oder  die  auf 
gleiche  Wc'i«(?  L'r-iness'>nc'  IVu'  khohe  z  prSsser  als  2™. 182). 

Die  Wirkung  des  atmosphärischen  Druckes  auf  den  Wasser- 
spipfT"!  kann  man  sich  durch  eine  aufgelegte  Wasserschicht  vr.n 
der  Hohe  h^,  =  lU^SSG  veranscbaulicheD.  Die  oben  getuiitienrii 
GleichuDgen  könoeD  daher  auch  für  den  in  Fig.  543  dargesteiiteu 


Fig.  6*8. 


Fall  als  gültig  betrachtet  werden,  bei  welchem  die  Wasserspiegel* 
fiüchen  iü  deo  Gefl^sen         F  der  Wirkung  des  atmosphftrisdieii 

Druckes  ausgesetzt  sind  und  in  Folge  dessen  ein  jeder  um  die 
Höhe  Hq  tiefer  liegt  als  der  Wasserspiegel  in  dem  betreffenden 
luftleeren  Rohre,  dessen  Wasserstandshöhe  die  wirkliche  Druckhöhe 
anzeigt.  Durch  den  aus  dem  Gefässe  A  mit  grosser  Geschwindig* 
keit  ausfliessenden  Wasserstrahl  wird  an  der  Ausflussmfindung  des- 
selben eine  Erniedrigung  der  hydraulischen  Druekhöhe  hervorge- 
bracht und  dadurch  bewirkt,  dass  das  Wasser  aus  dem  Geisse  F, 
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getrieben  durch  den  atmosphärischen  Druck,  zu  dem  höher  gelegenen 
Wasserbehälter  D  hinaufsteigt.  Da  bei  Ableitung  der  obigen  Glei- 
chungen die  Druckhöhen  Verluste,  welche  durch  die  Reibung  des 
Wassers  an  den  Köhrenwänden*)  verursacht  werden,  unberücksich- 
tigt geblieben  sind,  so  wird  die  pro  Secunde  geförderte  Wassermenge 
in  Wirklichkeit  etwas  kleiner  ausfallen,  als  die  obige  Rechnung  ergab. 

§  169. 

Gleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Kanälen. 

Die  in  den  vorigen  Paragraphen  mehrfach  angewendete  ver- 
einfachende Hypothese,  nach  welcher  die  Wassertheilchen  in  allen 
Punkten  einer  und  derselben  Querschnittsfläche  der  abfliessenden 
Wassermasse  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  sich  bewegen,  darf 
annäherungsweise  auch  für  den  in  Fig.  544  dargestellten  Fall  als 
gültig  betrachtet  werden,  bei  welchem  das  Wasser  durch  einen 
Kanal  aus  dem  Wasserbehälter  A  nach  dem  tiefer  gelegenen 

Wasserbehälter  B 
hinabfiiesst.  Hier- 
aus folgt,  dass  die 
Bewegung  des  Was- 
sers in  dem  Kanäle 
eine  gleichför- 
mige sein  wird, 
sobald  die  Quer- 
schnittsfläche der 
abfliessenden  Was- 
sermassc  überall 
dieselbe  Grösse  hat.  Rei  einem  geradlinigen  prismatischen  Kanäle 
wird  diese  Bedingung  erfüllt  sein,  wenn  die  Wassertiefe  an  den 
beiden  Enden  des  Kanales  dieselbe  Grösse  hat. 

Diejenige  Grösse,  welche  die  Höhendifferenz  der  beiden  Wasser- 
spiegel haben  muss,  wenn  das  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  c 
abfliessen  soll,  kann  annäherungsweise  berechnet  werden  nach  der 
Erfahrungsformel: 

1)  A=c-'  ;-^' 

in  welcher  ^  einen  Erfahrungscoefficienten,  F  die  Querschnittsfläche 
•)  Vergl.  „Technische  Mechanik«,  (7.  Aufl.)  §214. 
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der  abfliessenden  Wassermasse  und  P  den  sogenannten  Wasser- 
perimeter LMNH  bedeutet  oder  denjenigen  Theil  des  Quer- 
Bchnittsumfanges,  in   welchem  die  Querschnittsfläche  durch  den 

Boden  und  die  Seiten- 
winde  des  Kanales  be- 
grenzt  wird  (Fig.  545). 
Der  Erfahrungscoeffi- 
ff^^.  /'  ,/         cient  X>  hat  im  Mittel 

;  p  die  Grösse: 

'        V  2)    l  =  0,008. 

Bei  grosser  Skromgeschwindigkeit  hat  derselbe  einen  etwas  klei- 
neren Werth,  bei  kleiner  Stromgeschwindigkeit  einen  etwas  grös- 
seren Werth.  Den  genaueren  Werth  dieses  Coefficienten  kann  man 
berechnen  aus  der  Erfahrungsformel: 

3)  5=0.00741 

welche  zeigt,  dass  der  obige  Mittel werth  einer  Stromgeschwindig- 
keit von  0,734  Metern  pro  Secunde  entspricht. 

h 

Nach  Fig.  544  kann -y-  =  sin  a  gesetzt  werden;  man  kann 

V 

daher  der  Gleichung  1),  indem  man  dieselbe  für  c  auflöst,  auch 
die  folgende  Form  geben: 

l/2yi^'8ina 

und  dieselbe  in  dieser  letzteren  Form  zur  Berechnung  der  Strom- 
geschwindigkeit benutzen,  indem  man  aus  derselben  mit  Benutzung 
des  in  Gleichung  2)  für  Z  angegebenen  Mittelwerthes  zunächst  einen 
Annäherungswerth  von  c  berechnet  und  hernach  mit  dem  aus  Glei- 
chung 3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthe  von  Z  die  Rechnung 
wiederholt. 

§  170. 
Vortheilhaftes  Kanatprofil. 

Für  den  Wasserquerschnitt  F  und  den  Wasserperimeter  P  er- 
hält man  nach  Fig.  545  die  Gleichungen: 


2)  P=6H- 


2a 


sm  H 
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Aufl  lier  ersteren  Gleichung'  ergiebt  sich  für  die  Breite  des  Ka- 
Qäles  am  Bodeu  der  Ausdruck: 

*  a      tg « 

und  nach  Subjititution  dieses  Werthes  nimmt  die  zweite  Gleichung 
die  folgende  Form  an: 

Die  Gleichunf?  1)  des  vorigen  Parac^raphtMi  zeigt,  dass  zum 
Hervorbringen  oiiier  vorgedchriebeneti  Stroulgeschwindigkeit  unter 
sonst  gleirhon  Uiustäuden  ein  um  so  kleineres  Gefalle  ausreicht, 
je  kleiner  der  Wasserperimeter  F  ist.  Da  dor  Wasserquerschnitt  F 
und  der  Neigungswinkel  fi,  welchen  die  Seiten  wände  mit  der  Hori- 
zoiitaltin  einSL'hlie.ssen  sollen,  gegebene  Grössen  zu  betrachten 
sind,  so  bat  man  iu  Gleichung  4)  die  Grösse  P  als  eine  Function 
der  Wassertiefa  a  zu  behandeln,  und  erhält,  indem  mau  den  Ditfe- 
rdDiialquotieoteo  derselben  (nach  a  genommen)  gleich  Null  setzt, 
die  Gleiehung: 

6)   0  ^-  '  +-?-. 

a"     igf>  sin« 

Fftr  die  vortheilhafteste  Wassertiefe  ergiebt  sich  aus  dieser  Qlei- 

ebiiDg  der  Werth: 

^  Fs'niH 
cos  ^ 

Die  zugehörigen  Werthe  der  Grössen  h  und  P  kann  man  nunmehr 
aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  berechnen,  indem  man  darin  für  a 
diesen  Werth  substituirt. 

Aus  den  obigen  Gleit  liungon  ergeben  sich  die  in  der  folgenden 
Tabelle  zusammengestellt'.'n  Zahlenwerthc: 
0=  UO' 

-V  0.707 

-VF 

2,828 

Wenn  z.  B.  die  Werths:  /'•—4a'"  und  5  =  35'^  gogebt«n  sind,  so  erhält 
man  n^n  1  r  »l/i-en  Tabelle  di  -  Wertlu^:  «  =s  1»  894  und  6  =  (Hn,8T8.  welchen 
der  WWerperimetcr ;  i^=6™,7  i  entspricht. 


6)  -=|/Z^ 


60^ 

45  ö 

35*^ 

30« 

0,760 

0,740 

0,697 

0,664 

0,877 

0,613 

0,439 

0,356 

2,632 

3,704 

2,870 

3,012. 
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Achter  Abschnitt.    5  171. 


Um  für  da>  auf  solche  Weise  bestimmte  Kanalprofil  diejenige  Strom- 
geschwindigkeit zu  berechnen,  welche  dem  Werthe:  8ino  =  0,O:;l  entspricht, 
hat  man  in  der  <  ileichang  4)  des  vorigen  Paragraphen  zanächst  ;  =  0.008  zu 
setze»  und  erhält  daraus  zunächst  den  Annäherungswerth:  c=l™31.  Dieser 
?«^rromgeschwindigkeit  entspricht  nach  der  Gleichung  3)  de«  vorigen  Paragraphen 
der  Werth:  ;  =  0.007  74,  und  mit  Benutzung  desselben  findet  man  durch  Wie- 
derholung der  Rechnung  für  die  ^tromgeschwindigkeit  den  genaueren  Werth: 
c  =  l™.33.  Für  den  Rauminhalt  der  pro  Secnnde  abfliesacnden  Wassenneuge 
ergiebt  sich  hiemach  der  Werth:  (>  =  4  .  1.33  r=  5,32  Cubikmeter. 


§  171. 

Ungleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Kanälen. 

Wenn  die  Wassertiefe am  oberen  Ende  des  Kanales  grösser 
ist  als  die  Wassertiefe  ^,  am  unteren  Ende  (Fig.  546),  so  wird  die 

„.  Geschwindigkeit  r« 

Flg.  .>46.  u         1?  A 

am    oberen  Ende 

kleiner  sein  als 
die  Geschwindigkeit 
r,  am  unteren  Ende; 
die  Dewegung  des 
abfliessenden  Was- 
sers ist  also  in  die- 
sem Falle  eine  be- 
schleunigte. 

Während  bei  der 
gleich  förmigen 
Bewegung  des  Wassers  das  ganze  Gefalle  auf  üeberwindung  des 
Widerstandes  der  Reibung  des  Wassers  an  den  Kanalwänden  ver- 
wendet wird,  kann  man  sich  bei  dem  Falle  der  beschleunigten 
Bewegung  das  Gefälle  in  zwei  Theile  zerlegt  denken,  von  denen  der 
eine  auf  Üeberwindung  der  ßeibuugswiderstände,  und  der  andere 
auf  Vergrösserung  der  lebendigen  Kraft  der  abfliessenden  Wasser- 
masse verwendet  wird.  Die  Anwendung  des  Princips  der  leben- 
digen Kraft  auf  die  Bewegung  des  Wassers  längs  des  in  Fig.  547 
dargestellten  unendlich  kleinen  Tbeiles  der  Kanalslrecke  führt  hier- 
nacb  zu  der  Gleichung: 


1)    d2  =  Zdj- 

in  welcher  F  und  P  resp. 
Perimeter  im  Abstände  x 
deuten.    Da  die  Difierenz  der  letzteren  beiden  Glieder  dieser  Glei- 


F  2  7  +  2g 
den  Wa?serquer8chnitt 
von  dem  oberen  Ende 


2/ 

und  den  Wasser- 
des  Kanales  bc- 
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..2 


cbuDg  als  Differenxial  der  Grösse^,    zu  betrachten  ist,  so  kann 


man  statt  dessen  auch  setzen: 

.  2) 

Flg.  547. 


^^9 


Die  pro  Secunde  abfliessende 
Wassermssse  hat  den  EUum- 
Inhalt:  Q  =  Fv',  folglich  ist: 

F*  ^  F  ' 
Wenn  der  Kanal  ein  reehteeki- 
ges  Profil  von  der  Breite  b  hat^ 
so  ist:  F^bt  und  dF=bdt 
SU  setzen,  hiernach  wird: 

4)      d{^V*):=  p-f 

und  die  Gleichung  2)  nimmt  nach 
Substitution  dieses  Werthes  die  ibigende  Form  an: 

Nach  der  in  Fig.  647  angegebenen  Bezeichnungswelse  hat  das 
QefiUle  des  Wasserspiegels  die  Grösse: 

6)  dgsszdx. sina  —  cft. 
Indem  man  die  obigen  beiden  Werthe  tou  d9  eiDander  gleich  setzt, 
orhSlt  man  eine  Gldchuog,  aus  welcher  ffir  den  DUTerenzialquo- 
tienten  von  t  (nach  x  genommen)  der  folgende  Ausdruck  sich  er^ 
giebt: 


d- 


^-4 

9^ 


Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  bei  gegebener  Wasser- 
tiefe  t  diejenige  Grösse  dt  berechnen,  um  welche  längs  der  un- 
endlich kleinen  Strecke  dx  die  Wassertiefe  sich  ändern  muss,  wenn 
das  Wasser  mit  der  gegebenen  Geschwindigkeit  v  durch  den  be- 
treffenden Querschnitt  hindurcbfliessen  soll. 

Wenn  z.  B.  <  =  und  b=  10'"  ist,  so  hat  der  Wassoi'iucrsrlinitt  den 
Flächeninhalt:       =  6t  =  lOO'",    und   der    Wasserperinieter    die  Länge: 
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Achter  Abschnitt.    §  171. 


P=ü-\-2t  =  12"».    Wenn  ferner:  sin  a  =  „       ist,  so  erciebt  sich  für  die 

Oeschwindigkeit  der  i^lcichförmigcn  Bewegung,  welch?  bei  überall  frleich 
Krosser  Wassertiefe  von  1™  stiittdndcn  wurde,  (nach  §  169,  Gleichung  4)  der 
Werth:  (•=in»,02l4,  und  für  die  pro  Secande  abfliessende  Wassermenge  der 
Werth;  F.c=  10.214  Cubikmeter.  Bei  dieser  gleichförmigen  Bewegung  würde 
das  Lüngeuprolil  dos  Wasserspiegels  eine  dem  Kanalb<}den  parallele  jjerade 
Linie  bilden. 

indem  man  dem  Wasserspiegel  ein  grösseres  »lefälle  giebt,  kann  man 
bewirken,  dass  die  «iefchwindigkcit  den  grösseren  Werth:  r  =  l™,4.  und  die 
abtliossende  Wassermenge  den  grösseren  Werth :  (»  =  10.1,4  =  14  Cubikmeter 
pro  Secuiide  erreicht.  l)er  Geschwindigkeit  r=  1'».4  entspricht  (nach  §  169. 
Gleichung  3)  der  Coefficient:  s  =  0,007 72,  und  nach  (ileichung?)  der  Werth: 


Fig.  54b. 


Die  Wasser- 


4^=  —  0,000  533. 
dx 

tiefe  niuss  also  in  der  Richtung 
stronnibwiirts  uro  0™,000  533  pro 
Meter  der  Kanalstrecke  abnehmen. 
Da  für  eine  verhältnissmässig  kurze 
Strecke  das  LüngenproGl  des  Was- 
serspiegels bei  dem  hier  voraus- 
gesetzten geringen  Gefälle  annähe- 
rungsweise als  geradlinig  ange- 
sehen werden  darf,  so  erhalt  man 
nunmehr  nach  Fig.  r>46,  indem  man 
darin:  x  =  100™  =  /  —  a:  und 
/=  1«"  setzt,  für  die  Was8ortiefe:i 
an  den  beiden  Knden  des  Kanales 
die  Werthe:  =  l'^.O^SS  und 
/,  —  0™,9467.  Das  ganze  Gefälle 
des  Wasserspiegels  hat  hiernach 
die  Grösse:  /  sin  a  -|-     —    =  0,1  +  0.1066  =  0'n.2066. 

Der  Wassertiefe  t^,  —  1°>,Ü533  entspricht  die  <Jesi^h windigkeit:  ro=  ' 

V* 

=  l'n,329,  und  die  Geschwindigkeitshöhe:  rsO^SOg.  Wenn  also  der  Quer- 
schnitt des  Wasserbehälters  .1  so  gross  ist,  dass  die  Wassermasse  in  demselben 
als  ruhend  betrachtet  werden  darf,  so  wird  die  Oberfläche  derselben  um  0,09 
Meter  höher  liegen,  als  der  Wasserspiegel  am  oberen  Kude  des  Kanales  (Fig.  J>48). 
Die  ganze  Höhendifferenz  der  beiden  Wasserspiegel  A  und  B  in  Fig.  •'>46  mnss 
demnach:  <>,2966  Meter  betragen,  wenn  eine  Wassormenge  von  14  Cubiknictern 
pro  Secunde  durch  den  Kanal  von  A  nach  Ii  abfliessen  soll. 

Wenn  man  ein  anderes  3Ial  fiir  die  mittlere  Geschwindigkeit  den  kleine- 
ren Werth :  r  —  0"'.7  annimmt  (welchen»  der  Coetlicient  C  =  0,00303  entspricht), 

dt 

so  erhält  mau  auf  gleiche  Weise  den  Werth:  ^^  =  +  0,0002727.  Die  Be- 
wegung des  Wassers  ist  in  diesem  Falle  eine  verzögerte,  und  es  wird: 


to=  0"'.972  73,  ^  =  1«», 027  27.  f'o  =  0'".7 196, =  0«n,0264. 


Die  Wasser- 

tiefen-Differonz  hat  die  Grösse:  /,  — =  0'»',0i4  54.;  der  Wasserspiegel  hat 
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das  Gefälle:  0,1  —  0,054  54  =  0,04546;  die  ganse  Höhendifferenz  der  beiden 
WatBeripiegel  ietrftgt  in  diesem  Falle:  0,07186  Ifeter,  und  bei  dieaer  Hdben- 
Differenx  werden  nur  7  Cnbikineter  pro  Seconde  abflieNeti. 

§  172. 

Grenbadingani  dar  iMacUamifila»  SawafHif. 
Die  Bewegung  des  Wassers  in  dem  Kanäle  ist  eine  besohlen« 

dt 

nigte,  wenn  der  DifTeronzialquotient        negativ  ist.    Nacli  der 

im  vorigen  Paragraphen  gefuadenen  allgemeinen  Differensialglei- 
cbuug: 

P  r* 
. .      sin  a  —  ^  „  • 

1)       ^  ^  ^9 

(ix  ^  I7_ 

wird  diese  Bodingiiii]^'  erfüllt  sein,  sobald  von  den  b*'idpn  im  Zähler 
nnd  Nenner  des  Ausdnickes  auf  der  rechten  Seite  stehenden  GrOssen 
die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist. 

Wenn  mit  c  derjenige  Werth  von  r  bezeichnet  wird,  füi'  wel- 
chen der  Zähler  gleich  Null  wird,  so  ist: 

also  (nach  §  169,  Gleichung  4)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Wertlieii  I'\  F  und  sin  a  für  den  Fall  der  gleich- 
förmigen Bewegung  entsprechen  würde. 

Wenn  mit  C  derjenit^'e  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  für  wel- 
chen der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  ist: 

3)  C=VM^, 

also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welcher  die  halbe  Wasser- 
tiefe als  Geschwindigkeitshölie  entsprechen  würde. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  544  das  Wasser  anfangs  in  gleich- 
förmiger Bewegung  von  A  nnd  ß  abfliessend  und  nachher  in 
Folge  einer  Senkung  des  Wa.sserspiegels  B  in  eine  beschleu- 
nigte Bewegung  übei gehend,  so  erkennt  man  zugleich,  dass  bei 
diesem  neuen  Bevvegnngsustande  die  Geschwindigkeit  des  Wassers 
an  jeder  Stelle  des  Kanales  grösser  sein  wird  als  diejenige  Ge- 
schwindigkeit, mit  welclier  das  Wasser  im  Falle  der  gleichför- 
migen Bewegung  bei  gleich  grosser  Wassertiefe  an  dieser  Stelle 
vorheifliessen  würde.     Wenn  also  eine  beschleunigte  Bewegung 
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ein  Theil  der  Wassertiefenänderuüg  in  Anspruch  genommen  werden. 

Die  Gleichung  7)  zeigt  aber,  dass  (iH==  —  <lt  wird,  sobald  11=^ 

ist,  dass  also  für  diesen  Fall  zum  Hervorbringen  einer  beliebigen 
Geschwindigkeitsvergrösserung  dr  ein  Gefälle  erforderlich  sein 
würde,  welches  gleich  der  ganzen  zugehörigen  WassertiefenÄnde- 
rung  ist.  Es  kann  daher  eine  Geschwindigkeitsvergrösserung  über- 
haupt nicht  statten- 

Fig.  »49 


den.  wenn  H 


t 
2 


ist,  und  noch  weni- 

ger,  wenn 

ist.  Die  Bewegung 
des  Wassers  von  A 
nach  B  wird  daher 
eine  gleichför- 
mige bleiben,  wie 
tief  auch  immer  der 
ünterwasserspiegel  B  sinken  möge,  sobald  der  Neigungswinkel  a 
den  aus  der  Hedingungsgleichung  5)  zu  berechnenden  Werth  er- 
reicht oder  übertrifft  (Fig.  549).  Die  Bewegung  längs  der  ganzen 
Kanalstrecke  wird  auch  dann  noch  eine  gleichförmige  bleiben, 
wenn  der  ünterwasserspiegel  B  bis  unter  den  Kanalboden  herab- 
sinkt, und  demge- 
mäss  die  Wasserbe- 
wegung am  unteren 
Ende  des  Kanales 
in  einem  Wasserfalle 
ihren  Abschluss  fin- 
det (Fig.  550). 

Wenn  z.  B.  wieder 
t  =  l"'  and  b  =  lO«' 
gesetzt  wird,  so  ergicbt 
sich  ans  Gleicliung  3) 
der  Werth :  3«".  132. 
Dieser  Geschwindigkeit 

entspricht  mach  §  169,  «ileichung  3)  der  Coefficient:  ^  =  0,007  55.  Hiernach 

erhält  man  aus  der  für  den  Grenzwinkel  a  gefundenen  Gleichung  5)  den  Werth : 

.i„_  0:00755  (,^2)  ^„,,^^^3 

Wenn  als<>  der  Kanalboden  bei  einer  Länge  von  1000  Metern  ein  Gefälle  von 
4.53  Metern  hat,  so  wird  das  Wasser  gleichförmig  mit  einer  Geschwiudig- 


Fig.  fw«. 


f 


4P0 


A.'hrer  Abschnitr.  173. 


kcit  ron  3.132  Metern  pro  Sernnde  von  .1  narh  B  auch  <\tLxm  noch  abriie^sen. 
wenn  der  rnterwa«sCTsi.iei^l  B  am  -»ine  beliebige  <TrB«ae  <  »ich  senkt  (Fig". 

Der  obere  Waaterüpiegel  A  wird  in  iti-^^em  Falle  am  die  lieachwindi^fkeirphöhe 

t 

—  =  0.5  Met*r  höher  Herfen  aln  der  Waawrvpiegol  am  oberen  Ende  des  Eanales. 

§  1«3. 

Beschleunigte  Bewegung  in  bergan  steigendem  Kanäle. 

Da  die  Oesch^ndigkeitahöhe  niemals  über  die  halbe  Waaser- 
tiefe  hinaus  wachsen  kann  —  vorausgesetzt,  daas  dieselbe  von  vorn- 
herein einen  kleineren  Werth  hatte  —  so  wird  in  der  allgemeinen 
Differenzialgl'Mchung: 


1) 


dt 
dx 


sin  a 


P 


1  

der  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  immer  positiv 
sein,  wenn  der  Neigungswinkel  x  kleiner  ist  als  der  aus  Glei- 
chung h)  des  vorigen  Paragraphen  zu  berechnende  Grenzwerth. 

Der  Dilferenzialijiiotient    '^^^  wird  daher  immer  negativ  sein,  wenn 

Mn  a  negativ  ist  Hieraus  folgt,  dass  die  Bewegung  unter  allen 
Umständen  eine  beschleunigte  aein  wird,  wenn  das  Wa^jser  in  Be- 
zug auf  den  ansteigenden  Kanalboden  bergan  tliesst  statt  bergab. 
Indem  man  „  —  sin  a"  statt  „-;-  sin  a'*  setzt,  erhält  man  für  diesen 
Fall  die  Gleichung: 

r" 


2) 


dt 

dx. 


sin  a  -{-  , 


1  — 


Fi  (f.  'V»!. 


Mit  Beihehaltnng  der 
am  Seblusse  des  $  171 
an  genommenen  Zahlen- 
werthe:  t=\^.  i=rlO»»'. 
P=l2™.F=lOC««,sin  a 
=  0,0005,  r  =  0«n.7  und 
0.008  03  erhält  man 
aas    obi^r  Gleichung' 

den  Werth : 


dx 


0,000  78.  aod  wenn  mau 

wie  -lort:  r  =  100»n.-  '-r  aetzt.  so  wird:  t^  —  V^,(il%  and  fi=0"'.922.  Hier- 
na**!!  hat  da«  •^'»falle  de«  Was-ferspie^els  di.'  «^irösse:  1*0  — 'j  — ^sina  =  0,156  —  0.1 
=  M"'.«i56.    Die  Ge-rh^indigkeit  hat  am  oberen  Ende  des  Kanalaa  die  «rrdsse: 


LäDgenprofll  det  WmerBpiegels. 
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ff^cs;0">,6ft,  «Ddam  mitereD  End«  die  OtSsk:  «j=0'"J9.  Der  Wanerapiegel  ^ 

lieft  mn  die  Geichwindigkeitshdbe:       =  0>°,02151iftbcra1tderWM8er8|»iegel 

oberen  Ende  dee  Kemilee.  Die  irftnie  H9bendiffere»t  der  beideo  Wtswr» 
Spiegel  A  und  B  muss  aUso:  0,0775  Meter  betragen,  wenn  die  der  angenommeDeD 

ni'ttleren  Geschwiinliglieit :  r  —  om^7  enteprecbende  WanermeDge  van  7  Cabik« 
metern  pro  St?cunf3<'  <i1»fli>?sscn  soll. 

Die  obi^e  Glficbung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  dtv 

Keigiirigswinkel  des  Karialbodens  die  Grösse  Null  hat.  Hiernach 

erhält  man  für  die  Bewegung  des  Wassers  io  einem  horizontalen 

Kanäle  die  Gleicbang: 


Bei   den   oWn   anp-enonimenen  Zahlenweri heii   wird   für  dieKen  Fall- 

dt 

=  0,0002536,  also    —  l'»,025S6  und  «»^O^QTi  W,  folglich  tro=0»»^827, 
r* 

«1  =  0",7ia2  und  ^  :=0»,0287.  Ffir  dae  GeftUe  des  Wasaenpiegeb  erglebt 

sieb  bieniaeh  der  Wcrtb:  t^  —  h  =0",050  72,  und  Ar  die  ganxe  HShendiffereni 
der  beiden  Waieeieplegel  A  und  B  der  Werth:  0^,0785. 

§  IH. 

Ubifenpriin  dea  Wüsaripltgila. 

Nur  bei  geringem  QeAlle  des  Wasserspiegels  darf  das  Längen* 
profil  desselben  fflr  eine  kurze  Sirecke  annäherungsweise  als  gerad- 
linig betrachtet  werden.  Um  die  genauere  Form  dieses  Längen- 
profiles  XQ  bestimmen,  bat  man  sieh  die  ganze  Länge  l  in  mehrere 
Theile:  2,,  2,  ...  2b  zerlegt  zu  denken  und  die  altgemeine  Diffe- 
rensialgleiehung  7)  des  §  171,  welcher  man  nach  Substitution  der 
Werthe:  F=hi  and  P»ft  +  2 <  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

dt  V    '    6  /  %^ 


1)    .  - 


9^ 

alsdann  der  Beibe  nadi  auf  Jede  einzelne  dieser  Strecken  anzu- 
wenden, indem  mau  fär  die  QrOssen  v  und  I  ilire  jedesmaligen 
Mittelwerthe  einsetzt  (Fig.  652). 

Wenn  die  Ton  dem  Kanäle  pro  Secunde  fortzuführende  Wasser- 
menge  Q  Torgeschrieben,  und  die  Wassertiefe  am  oberen  Ende 
gegeben  ist,  so  kann  man  zunächst  aus  der  Qleiefaung: 

BUt«r,  InfftiiIinr>M«e1iaolk.  3.  Avit  3| 
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•2) 


die  Geschwindigkeit  am  oberen  Ende  des  Kanales  berechnen.  In- 
dem man  alsdann  für  die  Wasaertiefe  lam  unteren  Ende  der 
ersten  Strecke  i  einen  beliebigen  Werth  willkürlich  annimmt, 
findet  man  aaf  gleiche  Weise  die  Geschwindigkeit  am  unteren  Ende 

der  ersten  Strecke 

fix  vf* 

^'  aos  der  Gleichong: 

Hiemach  kann 
man  aas  der  Glei- 
chung 1),  indem  aiaa 

darin :  <•  = 


Werth  des  Differenzialquotienten 


dx 


und 

setzt,    den  Mittel- 
far  die  erste  Strecke,  und 


mit  Benutzung  des  Werthes  zugleich  die  Streckenlänge  be- 
rechnen, welche  der  willkürlich  angenommenen  Wassertiefen -Ab- 
nahme —  <,  entspricht.  Durch  Wiederholung  dieser  Berechnung 
in  Bezug  auf  die  zweite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  kann 
man  nachher  auf  gleiche  Weise  die  übrigen  Theile  des  Längen- 
profiles  bestimmen. 

In  dem  enten  ZAblenbeupiele  des  §171  wnrde:  ^  =  14*^.  6  =  10«», 
■ina  =  Ö.rX)05  angenommen,  woraaa  die  Werthe:  =  1  =».0533,  r,  =  1  o>.3292 
and  eine  Was^^rtiefen- Abnahme  von  0,1066  Metern  für  die  fraoze  Lin^  des 
Kanäle«  berechnet  wurden.  Indem  man  aich  diese  ganze  Wassertiefen- Ab- 
nahme in  vier  gleiche  Theile  zerlegt  denkt,  findet  man  für  die  Wassertiefen 
an  den  unteren  Endpankten  der  vier  zugehörigen  Strecken  die  Werthe : 
<j  =  1^  026  65,  «,=  1».  /,  =  0'".973  35.  /4  =  0™.9467,  and  fOr  die  «Geschwin- 
digkeiten an    diesen  rier  Strllen   die  Werthe:       =  1'^.3646.  r,  =  1™.4. 


r,  =  1".4877,         1  ".4788. 


Strecke :  r  = 


2 


=  1  n>,M7,  X  = 


Hiemach  bat  man  bei  der  Berechnang  der  ersten 
2 


=  1  ««,04  and  C  =  0.007  73  za 


setzen;  man  erhält  dann  aas  Gleichong  1)  den  Werth: 
0,0005  -  0.007  73 (l  -f-  '^^l^') 
dx"^  I  1.347« 


2.9.S1 .  1.04 


=  —  0.000  401  3, 


1  — 


als 


9,81  .  1,04 

Wassertiefen- Zunahme  pro  Längeneinheit 


der  ersten  Strecke.    Da  die 


Längenprofil  des  Wasserapiegels. 


483 


0  1066 

gante  WAssertiefen-Abnahme  für  diese  Strecke  gleich  — ^— —  =0™,026  6ö  ist, 

4 

80  ergiebt  sieh  fttr  die  Länge  der  eisten  Strecke  der  Werth: 

,        0.026  65 

Bei   der    Berechnung  der  zweiten   Strecke   bat  man:  » = 

s=l»l»8U,  t=^^^=  tB,0188  iiDd  C= 0,007 7S  sa  tatwa;  ibmi  erbUt 

dlt 

Jana  die  Wcrthe: —  —  0,000486  und  /,  =  54™,84.    Auf  gleiche  Weise 

findet  man  für  die  dritte  and  vierte  Strecke  die  Werthe:  ^  =  45*^,82  und 
i4  =  «8'",40. 

Die  fgWKwn  Bereehnmif  dci  in  §  171  annftbeningsweite  alt  geradlinig 

betrachteten  Langenprofiks  fahrt  also  so  dem  Keiiltete,  daat  die  ganie  Llofe 

des  Kanales  nicht  200  Meter  —  wie  in  §  171  angenommen  worde  —  8<m(!em 
205,47  Meter  betragen  müsste,  wenn  bei  der  vorausgesetzten  Wassertiefeo» 
Abnahme  von  0,1065  Metern  eine  Wassermenge  von  14  Cnbikmetem  pro  Seconde 
abflieseen  aoll. 

MaD  erkennt  an  dem  oben  bereofaneteo  Zahlenbeispiele,  daas 
nach  dem  unteren  Bnde  dea  Saoales  hin  die  Waasertiefe  immer 
laacher  abnunmt,  und  die  Geechwindigkelt  immer  raeefaer  an* 
nimmt  Da  naeb  §  172  die  Gesehwindigkeitababe  niemals  Aber 
die  halbe  Waaeertiefe  hinaoa  wachsen  kann,  so  muae  ee  für  die 
Wasaertiefe  selbst  einen  unteren  Grenawerth  geben,  unter  wel- 
chen hinab  dieselbe  niemals  abnehmen  kann,  wie  tief  aneh  immer 
der  Wasserspiegel  B  sinken  mOge.  Diesen  Qrenswerth  I  findet 
man  ans  den  gegebenen  Grossen     nnd  i«,  indem  man  die  der 

Geschwindigkeitshöhe  entsprechende  Geschwindigkeit  gleich  der- 
jenigen Geschwindig-keit  setzt,  welche  dem  umgekehrten  Querschnitts- 
ferhftltnüise  entspricht,  aus  der  Gleichung: 

So  t.  B.  wurde  man  bei  den  oben  angenommenen  Werthen :  =  1  °>,3293 
und  fo  =  l»tO&dS  far  diese  unteie  Orense  der  Wassertiefe  den  folgenden  Werth 
erhalten: 


1)  l=fy 


9,81 

Denkt  man  sich  den  oben  als  Beispiel  gewählten  Kanal  ström» 
abwftris  noeh  weiter  sich  fortsetsend  und  den  nnteren  Endpankt 
gerade  bis  an  derjenigen  Stelle  hinausgerückt,  für  welche  nach 
der  ohen  angewendeten  Berechnungsmethode  die  Wassertiefet 
I  =r  0'',586  sich  ergeben  wQrde,  so  erkennt  man,  dsss  in  diesem 
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Fille  die  angeDommene  GrOese:  Q=slA*^  suglach  den  obereo 
Grenswerth  bilden  wflrde  fOr  die  WaesenDenge,  welche  unter 
Bolcben  Umetftnden  fiberhatipt  von  dem  Kanäle  fortgefnbrt  werden 
kann,  and  die  Grtase:  Vq  =  1"*,3292  den  oberen  Grentwerth  f&r 
die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  bei  der  angenommenen  Wasser- 

^  tiefe:  <o=l  ",0633 

^  am  oberen  Ende  das 

Wasser  von  Ä  ab« 
fliessenkann.  Diese 

Geschwind^kdt 
wird  selbst  dann 
nicht  femer  wach- 
sen können,  wenn 
der  Wasserspiegel  B 
bis  uoier  den  Kanal- 
boden  hinab  sinkt 
(Fig.&ö3).  Zugleich 

erglebt  sich  ans  Gleiebnng  1):  dass  an  dieser  Stelle:  -^=  — <x> 

wird,  dass  also  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  an  dieser  Stelle 
eine  verticale  Taiigentenrichtiing  annimmt. 

Läge  üüs  untere  Ende  noch  weiter  enlfernt,  so  würde  das 
Wasser  überhaupt  nicht  mehr  müder  Geschwindigkeit:  =  1  "',3292 
in  den  Kanal  eintreten  können.  Es  würde  in  diesem  Falle  vielmehr 
ein  neuer  —  und  zwar  kleinerer  —  Grenzwerth  ^v,'  für  die  Ein- 
trittsgeschwindigkeit Iq  sich  bilden,  und  wiederum  würde  an  dem 
unteren  Ende  falls  der  Ausfluss  (wie  in  Fig.  553)  in  den  leeren 
Raum  stattfindet  —  diejenige  Wassertiefe  t'  sich  herstellen,  welche 
nach  Gleichung  6)  dem  neuen  Werthe  r©'  der  Eintrittsgeschwindig- 
keit entspricht,  sowie  umgekehrt  aus  dem  gegebenen  Werthe  t'  der 
zugehörige  Werth  von  v^'  aus  der  obigen  Gleichung  berechnet  wer- 
den kann. 

Wenn  man  >.  B.  t'  =  0™,55  setst,  lo  erhilt  man  am  Gleichung  6;  fOr 
die  sng«hfeige  EiDtrittogeaehwindigkaifc  den  Werth: 


Da  jedoch  die  Ungenauigkeit  der  hinsichtlich  der  Bewegung 
des  Wassers  in  §  169  gemachten  Yoranssetinngen  mit  wachsender 
Neigung  des  Wasserspiegels  annimmt,  so  wird  man  für  den  hier 
betrachteten  Grensfiül  einer  verticalen  Lage  des  Wasserspiegel» 
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selbstverständlich  eine  vollkommene  üebereinstimraung  der  Rech- 
oungsresultate  mit  den  Erfahrungsresultatea  nicht  erwarten  dörfen. 


§  175. 
Stau-Curve. 

Die  in  §  171  gefundene  allgemeine  Differenzialgleichung  kann 
—  wie  das  am  Schlüsse  jenes  Paragraphen  berechnete  zweite 
Zahlenbeispiel  zeigt  —  ebensowohl  auf  die  verzögerte,  als  auf 
die  beschleunigte  Bewegung  angewendet  werden,  und  wenn 
man  jeiior  Gleichung  wiederum  die  im  vorigen  Paragraphen  an- 
gegebene Form: 


di 

dx 


1  — 


giebt,  so  kann  man  bei  der  Berechnung  des  Längenprofiles  genau 
dasselbe  Verfahren  anwenden,  welches  im  vorignn  Paragraphen  auf 
den  Fall  der  beschleunigten  Bewegung  angewendet  wurde. 

Man  berechnet 
Kg,  664.  zunächst    aus  der 

gegebenen  Wasser- 
tiefe am  oberen 
Ende  des  Kanalea 
und  der  gleichfalls 
gegebenen  Wasser- 
menge Q  die  Ein- 
triitsgesehwiDdig^ 
kait  nimmt  als- 
dann für  die  Wm- 
sertiefe  am  un- 
teren Endpunkte  der  ersten  Streeke  /|  einen  wUlkOrlieh  sa  wik- 
lenden  Werth  an  nnd  berechnet  damas  die  Geschwindigkeit  an 
dem  unteren  Endpunkte  dieser  Strecke  (Elg.  554).  Hiemach  kann 
man  aus  der  obigen  Differensialgleichung,  indem  man  darin  es 

••-+••  und<= 


setzt,  die  Wassertiefen  -  Zunahme  pro 


2  '  2 

Längeneinheit  für  die  erste  Strecke  und  damit  zugleich  die  Länge 
derselben  berechnen.  Indem  man  diese  Berechnung  in  Bezug  auf 
die  zweite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  wiederholt,  findet  man 
sucoessive  die  Qbrigen  Theile  des  ganzen  Längenprofiies. 
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Bei  dem  am  Schliisse  des  §  171  bereclinoten  zweiten  ZalilenWispielf» 
wurde:  ^  =  7  Cubikmeter,  i  ~  10"*,  8ioa  =  0,0005  gesetit,  woraus  die 
W«Ttli«:  fo  =  0™,972  73,  ro  =  0°»,7196  und  eine  Wassertiefenxunahme  ron 
0,OM&4  M«teni  fOx  di«  gtnn  Lioge  d<s  Eanfttot  iMrechnek  irarden.  iDden 
niAtt  sich  diese  ginii  WMMrtiefensQiuthme  in  vier  gldche  Thaile  Ton  der 

OrilM«:  -,QiB^Qt35g5  «riegt  deDkt,  findet  man  fBr  di«  WMwrtiefaii 

aa  den  unteren  Endpunkten  der  vter  ingehArigen  Straeken  die  Wertbe: 

|,ssO»,9864,      =        <,=  in0186.  ^  =  1»02T27,  und   für  die  Ge- 

«chwindig'lfeiten  an  diesen  vier  St*»11pn  dio  Werthe:  Pj  =0^i'.7097,  rj=0",7, 
p,  =  0n',6906,  r4  =  ü"^,6814.    Hiernach   hat  nmn  bei  der  Berechnung  der 

obersten  Strecke:  c  =     "^-'=  0%7 146.  « =  ^sill  =  o«ö,9795  und  ;  = 

0,00B016  SU  eetsen:  um  erhält  dann  aus  Gleichung  1)  den  W^h: 

0.0006-ö.008016.(l  +  -^^M£&)-_  0J_146' 

t)  ^=   0.T146»   «o.ooam9 

9,81.0,9795 

ab  Waaaertiefemvnnhine  pro  Lingeoeinlieit  der  ertten  Stieeke,  und  fttr  die 
LInge  dmelben  efg^ebt  sich  hieraus  der  Werth: 

0.013635  .^^^ 

Bei  der  Berechnung  der  tweiten  Strecke  hat  man:  v  =  =  0>>,704S. 

t  =  '  '  ^  =  QP^,99a2  und  ?  =  0,00ä024  zu  setzen;  oiau  erhält  dann  die 
Warthe:  y  =0,00028845  und  r«  =  60",8.  Auf  dieselbe  Weise  findet  man 

ax 

ffir  die  dritte  und  vierte  Strecke  resp.  die  Werthe:  Ig    49*^.15  und  I4  =  47  ■■J. 

])i8  Vergleicliiuig  dieser  Werthe  mit  denjenigen  Werthen, 
welefae  ans  der  in  §  171  gemaehten  Voranflsetzong  einer  geradlinigen 
Form  des  Längenprofiles  sieb  ergeben  wQrden,  zeigt:  dass  bei  der 
Tenflgerten  Bewegung  im  Ällgemeinen  der  Fehler  sehr  klein  sein 
wird,  welchen  man  begeht,  indem  man  für  die  Terbftltaissmässig 
kurae  Strecke  von  einigen  hundert  Metern  das  Lftngenprofil  des 
Wasserspiegels  als  geradlinig  annimmt. 

Wenn  man  in  Gleichung  1)  den  Zähler  des  Ausdruckes  auf 
der  rechten  Seite  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

4)    8ina=::^(l+  5,^) 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  =  8Qch  die  fol- 
gende Form  geben  kann: 
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Indem  mm  xaoftehat  annähenrngsweiBe:   ^1  +       =  1  and 

5  r=  0,008  setzt,  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  den  Annähe- 
ruDgswerth:  ^  =  0'",73,  und  nach  Substitution  desselben  in  dem 
Ausdrucke  auf  der  rechten  Seite  mit  BenntKiiDg  des  mmmehr 
(aus  §  169,  Glsieliiing  3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthes  Ton 
C  den  genaneien  Werth:  t  —  0^J7.    Dieser  Werth  ▼en  t  wOrde 

dem  Werthe:  "^^^i  gleichförmigen  Be- 

wegung entsprechen;  d.  h.  wenn  bei  gleichförmiger  Bewegung  die 
oben  angenommene  Wassermenge  von  7  Gubikmetem  pro  Secnnde 
durch  den  Kanal  fort^^eführt  werden  sollte,  SO  mUsste  die  Wasser- 
tiefe überall  0,77  Meter  betragen. 

Die  Oieichung  1)  zeigt,  dass  mit  abnehmender  Wassertiefe  t 

der  DiffereoKialqnotient  ^  immer  kleiner  wird,  und  dass  derselbe 

dx 

gleich  Null  wird,  wpiin  f  =  0*",77  wird.  Denkt  man  sich  den  in 
Fig.  054  daigesLellteii  Kanal  über  den  oberen  Endpunkt  hinaus  be- 
liebij^  weit  verläncrert,  und  die  Berechnuog  des  Längenprofiles  in 
Bezu^^  aui  den  stromaufwärts  gelegenen  Theil  immer  weiter  fort- 
gesetzt, so  erkennt  man,  dass  die  in  der  Richtunrj  stromaufwärts 
allmählich  kleiner  werdende  Wassertiefe  dem  oben  gefundenen  Grenz- 
werthe:  <  =  0"',77  immer  mehr  sich  nähern  wird,  ohne  denselben 
jemals  wirklirli  /.u  erreichen.  In  der  Kiehtung  stioiiiaufwärts  nähert 
sich  also  das  Laugenprofil  des  Wasserspiegels  asymptotisch  derjenigen 
(dem  Kanalbodeu  parallelen)  geraden  Linie,  welche  für  den  Fall  der 
gleichförmigen  Bewegung  (bei  gleich  grosser  Wassermenge  Q)  das 

Längenprofil  des  Wasserspiegels  bilden  wflrde. 

Daawlbe  Resoltat  würde  «ach  in  Bezof^  auf  dtn  in  Fig.  668  daTgesteUten 

Fall  nah  argeben,  wenn  man  sich  den  Kanal  über  den  oberen  Kinlpuiikt  hin* 
■Hfl  verlingert  fl^nV-t  vm]  thr^  B<^reclitnuig  des  Lfingenprofiles  in  der  l'iclitung 
ström  aufwärts  immer  weiter  fortsetzt.  Der  im  vorigen  rarapraphen  ange- 
nommenen Waaäenueu^'c  von  14  Cubikroetern  pro  i^ecuude  wurde  für  den  Fall 
der  gleichförmigen  Bewegung  nach  Oleiehnng  5)  die  Waaaertlefe:  ^sa:l"^,246 
emtaprechen,  In  Fig.  552  würde  abo  eine  in  dar  Röhe:  t=l^,2ib  über  dem 
Eanalboden  parallel  zu  demselben  gelehrte  gerade  Linie  die  Asymptote  bilden 
für  das  in  der  Eichtang  stromaafwäris  bis  ins  unendliche  fortgesetzte  Langen- 
proül  des  Wasserspiegels. 

§  176. 
Waater-Schwelle. 

Bei  der  verzögerten  Bewegung  des  Wassers  in  einem  Kanäle 
hat  der  in  ^  171  (Gleichung  Tj  für  die  Wassertiefen- Aenderuug  ge- 
fundene Ausdruck: 
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P  r» 
»in  a  — C  •  /r-  ö  - 

1  _  '1 

immer  einen  positiven  Werth,  uDti  zwar  ist  sowohl  der  Zähler 
als'  iler  Xenoer  des  Au<?'inickes  auf  der  rechten  S«nte  .>tet?  eine 
positive  (irösse.  \n  ä^r  HichtUDg  stromaufwärts  tindi't  ein  bestän- 
diges xVboehmen  der  Wassertiefe  f  und  ein  beständiges  Ztinehmeu 
d*»r  Oeschwindigkeit  >■  statt.  Es  wird  daher  sowohl  der  Zähler 
als  der  Nenner  le?  obigen  Ausdruckes  m  der  Richtung  stromauf- 
wärts allmäh licii  kleiner  werden  und  dem  Werthe  Null  immer 
mehr  sich  nähern. 

Wenn  mit  r  derjenij^e  Werth  von  r  bezeichnet  wird,  für  wel- 
clieo  der  Zähler  gleich  Null  wird,  so  ist; 

also  nach  §  169  (Gleirhnnij  \)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Wertlien:  /,  I\  sin  a  als  Geschwindigkeit  der  gleich- 
fÄrmigen  Beweguiiir  entsprechen  würde. 

Wenn  mit  C  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  für  wel- 
chen der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  ist: 


3)  C=\/ig-\ 


also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welcher  die  halbe  Wasser» 
tiefe  als  Geschwindigkeitshöhe  entsprechen  würde.    (V^erj:^!.  §  172}. 

Hierans  fol?^t,  dass  bei  allmählichem  Wachsen  von  r  der 
Zähler  den  Werth  Null  früher  erreichen  wird  als  der  Nenner, 
sobald  die  der  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Gei?chwindigkeits- 
hohe  kleiner  ist  als  die  halbe  z\i^^ehöri<^e  Wassertiefe.  Wenn  aber 
der  Zähler  den  Werth  Ntill  erreicht,  wnhrpnd  der  Nenner  noch 
positiv  geblieben  ist,  so  wird  an  der  betreileuden  Stelle  der  Uiffe- 

reozialquotieDt--  deo  Werth  Null  annehmeo,  welcher  dem  Falle 

der  gleichförmigen  Bewegung  entsprechend  eine  fernere  Wasser- 
tiefen-Abnahme aussehliesst,  und  das  Längenprofil  des  W^serspie- 
gels  ^vird  in  diesem  Falle  (auf  dieselbe  Weise,  wie  im  vorigen  Para- 
graphen auf  dem  W  ege  der  Rechnung  ermittelt  wurde)  in  der 
Kichtung  stromauf Aiirts  an  das  geratllinige  Längenprofil  der  gleich- 
förmigen Bewegung  asymptotisch  sich  anschliessen  (Fig.  555). 
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B 


■y  

a 


Deckt  man  sich  in  dem  (unendlich  lang  vorausgespi/tPHl  Ka- 
näle die  VVassermenge  Q  pro  Secunde  aofaiigs  iu  gleicblorrai- 
ger  Rewe^in^  bei  überall  gleich  grosser  Wassertiefe  a  mit  der 
Geschwindigkeit  c  abfliessend  und  hernach  In  Folge  einer  durch 

Steigen  des  ünter- 
Fig.  655.  Wasserspiegels  B 

hervorgebrachten 
Stauung  die  Was- 
sertiefe überall  so 
lange  wachsend,  bis 
nadi  eingetretenem 
Bebarrungszustande 
wiederum  dieselbe 
Wassermenge  Q  pro 
Seennde  zum  Ab* 
flösse  gelangt,  so  er« 
kennt  man,  dass  ein 
solcber  asjmptotiscber  Anschluss  der  Stanenrve  an  das  geradlinige 
Lllngenprofil  der  glei<dif))rmigen  Bewegung  immer  dann  stattfinden 
wird,  wenn  die  der  anf&nglicben  Qesebwindigiceit  der  glsiebfDr- 
migen  Bewegung  entsprechende  Gescbwindigl^eitshöbe  kleiner 
als  die  halbe  anfltngliehe  Wassertiefe  war.  Nach  §  172  (Glei- 
chung 5)  wird  also  die  Staueurre  die  in  Fig.  555  dargestellte  Form 
annehmen,  sobald  der  Neigungswinkel  des  Kanalbodens  der  folgen- 
den Bedingung  entspricht: 


4)    8ina<  ^  (l  I  ''^)' 


Wenn  t»ti,a—  und  b  =  IG"*  gesetst  wird«  so  nimmt  dt«9e  fiedingimg 
die  Form  an:  ain  a  <         (l  +  ^) •  oder!  sin  «  < 0,0048. 

Eine  von  der  vorigen  gänzlich  verschiedene  Form  dagegen 

wird  das  Längeoprotii  des  Wasserspiegels  annehmen,  wenD^- 

^9 


a 


grösser  als  war,  denn  in  diesem  letzteren  Falle  wird  in  Glei- 
chung 1)  bei  allmäblicbem  Wachsen  von  v  der  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  den  Werth  Null  erreichen  und  nach  der  negativen 
Seite  hin  überschreiten,  während  der  Zähler  noch  positiv  ge- 

dt 

blieben  ist  Der  DIATerentialquotient^wird  also  an  der  betreffen- 
den Stelle  durch  den  Werth  oc  aus  dem  positiven  in  das  negative 
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Gebiet  übergehen  —  entsprechend  einer  ümbieguDg  der  Stauen rve 

nnd  einem  Zurückkehren  derselben  nach  dem  unteren  Ende  des 

Kuriales  hin.  —  Um  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  für  diesen 

Fall  za  bestimmen,  würde  mau  zunächst  der  Gleichung  1)«  indem 
Q 

man  darin  ^^-^  ^^^s^  <^  folgende  Form  ra  geben  hallen: 


(2/\ 
1  • 


ghU* 


Nach  dieser  Gleiehung  wOrde  man  für  jeden  gegebenen  Werth 


Wörth  des 


dt 


Üifferenzialquotienten  ^  be- 


von  t  den  zugehörigen 

reebnen  und  (auf  dieselbe  Weise,  wie  in  den  vorigen  beiden  Pa- 
ragraphen gezeigt  wurde)  die  einzelnen  Theile  des  Lftngenprofiles 
nach  und  nach  bestimmen  itOnnen. 

Durch  Ausführung  dieser  Reehnung  wfirde  man  für  das  Lftn* 
genprofil  des  Wasserspiegeli  eine  Garre  erhalten,  welche  mit  dem 

oberen  Zweige  an 
Fig.  556.  die  Horizontale, 

lind  mit  dem  un^ 
tereu  wieder  rück- 
wärts gewendeten 
Zweige  an  das  ge- 
radlinige Tiängen- 
protil  der  glpieli- 
fömiigen  Bewe- 
gung asymptotisch 
sich  anschliesst  — 
in  solcher  Weise, 
dass  in  der  strom- 
abwärts von  jenem 

Umkehrpunkte  gelegenen  Kanalstrecke  jedem  Werths  von  x  zwei 
Teraohiedene  Werthe  von  t  entsprechen  wurden  (Fig.  556).  Wenn 
aber  der  Wasserspiegel  wirklich  eine  solche  Form  hätte,  so  wurden 
jedenfalls  in  der  Nähe  derjenigen  Stelle,  an  welcher  nach  obiger 

Gleichung  der  Differenzialquotient  ^  einen   anendlich  grossen 

Werth  annimmt,  die  in  §  169  gemachten  YoraussetKongen,  naofa 
welchen  in  allen  Punkten  eines  und  desselben  Querschnittes  die 
Wassertbeilchen  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  sich  bewogen 
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sollten,,  unmöirlich  noch  erfällt  sein  könuen,  und  da  die  obige 
Diflferenzialgleichung  eben  aus  jenen  Voraussetzungen  abgeleitet 
worden  war,  so  folgt  hieraus;  dass  dieselbe  auf  den  Torliegendea 
fall  überhaupt  nicht  mehr  angewendet  werden  darf. 

Obwohl  hiernach  eine  directe  Anwendung  der  obigen  Rech- 
nungsresultate nicht  statthaft  sein  würde,  so  ist  doch  oine  in- 
directd  Verwerthung  derselben  hiermit  Iseineswegs  ausge.-^chlossen, 
insofern  man  aus  dem  Ergebnisse  der  obigen  Untersuchung  den 
Scbluss  ziehen  darf,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  das  Längen- 
profil des  Wasserspiegels  überhaupt  keine  stetig  gtkrümmte  Linie 
bilden  kann.  Mao  mnss  vieiraehr  annehmen,  dass  an  irgend  einer 
Stellt;  ein  plötzlicher  Uebt;rgang  aus  dorn  geraiilinigeu  Liingen- 
protile  der  gleichi'ormigen  Bewegung  in  das  kriiiumlinigo  Längen- 
profil der  ungleichförmigen  Bewegung  stalilindeii  wird.  Es  bildet 
sich  in  diesem  Falle  eine  sogenannte  Wasser-Schwelle,  bei 
welcher  die  Wassertiefe  sprungweise  aas  einem  kleinorafi 
Wertlie  in  einen  grösseren  Werth  übergeht  In  dem  stromauf- 
Wirts  gelegeoen  Tlieile  wird  ifie  ^leielifOrmige  Bewegung 
ihren  ungestörten  Verlauf  nehmw,  wie  wenn  gar  keine  Stauung 
eingetreten  wfire.  In  dem  atromabwftrts  gelegenen  Tbeile  wird 
das  lAngenprofll  allmfthlieb  in  die  Horizontale  des  Unterwasser^ 
spiegeis  B  übergehen. 

Die  Höbe  der  Wasserscbwelle  wfirde  man 
Fig.  657.  annfiherungsweise  mit  HOIf^  des  Prinoips  der 
lebendigen  Eraft  berecbnen  kj^nnen,  indem 
man  die  IMlFerenz  der  beiden  Grescbwindig* 
keitsbOben  gleicb  der  HOhendififorenz  der  bei- 
den Wasserspiegel  setzt;  also  naob  Kg.  557 
ans  der  (}leicbung: 

^  -27— 2sr='— 

welcher  man  nach  Substitution  der  Werthe:  t;  =  c  •  und 
-^  —  =  H  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 


9)  t^  —  Ut^Ha, 
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10)  <=^+|/i/<;+  f 


Aus  dieser  letzteren  Gleichung  eigeben  sicli  die  nachfolgeaden  sa- 
sammengehOrigen  Zalüenverthe: 

a  2 

=  0         0,618       1,732  2,791. 

a 

Dem  Werths:  JET  =  ~  entspricht  nach  obiger  GleichnDg'  der 

W'Tth:  t  ~  a  ^  0;  dieselbe  zeigt  alao  in  Ut  liereinstimmung  mit 
dem  schun  früher  gefundenen  Resultate,  dass  eine  Wasserschwelle 
nur  dann  sich  bilden  wird,  wenn  die  Geschwindigkeitshöhe  grösser 
als  die  halbe  Wassertiefe  ist,  oder  nach  §  1 72  (Gleichung  5),  wenn 
der  Neigungswinkel  des  Kanalbodens  der  folgenden  Bedingung  ent- 
spricht: 

U)  «Ba>|.(n-^). 

Nach  ^  169  eDtsprechen  den  W«rthen:  a  =  0i",4,  ^  =  2"»,  0=210,8 
f&r  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  die  Wertlie:  C  =  0,007  66  und 

liii «  =  o,otO  584.  Da  die  GeeebwindigkeitshShe:  JSr=  —  -  f ' ,   =s  on,4  in 

diesem  Falle  gleich  der  i^anzen  Wassertiefe  ist,  so  wird  nach  obiger  Tabelle: 
t  —  o 

 =  0,ülS,  o.Ier:  /  —  a   -  0,4  .o.ölä  =:=0'n.247.    Bei  diesem  Gefälle  des 

ft 

Kanalbodens  wird  also  eiae  Wasserschwelle  sioh  bilden,  derca  Höhe  etwa 
247  miUtteter  betrSgi 

§  177. 

AimUcnnetfern  der  8latt*Curve  für  einen  Kanal  von  gramer  Breite  md 

geringer  Wassertiefe.*) 

Wenn  die  Wassertiefe  t  im  Verhältniss  zu  der  Kanalbreite  b 

überall  sehr  l^lein  ist,  so  Itann  raan  der  Qieiobung  1)  des  §  17ö, 

2 

indem  man  darin  das  Glied         gegen  das  Glied  „l".Teniach- 

lässigt,  die  folgende  Form  geben: 


1) 


*)  Nach  Bresee:  .Goars  de  m4caaiqne  appliqnje".  Sceonde  Partie: 
.Hjdranliqtte«.  Paris.  1860. 
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Die  Wertbe  v  —  e  und  i  =  a  entsprechen  dem  F^lle  der  gleich- 
fi^nnigen  Bewegung,  nnd  da  für  diesen  Fall  der  Zfthler  des  Aas* 
dmckes  auf  der  rechten  Seite  gleich  Null  werden  muM,  so  ist: 

2)   0  =  sina---^-. 

Nach  Sabstitation  des  hieraas  ffir  den  Goeffidenten  C  m  entaehmen- 
den  Werthes  erhalt  man  die  Gleichung: 

gl 

Da  die  Qeschwiodigkeiien  umgekehrt  wie  die  Wassertiefen  sich  ver- 
halten,  so  kann  v^c y  gesetzt  werden;  also  ist: 

dt      .     /  *  <» 


und  wenn  man  die  der  GescbwiDdigkeit  c  entsprechende  Oeschwin- 
digkeitshOhe:       — Hsetxt,  so  kann  man  der  ohigen  Oleichnng 

auch  die  folgende  Form  geben: 

Wenn  man  wieder  (wie  in  Fig.  547)  das  der  Strecke  dx  und 
der  Wassertiefen -Zunahme  <U  entsprechende  GeßÜIe  des  Wasser«- 
spiegels  mit  dz  bezeichnet,  so  ist: 

6)  dx  ,maL=^dz-i'  dt 
za  setzen,  und  man  erh&lt  durch  Gteichsetzung  der  obigen  beiden 
Ausdrücke  die  Gleichung: 

8)   dz^  j^riT^.  

Bei  der  verzögerten  Bewegung  ist  die  Wassertiefe  t  an  allen 
Stellen  grosser  als  diejenige  überall  gleich  grosse  Wassertiefe  a, 
bei  welcher  eine  gleich  grosse  Wassermenge  pro  Secunde  in  gleich- 
förmiger Bewegung  abfliessen  wflrde.  Hiernach  ist  das  Terbftltnissr 
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9)  —  =  » 

eine  Zahl,  welche  immer  grösser  ist  als  „Eins".  Nach  Substitution 
des  aus  der  letzteren  Gleichung  für  t  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  tnau  der  vorhergehenden  Gleichung  auch  die  folgende  Form 
geben : 

10)  dz=(a  —  2H)  ^® 


»»—  1 


oder: 


11) 


dm 


üm  die  Int^gntiOD  ansEnffihreD,  hat  man  Eanflchat  den  unter  dem 
Integnlzeichen  stehenden  ilusdrack  in  folgender  Weiee  nmrafonnen: 

to\   ^/_^i  _ +  2 

1  ^  3  l  ö  —  1  U« 


3 


d(a 


ud  «riiilt,  iod«m  man  nach  Sobititatton  des  letzteren  AnainAm 
ii»  Integntipo  MwfUiTt,  die  folgenden  GlriehuDgen: 


+  OmMi.,  «d«r: 

Denkt  man  sich  den  Kaual  über  den  unteren  Endpunkt  hinaus 
bis  ins  Unendliche  sich  fortsetzend,  so  erkennt  man,  dass  mit 
wachsendem  ,,<»'*  die  Geschwindigkeit  v  dem  Grenzwerthe  Null, 
und  demgemäss  die  Wassertiefe  t  dem  Grenzwerthe  3c  sich  nähern 
würde.  Das  Längerprofil  des  Wasserspiegels  wird  also  in  der 
Richtung  stromabwärts  einer  itsL'jii  Horizontalen  asYii]ptr)tisch  sich 
annähern.  Wenn  diese  Horizontale  als  Niveau-Linie  gewählt  wird, 
Ton  welcher  aus  das  Gefälle  z  gemessen  werden  soll,  so  nimmt 
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die  Grösse  z  überall  negative  Werthe  an,  insofern  sämmtliciie 
Punkte  des  L hil,'- nprotiles  oberhalb  jener  HorizooLülen  liegen. 
Füi"  ^  =  0  würde  alädann  f  =  ^  uud  daher  auch  =  oo  werden. 
Die  CoDstaate  ist  also  zu  berechoeu  aus  der  Gleichung: 

18)  0=^~^){lgl  — y3-trc%flo}  +  ConBt,  oder: 

17)  Const=(^3?^)|/3. 

Nach  Substitution  dipses  Werthes  kann  man  der  Gleichung  15)  dto 
folgende  Form  gehen: 

oder: 

'•>"r-^l"(v'5,?r)^-"—«(^))- 

Wenn  mit  y  die  Höhe  eines  Punkte?  im  La[)L':eni)rofile  des 
Wasserspiegels  über  jener  Niveau -Linie  bezeichnet  wird,  ao  ist 
y  —  —  z  zu  setzen;  also  wird: 

20)  ,-(.-2fi) I  g  lg ( -  ( ^.  -)- ^.«c«rtg  (-^^ }. 

und  wenn  die  eingeklammerte  Funktion  Ton  o  abkümuigsweise  mit 
0  bflMichnet  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

21)  y=s(a  — 2fl)0. 

Um  den  zugehörigen  Werth  der  Abscisse  x  zu  finden ,  hat 
man:  dz  =  —  dy  zn  setMii  in  Gleichung  6)  und  hernach  die  Inte- 
gration derselben  aosnifllhren;  man  gelangt  alsdann  lu  den 
genden  GleichimgeD: 

22)  d!x .  ein  a  A  (tt  —  dy^ 


23)   sina  fdx=^dt^  f dy. 


2-^)    (^g  -    -r,  }  9111  a  ^     —  ^1  —       —  y, ), 
welcher  letzteren  man  in  Berücksichtigung  der  den  Buchstaben  « 
und  y  beigelegten  Bedeutungen  auch  die  folgende  Form  geben 
kann: 
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Mittelst  dieser  GleichiiD^  Inuin  mtn  aus  deo  gegebenen  (oder 
willkärlieli  angenommenen)  Wassertiefen •Verhftltnissen  und 
die  Lftnge  derJoDigen  Strecke  berechnen,  deren  Endpunkten  Jeno 
.  Werthe  entsprechen.    Die  sugeborigen  Werthe  der  Function  O 
findet  man  ans  der  Gleichung: 

26)    Q  =  -^lg(_--^-)^-^^-.arccotg(    ^_  ), 

aus  welcher  die  in  der  cachfolgendeo  Tabelle  zusammeogesteUten 

Zahienwerthe  sich  ergeben: 


1  _ 

& 

1 

j  0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,6  ' 

« 

l 

l 

1  l.liil 

1,25 

1,4286 

1,6667 

2 

• 

1  Q  = 

0,6489 

0,4198 

0,2883 

0,198 

1 

0,1318  ! 

1  o 

-  • 

0,4 

0,3 

0,2 

0.1 

0,01 

0  "l 

ij:- 

2,5 

*7  •>  o  ■>  •} 

^J^kJ  %J  \J  tj 

5 

10 

100 

1 

ia=| 

0,0821 

0,0455 

0,0201 

0,005 

0,0001 

0 

1 

Den  Werthen  a  =  1»,  &s  100»  nad  8ina=  ^^75  entspricht  nUb  $  169 

für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  die  Geschwindigkeit:  c  =  1™,4  und 

1,4t 

die  Gcsrhwiudigkeitshöhe:   U  =  ^^  'nc,i=^™»^- 

Wenn  alsj  z.  H.  in  Kolp»"  einer  Slaiiuni:  «li«^  Wassertiefe  (nach  einge- 
tretcnoiii  Bcbarningszustande)  an  einer  beBtiniriiten  Stelle  bis  auf  die  i'irö-sxp: 
^  =  2"'  zugen>»iiiineu  hat,  und  diejenige  weiter  ütromaufwärts  gelegene  t>teüe 
anfgeaoeht  werden  soll,  an  welcher  die  Waff ertiefe  nnr  noch  die  QrQeae: 
ii  =  l»,85  hat,  81  ist  0),  ^  1,25  Ull  i  w,  —  2  lu  setzen.  Diesen  Wertben  ent- 
sprerhen  nacli  nb^L'-or  T;tbelle  die  Werths:  <},  r>,4|Qg  und  Q^s 0,1818. 
Hiernach  erhält  man  aus  (ileichung  25)  den  Werth: 

ar,_  X,      I27ü  (2  -  1,25  —  (\  —  0,2)  (0.1318      0.4198)]  =  1245»". 

Diejenige  Stelle,  an  welcher  die  Wassertiefe  nur  noch  i"«,25  beträgt.  Hegt 
ftlio  in  der  Biehtnng  «tronAnfwarts  nni  1245  Meter  von  derjenigen  Stelle  ent- 
fernt, an  welcher  die  Wa<sertiefe  2  Meter  betrfigt. 

Ben  im  An&nge  dieses  Paragraphen  gemachten  Voransseizun- 
gen  entsprechend  dürfen  die  aus  den  obigen  Gleichungen  abge* 
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leiteten  Rechnaogsresuitate  selbstverstAndlich  nur  dauu  als  gültig 

betrachtet  werden,  wenn  das  VerhftliDiBs -~  Iftngs  der  gansea 

Kacalstrecke,  auf  welche  die  Kechnung  angewendet  wurde,  einen- 
sehr  kleinen  Werth  hat.    Auf  solche  Fülle,  in  welchen  das  Ver- 

bftltnise:  einen  sehr  grOBsen  Werth  hat,  dürfen  die  obigen 

Gleichungen  daher  nar  angewendet  werden  unter  der  Voraaesetzang: 
dass  gleichzeitig  die  Wassertiefe  der  gleichförmigen  Bewegung  eineii 
sehr  kleinen  Werth  bat  In  diesem  Sume  wfirde  der  in  der  TalieUi 
mit  aufgenommene  Orenifall:  m  —  oo  also  nicht  sn  deuten  sein 
als  derjenige  Fall,  in  welchem  t  =  oo,  sondern  Tielmehr  als  der- 
jenige Fall,  in  welchem  a  — 0  wird,  wobei  die  UOgliehkeit  nicht 
ansgescblessen  ist,  dass  die  Wassertiefe  i  einen  endllcben  und  im 
Yerbftitniss  sn  der  Kaoalbrelte  immer  necb  sehr  kleinen  Werth 
bat  Da  Jedoch  ausserdem  nach  Oleichnng  S)  der  Coefficient  C 
bei  obiger  Bedinung  als  eine  constante  Grosse  bebandelt  wurde, 
so  dfirfen  die  gefundenen  Werthe  doch  immer  nur  ab  vorlftnüge 
Aonäherangswertbe  betrachtet  werden,  und  in  solchen  Fällen,  wa 
eine  genauere  Berechnung  der  Stau«Curve  erforderlich  ist,  wfirde 
die  Anwendung  der  in  §  175  erklärten  etwas  umstindUcheteu 
Methode  nicht  wohl  zu  umgehen  sein. 

Die  obigen  Qleichangen  gelten  nicht  nur  fftr  die  verzögerter 
sondern  auch  für  die  beschleunigte  Bewegung,  bei  welcher 
letsteren  die  Werthe  der  Verhältnisszahl  a  stets  zwischen  deu 
Grenzen  „Eins**  und  „Null"  liegen.  Aus  Gleichung  26)  erhält  muk 
für  diesen  Fall  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten 
Zahlenwerthe: 


CO  — 

1 

0,95 

0,9 

0,8 

0.7 

0,6 

Q  = 

-\-  0,8624 

+  0,6188 

-f  0,8459 

+  0,1711 

+  0,0325 

h>  = 

0.5 

0,4 

0,8 

0.2 

0,1 

0 

u  = 

—  0,0878 

—  0,1980 

—  0,8025 

—  0,4042 

—  0.5046 

—  0,6046 

Wenn  mui  s.  B.  mit  Beibehaltung  der  bei  den  torig«»  Beicpfele  mge^ 

nommenen  Zahlenwerthe :  w,  =  0,9  und  «.»,=0,7  setzt,  so  fiixJet  man  aus 
der  obigen  Tabelle  (\\c  m^^t^h'nngen  Werthe:  Q,  =0,6188  und  i^t^0,t71t. 
HiernAch  erhält  man  aas  Uieichung  25)  den  Werth: 

BItttr,  XDtraI«nr*XMluuiIk.  8,  Avfl.  32 
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Xt  —  Xi  —  1270  {0,7  —  0,9  —  (1  —  0,2)  (0,1711  -  0,6138))  =  195™, 78 
far  die  Ling«  derjenigen  Katulttncke,  «n  dmo  oberen  Endpoiikte  die 
WMMrtiefe:  0^,9«  and  »n  deren  unterem  Endpnnkte  die  Waeeertiefie:  0"*,7 
betragt. 

Bei  dem  hier  angenommeneD  Falle  würde  dem  Werthe:  u  —  0,585.  der 
Werth:       =  —  30  oder  eine  Waeeertlefe  entepreebMi,  welche  gleich  der 

(IjC 

doppelten  sngehSrigen  GeaehwiDdigkeitahi^he  iet.  Die  obige  Bereehnnngremetbod« 
würde  daher  iiu  vorliegenden  Falle  nur  auf  solcl;-  Werthe  vnn  w  angewendet 
wenkn  dürfen,  welche  grösser  sind  ala  0,583,  insufern  nach  §  174  <lie  in  der 
Kichtmi'^'  stromabwärts  allmählich  abnehmende  Wassertiele  niemals  lüeioer 
werden  kann  als  die  doppelte  (.icschwindigkcitaböhe. 
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§  178. 

■ariolta-flaf-üiiMe'Mli»  teMli. 

Wenn  ein  Kilogramm  Luflb  tob  der  Tempenitiir  Null  Qnd 
Celnas  bis  so  einer  Temperttur  von  i  Giaden  Oebins  erwirmt 
wird,  wftbrend  der  Druck  pro  Quadratmeter  unTerftndert  gieicb 
bleibt,  80  wAchst  das  Volumen  von  der  Orteee  e«  bis  auf  eine 
Grösse  vt^  weldie  oacfa  dem  Gay-Lu89ac*8cben  Geeetxe  an  bereebnen 
ist  aus  der  QldcbuDg: 

Hierin  bedeatet  a  den  „Temperator-AusdebuaDgscoefficienten"  oder 
dasjenige  AusdehDODgsverbftItniss,  welches  einer  Temperatur-Sr* 
höbung  von  Null  Grad  bis  auf  -f  1  Grad  Gebhu  entsprechen  wfirde. 
Dieser  Goefficient  bat  fdr  trockene  atmospharisdie  Luft  die  GrQase: 

Nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  verhalten  sich  bei  gleichen 
Temperaturen  die  Drücke  wie  die  Dichtigkeiten  oder  umgekehrt 
wie  die  Volumiu.i.  Wenn  also  jpne  Lnftmasse,  nachdem  das  Volu- 
men in  Folge  der  Temperatur -Erhuiiuiig  die  Grosse  erreicht 
hatte,  nachher  bei  unverändert  bleibender  Temper^itur  t  durch  Ver- 
grösserung  des  Druckes  auf  das  kleinere  Volumen  r  zuäunimen- 
gepresst  wird,  so  ist  der  diesem  neuen  Volumen  entsprechende 
Druck  p  SU  bereebnen  aus  der  Gldcbung: 


welcher  man  nach  Substitution  dos  für  die  Grösse  r<  aus  Gleichung  1) 
zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 
4)  pv  —  PqVq  {1 -^^  at), 

32* 
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Wenn  mit  7  das  dem  Volumen  r  —  und  mit  das  dem  Vo» 
Inmen  ^  —  entsprechende  Gewicht  pro  Cubikmeter  bezeichnet 
wird,  so  ist: 

zu  setzen,  und  Dach  Substitution  der  hieraus  für  die  Volumina  zu 
entnehmenden  Aosdrficke  nimmt  die  Torige  Gleichung  die  folgende 
Form  m: 

T  Tfi 

Sd  dm  JhutSßb  too  1  Atmosphftrt  md  te  Tempente  von 
Noll  Gnd  Oeliiiis  l>etrlgi  das  Gewicht  eines  Cnbikmeten  Luft: 
1,293  KUogramm.  Dem  Wecttie  =  10333  Kfl.  entspricbt  dem* 
Dieh  der  Werth:  7,  =s  1,293  Ell.,  und  wemi  man  sugleieli  ÜBr  « 
den  oben  nDgegebenen  munerischen  Werth  einsetst,  so  erbftU  man 
die  Gleiehong: 

10833  /,  ,    <  \  , 

8)  ^  =  29,27  (273  +  0- 

In  letzterer  Gleichung  bezeichnet  der  eingeklammerte  Aus- 
druck denjeiägen  Werth,  welchen  man  für  die  Temperatur  erhalten 
wurde,  wenn  man  statt  de?  Nullpunktes  der  Celsius'schen  Teiupe- 
ratur-Scala  den  um  273  Grad  tiefer  liegenden  Punlit  derselben  als 
Nullpunkt  gewählt  hätte.  Dieser  Pankt  wird  der  absolute  Null- 
punkt der  Temperatur,  und  die  GrOsse: 

9)  273  +  1  =  r 

wird  die  absolute  Temperatar  genannt  Nach  Einfthmog  dieser 
Besdehnungsweiae  kann  man  der  Gleichung  8)  auch  die  folgende 
Form  geben: 

10)  =  29,27. 

Diese  Gleichung  zeigt:  dass  die  auf  der  linken  Seite  stehende 
luiucüon  der  drei  Teräoderlichen  Grössen:  /?,  T  den  constanten 
Werth; 

11)  5  =  29.27 

stets  beibehält  —  wie  auch  immer  Jene  drei  Grossen  sich  andern 
mögen.   Mao  kann  daher  die  Gleichung: 

12) 
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beiiikeo,  um  irgend  eine  dieser  drei  veränderlichen  Grössen  zu 
beraehsen,  sobald  die  Werthe  der  beiden  anderen  gegebea  siiuL 
^  1 

Da  Y=-^xa  setMii  ist  (nach  Gleichung  5),  w  kann  maa 

der  obigen  —  aua.  dar  YerbSndang  des  MarioiWaolien  Oeaatias 
mit  dem  Gay-LiisBsc*selien  Gasetae  harmgegangenen  —  Gleidimig 
«neh  die  fblgende  Form  geben: 
13)  pv  =  BT^ 

In  welcher  dieaelbe  aof  analoge  Weiae  aar  Berechnung  iigend 
einer  von  den  drei  Qritosen  2*  benutit  werden  kann,  aobald 
die  Werthe  der  beiden  anderen  belnnnt  sind. 


§  179. 
Teini»erttltrfl8che  der  Luft 

Für  die  absolute  Temperatur  der  Luftmasse  ergiebt  sich  ana 
der  Mariotte-Gaj-Loaaao'echen  Gleichung  der  Ausdruck: 

1)   T-f  • 

Die  Grösse  T  erscheint  in  dieser  Gleichang  als  Function  der  bei- 
den veränderlichen  Grössen  j),      und  das  Gesetz,  nach  welchem 

die  Grösse  T  mit  den  Grössen  jp,  v  sich  ändert,  kann  man  sich 
durch  rinn  krumme  Fläche  auf  folgende  Weise  geometrisdi  ver- 

anschaulirhen. 

Wenn  man  in  der  Horizontal  ebene  OXY  den  Punkt  aufsucht, 
dessen  Coordinaten  v  sind,  und  in  diesem  Punkte  ein  Perpen- 
dikel von  der  Länge  T  errichtet,  so 
kann  der  Endpunkt  J  dieses  Per^  en- 
dikels  als  Repräsentant  des  augen- 
blicklichen Zustandes  der  Luftmasse 
betrachtet  werden  (Fig.  558).  Indem 
man  sich  diese  Construction  für 
sämmLliche  Werthen-  Combinationen 
der  Grössen  v  wiederholt  denkt, 
erhalt  man  als  geoinetrischen  Ort 
für  alle  Lagen,  welche  der  Piiukt  J 
annehmen  kann,  eine  krumme  Fläche, 
welche  abkflnungsweiae  die  „ Tem- 
peraturf Iftche"  genannt  werden  aolL  Jedem  Punkte  dieser  Twa^ 
peiatuxfliche  entspricht  ein  besonderer  Zustand  der  Luftmaaae,  in- 
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N«aat«r  Alwehiütt   $  179. 


Fig.  53«. 


sofern  mit  der  Lage  dieses  Punktes  zugleich  für  jede  der  drei 
Teründerlichen  Grössen  p,  r,  T  ein  bestiininter  Werth  gegeben  ist. 

Denkt  man  sich  durch  den  Punkt  J  eine  Ebene  gelegt,  weiche 
der  Vertical-Ebene  OXZ  parallel  ist,  so  erkennt  man  (aus  Glei- 
diiiog  1),  dass  die  Temperaturfläche  von  dieser  Ebene  in  einer 

geraden  Linie  geschnitten  wird, 
welche  —  der  Gleichung  p  =s  GoBtt 
entepradifliid  ~  als  Irlnie  cod- 
stanteD  Druckes  mit  dem  Ntmen 
„Isobare**  Imieboet  werden  kann. 
Der  Steigungswinkel  dieser  Isobare 
ist  nach  Fig*  £»59  sa  berechnen  an» 
der  Gleichnng: 

T 

2)   tg©  =  — » 


welcher  man  nach  Glsichnng  1)  auch 
die  folgende  Form  geben  kann: 


Fig.  im. 


Denkt  man  sich  ein  anderes  Mal  die  Srhnitt-Ebene  parallel 
zur  Vertical-Ebene  0  YZ  hindurchfr<»le^t,  so  erhält  man  wiederum 

eine  gerade  Diirchschnittslinie.  wel- 
che —  der  Gleichunfj  v  =  Const.  ent- 
sprechend —  als  Linie  constanten 
Volumens  mit  dem  Namen  „Iso- 
piere" bezeichnet  werden  kann  (nach 
dem  griechischen  Worte:  icXr^f  t^c 
voll).  Der  StefgnnpwiDkel  dieser  Iso* 
plere  ist  nach  Fig.  560  zn  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

T 

4)    tg  e  =  —  t 
P 

^         ^  ^    welcher  man  nach  Gleichung  1)  auch 

die  folgende  Form  geben  kann: 

ö)  <««  =  ^- 

Hieraus  ersieht  sich,  dass  in  jener  krummen  Flädie  die 
Linien  constanten  Druckes  und  die  Linien  constanten  Volumens 
zwei  einander  schneidende  Systeme  von  geraden  Linien  bilden. 
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Die  Tompentarflidie  kann  ^aber  auch  als  geometrischer  Ort  aller 
DarducbDittspunkte  dieser  beiden  LinieD-Systeme  aufgefasBt  werden 
(Rg.  661). 

Wenn  man  endlieh  drittens:  eine 
borlaontale  Scbn!tt>£bene  hindurch* 
legt,  80  wird  die  Temperaturflflehe  Yon 
derselben  in  einer  krnmmen  Unie 
geschnitten,  welche  —  der  Gleichnng 
T=  Gonst.  entsprechend  —  als  Linie 
constanter  Temperatur  mit  dem 
Kamen  „Isotherme**  beieichnet  wer- 
den Iraun  (Fig.  562).  Der  Gleichnng 
dieser  Isotherme  Icann  man  (nach  Glei- 
chung 1)  die  folgende  Form  geben: 
6)  pv  SA  Const, 

und  man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Isotherme  eine 
in  der  Honsontal-Bbene  liegende  Hyperbel  mit  rechtwinkeligen 
Asymptoten  bildet 

Betrachtet  man  die  Tenpentarflächc 
als  eine  Gebirgsoberfläche,  so  wurden  die 
Isothf rrnrn  mit  krnmmlinig^^n  Hori- 
zontalwegcD  verglichen  werden  können, 
wihrcnd  die  leobaren  und  die  Isop le- 
ren als  geradlinig  ansteigende  Wege 
am  Gebirgsabhangc  sich  darstellen  wür- 
den. Jede  beetiii  mte  gegebene  Aendening 
dc8  Znstandes  der  Luftmasse  würde  bier- 
n«cb  als  eine  Wanderuitg  auf  dieeer  Ge- 
btrgsfläehe  »nfgefnsst  werden  ktanenlinge 
einer  bestimmten  vorgeschriebenen  Bahn- 
linie, deren  einzelne  auf  einander  folgemlc 
Punkte  die  nach  einander  durchlaufenen 
Zustände  der  Lnftinassc  reprisentiren. 

Für  die  beiden  partiellen  Üifferenzial-Quotienten  der  Grösse 

T  ergeben  sich  aus  Gleichung  1)  die  Wertbe: 

•)  -j:r~^»  8) 


Fig.  M8. 


dp      M  äv 

nnd  fßr  das  totale  Differenzial  der  Grtese  T  erhUt  man  hiemach 
die  iblgende  Gleichung: 
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welche  letztere  zugleich  die  DifferenzialgleichuDg  der  Temperatur- 
fläche  darstellt. 

Anstatt  die  Grösse  T  als  Function  der  beiden  luabh&ngigea 
«irikiderlieliea  Grossen  p  und  v  xu  betrachten,  ktaato  atta  iodi 
4ie  Grosse: 

.0)  ,  =  ^ 

«Is  Fonction  der  beiden  naabhADgigen  Yeiftoderlielieii  T  nad  t , 
^xier  auch  die  GtObm: 

P 

als  Fonetlon  der  bdden  nnabhäogigen  Verftaderliehen  T  und  p 
aaf&sseii.  ICaii  wfirde  dann  s.  B.  ffir  die  partiellen  DilTereiidal-- 
^ttotienten  der  GrOesen  p  und  v,  nach  T  genommen,  die  folgenden 
Gleichungen  erhalten: 

welche  zeigen,  dass  die  Werthe  derselben  resp.  mit  den  reciproken 
Werthen  der  oben  fQr  die  beiden  partiellen  Differensialqnotientea 
der  Grosse  T  gefündenen  Ausdrucke  identisch  sind. 

§  180. 

MMhanisches  Aequivalcnt  der  Wiiiii». 

Diejenige  Wärme- Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einer 
Masise  von  1  Kil.  Gewiclit  eine  Temperatur-Erhöhung  von  1  Grad 
Celsius  zu  ertheiien,  wird  die  „specifische  Wfirme"  oder  die 
„ Wärme- Ca pacität"  des  betreffenden  Stoffes  genannt.  Als 
Wärme-Einheit  pflegt  man  hierbei  die  Wärme -Capacität  des 
Wassers  bei  Null  Grad  Celsius  zu  wählen:  iiämlich  diejenige 
Wärme- Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  die  Temperatur  eine? 
Kilogramm:»  Wasser  von  Null  Grad  bis  auf  -|-  l  Orad  Celsius  zi 
erhöhen. 

Wenn  mit  dQ  die  unendlich  kleine  Wärme- Quantität  bezeich- 
net wird,  welche  einer  Masse  yon  1  Kil.  Gewicht  die  unendL'ch 
kleine  Temperatur- Erhöhung  dT  ertheilt,  so  ist: 

1)  '"^^c 
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diejenige  WSnna-Qitaiitit&t,  welche  dieser  Masse  eine  Tempemtiir- 
Erfadhuog  von  1  Qnd  ertlieUflii  wtlrde,  od«r  die  apedfladie  W9rme 
des  betietodeo  StolTes. 

Für  die  epeeifisclie  Wanoe  der  Luft  eigeben  die  BeolMeb* 
toogen  zwei  TerMsbiedene  Werthe,  jeDididem  bei  Zaflihrang  der 
Wftmie  entweder  das  Tolamen  oder  der  Druck  vBTerftndnt 
erhalten  wird.  Die  specUisehe  W&rme  der  Luft  bei  oonstantem 
Volumen  hat  den  eoneianten  Werth: 

2)  c,  =  0,IG85. 

Die  specifische  Wäriue  der  Luit  bei  coostaDtem  Drucke  bat  den 
gleichfalls  constanien  Werth: 

3)  =  0,2375. 

Die  Warme-Qoantitftt,  welche  erforderlich  ist,  um  einon  EUo- 
gramm  Luft  bei  constantem  Volnmen  die  Temperatnr-Erhöhnng 
dT  zu  ertheileo,  hat  also  die  QrOsse: 

4)  rfg,«c,<ir. 

Bei  dieser  Temperatur- ErhOhaog  whcd  gleichzeitig  die  Druck- 
VeigrQssemng  dj»  hervoigebiaehi  Die  Wflrme-Quantitftt,  welche 
erforderlich  ist,  nm  bei  eonstantem  Drucke  jene  Tempttitni^ 
Srhöhang  herTorzobrlDgen,  hat  den  grosseren  Werth: 


Bei  dieser  letzteren  Art  der  Wärme- Zuführung  wird  zugleich  die 
Volumen -VerprAssenmg  äv  hervorgebracht,  wobei  vojp  dem  con- 
stanten  Drucke  jp  die  unendlich  kleine  mechanische  Arbeit: 


▼erriehtet  wird.  Nach  der  Anschannngsweise  der  mechanischen 
Wftrme-Theorie  bat  man  die  Ursache  des  üntersehiedss  swiseheo 
jenen  beiden  erforderlichen  WSrme-QaantitAten  darin  zn  sncfaen: 
dass  bei  dem  letzteren  Falle  von  der  zngefBhrten  Wftrme  nicht 
nnr  die  Temperatar-Erhfihnng  4.T^  sondern  zugleich  aneh  die  me- 
chanische Arbeit  «29  herTorgebracht  wird.  Man  hat  den  letiteren 
Vorgang  so  auftnihssen,  als  ob  die  zngelllihrte  Wlrme-QoanütSt 
dQt  gleiebsam  in  zwei  Theile  sich  zerlegt,  Von  denen  der  eine 
Theil  dQ^  anf  das  whrUiehe  Herrorbringen  der  Temperatnr-Br- 
hOhnng  dT  verwendet  wird,  wahrend  der  andere  Theil: 


5)    dQj>  =  <?p  dT. 


7)    rf^>p-rf(?„  =  fe— 
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welcher  aU  Wärme  verschwindet,  gleichzeitig  lu  mechauische 
Arbeit  umgewandelt  wird. 

Nach  den  Hypotheseu  der  mecbanischen  Wärme- Theorie  steht 
in  allen  solchen  Fällen,  wo  Wärme  in  mechaniscbe  Arbeit  umge- 
windelt  wird,  die  henrorgebrachte  mechanische  Arbeit  in  einem 
eon stauten  YerhlltDitse  sn  der  Tenehwindeoden  Wftrme^Quan- 
titftt.   Wenn  also  mit  A  das  Wftrme-AeqaiTalent  der  Arbeits^BIn- 

heit  —  oder  mit-^  das  Arbeits -Aequivalent  der  Wärme -Einheit 

> —  besdchnet  wird,  so  ergicbt  sieh  fdr  das  Arbeits- Aeqnivalent 
der  verschwindenden  Wftrme-QoantitAt  dQp  —  dQ»  der  Werth: 

Ai  A- 

und  durch  Gleicbsetrang  der  beiden  für  die  Gi^tese  geftindenen 
Ausdrücke  erhalt  man  die  Gleichnn^: 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  dv  diejenige  ¥oInmen*Vergrös8e- 
rung,  welche  bd  constantem  Drucke  eintritt,  wenn  die  Tem« 
pentu]>Srh9httng  dT  stattfindet  Wenn  man  also  der  obigen  Glei- 
chung die  folgende  Form  giebt: 

so  bedeutet  hierin  der  eingeklammerte  Quotient  den  partiellen  Diffe- 
renzialquotieftten  von  ir,  nach  7'  genommen ,  und  nach  Substitution 
des  in  Gleichung  13)  des  vorigen  Paragraphen  für  diesen  Differen- 
zialquotienten  angegebenen  Werthes  erhftlt  man  die  Gleichung: 

11)   ilir^Cp  — Cv. 
FOr  das  W&rme-Aequiralent  eines  Ifeterkilogrammes  eigiebt  sich 
hieraus  der  Werth: 

12^     .0.2376— 0,1685  _  i 
'  424  ' 

Das  mechanische  Aeqni?alent  der  Wftrme-Einheit  beträgt  demnaeh 
424  Meterkilogramm. 

8  181. 

PftiMM*MllM  emtUM, 

Um  diejenige  Wainie-Quaiititaf  zu  berechnen,  welche  einem 
Kilogramm  Luit  zugel'uhrt  werden  muss,  wenn  bei  constantem 
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Voll»  III  eu  die  Temperatur -Erhöhung  rfT  in  demselben  hervor- 
pebrai  Lt  werden  soll,  hat  man  der  Gleichung  4)  des  vorigen  Para- 
grapiiea  die  folgende  Form  zu  gehen: 

1)  dQ,^c,{^f)dp. 

und  darin  für  oni^'rkhinjnierten  partiellen  Differenzialquotifiiten 
den  in  §  179  (Gleichung  7j  angegebenen  Werth  zu  substituiren ;  man 
erhält  dann  die  Gleichung: 


2)   dQr  =  cv  (     )  dp. 


Um  diejenige  Wärme-Quantität  zu  berechnen,  welche  einem 
Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss,  um  bei  constantem 
Drucke  die  Temperatur-Erhöhung  (Vf  hervonubring^en,  hat  man 
der  Gleichung  5)  des  vorigen  Paragraphen  die  folgende  Form  zu 
gehen: 

3)  rfft=c,(^^')</r, 

und  darin  tür  den  eingeklammerten  partiellen  Differenzialquotienten 
den  in  §  179  (Gleichung  8)  angegebeneu  Ausdruck  zu  substituiren ; 
mau  erhält  dann  die  Gleichung: 


4)   dQ,  ~c{P^^)dv. 


Die  Wärme- Quantität  ilQ„  vergrössert  den  Druck  um  die 
Grösse  <l)/,  lässt  aber  das  Volumen  r  unverändert.  Die  Wärme- 
Quantität  (IQi,  vergrössert  das  Volumen  um  die  Grösse  f/r,  lässt 
aber  den  Druck  p  unverändert.  Diejenit^Te  Wärme-Quantität  dQ, 
welche  erforderlich  ist,  um  gleicbzei t i l:  die  Druck -Vergrösse- 
rung  dp  und  die  Volumen- Vergrösserung  dr  hervorzubringen,  ii^t 
gleich  der  Summe  jener  beiden  Wärme- Quantitäten  zu  setzen; 
also  ist: 

5)  dQ  =  -f  Cp  (^)  dv,  'od«: 

Um  die  Beziehung  zu  finden,  welche  //wischen  der  üruck- 
Aenderung  dp  und  der  Volumen- Aenderung  ih  in  demjenigen 
Falle  stattfinden  wurde,  wenn  gar  keine  Wärrae  zugeführt  wird, 
hat  man  dQ  gleich  Null  zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

6)  0  =  Cv  V  dp  -\-  Cpp  dt;. 
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Das  Verhältniss  der  Leiden  Widruie-CapaciUteu  hat  nach  den  Glei- 
chungen 2)  und  3)  des  vorigen  Paragraphen  die  Grösse: 

c„  0,lbhö 

Hiernach  kann  man  der  obigen  Gleichung,  indem  man  dieselbe 
durch  c*  dividirt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

8)  ^  

Wenn  mui  ^ese  Gteiehnng  int^rirt  —  auf  der  linken  Seite  zwi- 
schen den  Grenzen  und  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den 
Grensen    and     —  so  gelangt  man  an  den  folgenden  Gieichnngen: 


\/f=-'/^' 

io);(--)=:*.,(^.), 


Wenn  mit  T,  die  anfängliche  und  mit  T,  die  oachherige  Tem- 
peratur benktaiMt  wild,  so  ist  Dach  dem  llariot(e-(tey>Iiasske'ashen 
QaMtM: 

^=(;:)(:7) 

zu  seiaen»  und  wenn  man  hierin  das  eine  Mal  üftr  das  Yerhftltniss 

-  ^  das  andere  Mal  för  das  Verbältniss      den  ans  Gleiefanng  11) 

zu  entnehmenden  Werth  subsütuiit,  so  erhält  man  die  folgenden 
Gleichungen: 

">  ?;=(;)■■'• 

ans  welchen  man  die  bei  dieser  Zostandstodernng  stattfindende 
Tempstatnrftndernng  herecbnen  kann.  Die  drei  Gleichungen  U), 
13),  14),  weldien  man  anch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

15)  Pirl=PiV\, 
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17) 


enthalten  das  Poisson'sche  Oesetz  und  gelten  fftr  solche  Zustands- 
Änderungen,  bei  welchen  wedi-r  Wftrme- Zuführung  noch  Wärrae- 
Entaehung  stattfindet.  Eine  solche  Zustandsänderung  wird  z.  B. 
dann  stattfinden,  wenn  die  (festen  und  be^^eii^lichen)  Gefäsaw&ode, 
welche  die  Lnftmasse  etnschliesst,  für  Wärme  Tollkommen  un- 
durchdringlich —  oder  „adiabatisch"  —  sind,  und  wird  deshalb 
eine  „adiabatische"  Zustandsänderung  genannt.  Die  knimme 
Linie,  welche  der  den  Zustand  der  Liiftmasse  reprflgentirende  Punkt 
in  der  Temperaturfläche  bei  dieser  Zustandsänderung  beschreibt, 
wird  die  adiabatische  Curve"  oder  „Adiabate*  genannt, 
lind  wenn  man  den  oben  gefundenen  Gleichungen  die  folgenden 
Formen  giebt: 

18)  |7r*  =  Const, 

19)  Jr»*-»  =  Con8t, 

2* 

20)  p-j=Con«t, 

60  können  dieselben  als  Gleichungen  der  ProjectioDen  dieser  CurTe 
auf  die  drei  Goordinaten-Ebenen  betrachtet  werden. 

Wfnn  z.  B.  als  Anfan^szustand  derjenige  grewahlt  wird,  in  welchem  die 
pewöhuliche  atmosphärische  Luft  bei  mittlerem  BBroroeterstande  (in  der  HShe 
des  Meeresspiegels)  bei  der  Temptratur  von  Noll  Grad  Celsius  sieb  befindet, 

.•"0  ist:  ri  =    -~ —  0,7734.      =  10  333  und  T,  =  273  zu  setzen.   Bei  adia- 
1,293        '         i  ^  J 

b;\ti8chor  Ausdehnung  auf  das  zehnfach''  Volumen  wird  r,  =  7,734  also 

(nach  Gleicbaog  15):     =  402  nod  (nach  Gleichang  16):      =  106,2.  Bei  adia- 

iMtiselier  Compreition  anf  den  lehDteD  Theil  dn  ursprün glichen  Tolnnmit 

wird  dagegen:  9^  =  0,07784,  «tio:        265 600  und:  rt  =  701,7.  DI«  den 

obigen  Werthen-Combinationen  entsprechenden  drei  Pankte  der  Temperator- 

Hache  gehören  demnach  einer  and  derselben  adiabatischen  Carve  an.  Mit  Bei- 

bebaltong  des  Werthes  T,  =  273*  (oder  f ,  =  0<*  CeUioa)  erhält  man  auf  gleiche 

WciM  nna  Gleiebang  13)  oder  Otoiehniig  16)  für  die  Tohtncii-Aendciwigea  and 

die  TempemUr-Aenderangea  die  necbfolgniden  mianiin«iigeb6rig«ii  Zableo* 

werthe; 


»1 
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1797,1 

4635.5 

166,S 

-  232,7 

—  256.98 

+  428,7 

4- 1524,1 

+  4862,5. 
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Neunter  Abschoitt  §  182. 


§  182. 

.  MlabatiMlkt  ZtetendiliidMrmt. 

Wenn  das  Volumen  der  in  einem  cylindrischen  Gefässe  zwi- 
schen dem  festen  Hoden  und  einem  bewef^lichen  Kolben  einge- 
schlossenen LLiitiiiaiöo  Hl  Folge  einer  Verschiebung  des  letzteren 
um  die  Grösse  dv  zuijuumt,  während  von  aussen  her  auf  deo 
Kolben  ein  der  Gleicbgewichtsbedingung  desselben  entspraebaiider 
Gegendruck  wirkt,  80  verrichtet  der  von  innen  gegen  den  Kolben 
wirinode  Druck  der  eiDgescblosienaii  Luft  die  tnechanische  Arbeit: 


Fig.  663. 


welche  auf  die  in  Fig.  563  ange- 
deutete Weise  durch  den  schraf- 
firten  Fläehenstreifen  geometrisch 
dargestellt  werden  kann.  Die 
ganze  bei  dem  Üebergange  aus 
dem  Volumen  i\  in  das  Volumen 
verrichtete  mechanieclie  Arbeit 
hat  demnach  die  GrOsse: 

■I* 

2)  ^^jpdv 

und  entspricht  der  in  Fig.  564 
schraffirten  Flache,  deren  Inhalt 
berechnet  werden  kann,  sobald 
die  Form  der  oberen  Begrenzungs- 
linie gegeben  ist,  d.  h.  sobald  das 
Gesetz  bekannt  ist,  nach  welcliein 
der  Druck  p  mit  dem  Volumen  v 
sich  ändert. 

Wenn   während  der  Ausdeh- 
nung   weder    Wärme- Zuführung 
noch  Wärme-Entziehung  stattfand, 
so  war  die  Zustandsänderung  eine 
adiabatische,    und    die  obere 
Begrenzungslinie  der  schraffirten  Fläche  ist  in  diesem  Falle  als 
Horizontal projection  der  adiabatischen  Curve  zu  betrachten.  Nach 
der  Gleichung  18)  des  vorigen  Paragraphen  ist  also  für  diesen  Fall: 
3) 
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zu  setzen,  und  wenn  man  den  hieraus  für  die  Grösse  p  zu  ent- 
nehmenden Werth  in  (jleichuog  2)  substituirtf  so  gelangt  man  zu 
den  folgenden  Gleichungen: 


4)  %^p^vijv-^do. 


-  ^^1^    y  od«: 


In  letzterer  GleichuDg  kaoD  p^v^  =  UT^  gesetzt  werden  (nach 
§  178),  und  wenn  man  zugleich  mit  Benutzung  der  Gleichung  16) 
des  vorigen  Paragraphen  das  Verbältniss  der  Volumina  durch  das 
Verhältniss  der  Temperaturen  ansdrQckt,  so  erhält  maa  fär  die 
mechanische  Arbeit  den  Werth: 

7) 

'       *— 1 

Dieser  meehaniscIieD  Arbeit  entspricht  (nach  §  180)  das  Wftrme* 
Aeqnivalent: 

8)  Q=  -^^ffl-j-^t). 

Da  keine  Wirme  zugeführt  wurde,  so  hat  man  diese  WSniie- 
Qtumtitftt  als  denjenigen  Thdl  der  nrsprünglichtBii  in  der  Luftmasse 
enthalten  geiresanen  inneren  Wftrme  ansosehent  welcher  wflbieiid 
der  Ansdehnnng  als  W&rme  Tsisebwand  und  in  msohaniscbe 
Arbeit  nmge wandelt  wurde.  Naeb  Substitution  des  aus  §  180 
(Oleicbung  11)  für  das  Froduct  AB  i^  entnehmenden  Werthes  er- 
bält  man  für  diesen  in  Arbttt  umgewandelten  Tbeil  der  inneren 
Wftrme  die  Gleiehnng: 

9)  Q  =  c.{T,-T,), 

welche  zeigt,  dass  Q  —  c  wird,  wenn  7\  =  0  oder  ^ 
wird,  d.  h.  wenn  bei  Fortsetzung  der  Ausdehnung  bis  ins  Unend- 
liche nach  und  nach  die  ganze  ursprünglich  vorbanden  gewesene 
Warme  in  Arbeit  umgewandelt  wurde.  Hieraus  folgt,  dass  die  in 
einem  Kilogramm  Lnft  Ton  der  absoluten  Temperatur  T  enthaltene 
Wftrme-Qnantitftt  su  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 

10)  ü=c,T, 
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ünd  nach  Einföhrnng  dieser  Bezeichcuntrsweibe  kann  man  der  oben 
gel uDdeaen  Gleichuog  auch  die  folgeode  Form  geben: 

Das  mechanische  Aequivalent  der  ganzen  ursprünglich  vorbaDden 
gewesenen  Wärme- Quantität  erscheint  in  Fig.  564  dargestellt 
durch  die  ganze  zwischen  der  Abscissen-Achse  und  der  asym- 
ptotisch an  dieselbe»  ^ich  anschliessenden  HorizontslprAjection  der 
Adiabate  liegende  Fläcbe,  deren  linksseitige  Begrenzung  die  Or- 
dinate p^  bildet. 

iiei  adiabatiscbcT  Com  j^ret^  s  ion  vooi  Volunien  bis  auf 
das  Volumen  r,  wurde  die  innere  WSrme  von  der  Grösse  bis 
auf  die  Grösse  Ui  zunehmen,  und  diese  Zunahme  f',  —  würde 
als  Wärme-Aequivalent  der  auf  die  Luftmasse  bei  der  Compressioo 
übertragenen  njechaaischen  Arbeit  zu  betrachten  sein.  Durch  eine 
solche  Zuführung  von  mechanischer  Arbeit  würde  also  der  Zustands- 
punkt  der  Luftmasse  aus  der  anfänglichen  Isotherme  1\  in  eine  be- 
liebige vorgeschriebene  höher  liegende  Isolherme  Tj  versetzt  werden 
können.  Niemals  aber  würde  durch  alleinige  Zuführung  von 
mechanischer  Arbeit  bewirkt  werden  können,  dass  der  Zostandspunkt 
der  Luflmasse  in  eine  höher  liegende  Adiabate  venetst  wird  — 
80  lange  die  hier  gemachte  Ymaiiflsetraiig  erfSltt  bklbt:  naefa  wel- 
eli«r  der  tof  den  Kolben  von  anssen  bor  wirkende  Druck  stete  die- 
jenige GrOno  haben  aollte,  welebe  der  Gleichgewiehtsbedingung  des 
Kolbens  entspriebi 

Nach  den  Oleidrangen  9)  und  6)  kann  man  dem  Ansdraeko 
töi  die  bei  adiabatiseher  Zastands&ndenmg  venicbteto  Arbeit,  in- 
dem man  fugleiefa  für  die  Constanten  ihre  nnmerischen  Wertho 
einsetit,  anch  die  folgenden  Formen  geben: 

a=i=^y.(i-;:;). 

13)   a  =  7M.3',  (l  — oder: 
U)  a=7M.r.|l-(^)'"')- 

Wenn  z.  B.  Ti  =  273'  geaeiit  wird  (enteprecheiid  eiser  Anfangstempentor 
TDO  Kall  Gnd  OleiiuK  w  ergiebt  lieh  Ar  IC  d«r  Werth; 

15)    a  =  19500|l- 
Für  '^^^  asO  wird  hiernach  Vail9&00i^,  d.  b.  wenn  1  KÜognniiD  LafI  to» 
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Aer  nrsprünglichen  TeinponitTir  7",  ^  278^  ohne  Zufülirang  von  WSme  bis  ins 
Unendliche  sicli  ausdehnt,  so  verrichtet  der  Druck  derselbou  eine  mechanische 
Arbeit  von  19  500  Meterkilogrammen.  Die  gauze  ursprüuglicli  in  der  Luftmasse 
Torluuldeii  gemeaHM  Winne-Qiiftiititit;  e«7i=  0,1985. 878  =  46  W&mie-Eiti- 
heiten  wird  dabei  in  meehmnlsche  Arbeit  umgewandelt,  nnd  dift  abaolnte  Ttm- 
peimtnr  der  Liiflimi$e  wflrde  dabei  bie  aof  NnU  Grad  eiBlceii, 

r  1 

Für     -  —      wird  91=11900"'',  d.  h.  wenn  1  Kilogramm  Luft  von  der 
10 

ur-iprünglichen  Temperatur  7'.  =  278'  ohne  Zuführung  von  Wäriüe  bis  auf  das 
Zehnfache  des  Volumens  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der  iiruck  derselben  eine 
meehuiiiche  Arbeit  fon  11 900  MetcridlogreaneB.  Nadb  der  Gletchnng  1 1 )  des 
vorigen  pMftgrftpbeii  nnkk  delwi  der  Dniek  toü  der  Qr9Me  pi  bie  auf  die 

Grftne:  p,  =  -~^^  ,  and  naeh  Oleicbeng  18)  des  vorigen  Paragtapben  trinkt  die 


absolute  Temperatur  von  der  Grösse  Ti  =  278^  bis  auf  die  Grösse  r,  —  106'»2. 
Für     =  10  wird:  f[ s  —  80600«»^»  d.  b.  wenn  1  Ktlegramm  L«ft  veo 


der  meprttBgUeben  Temporatiir  7t  =  878*  bte  auf  den  lehnten  Tbeii  dee  nr- 

eprüogliehen  Rauminhalts  zusammengeprcsst  werden  soll,  so  ist  hierzu  eine 
mechanische  Arbeit  von  30  600  Meterkilogrammen  erforderlich,  falls  bei  diesem 
Zusammeupressen  keine  Ableitung  von  Wärme  stattfindet.  Der  Druck  wütde 
hierbei  (nach  Gleicbnng  11)  dee  vorigen  Paragraphen)  von  der  GfHese  pi  bis  auf 
die  OrSese  85J  .pt  annebmen,  vuä  die  abeolnte  Tempemtnr  würde  (naeb 
Gleichung  13)  des  vorigen  Paragrapben)  von  der  Ortoe  7,  =  278*  bi»  auf  die 
Grösse:  Tt  =  10l^J  nnehinen. 

T 

Wenn  man  in  Gldebmig  13)  ffir  du  VerbAltoias      den  in 


OleicbuM^'  U)  des  Torigen  Faiagraphen  gefondenen  Werth  einsetzt, 
so  Dimmt  dieä6lt>e  die  folgende  Furm  an: 


iiinl  kauü  in  dieser  Form  zur  Berechnung  der  mechanischen  Arbeit 
m  äülchen  Fällen  benutzt  werden,  wo  statt  des  Volumen- Verhält- 

niaaee  —  -  das  Droekrerti&ltniss  -  -  gegel^en  ist 


Ffir  Ti  =  8780       ^  =  10  wild  biemaeb:    =  — 18  600»^,  d.  b.  wenn 


1  KilegnuDm  LaftTon  der  ursprünglichen  Temperatur  T|=278*  aoweit  toiani» 

mengepresat  werden  snll.  dass  der  Druck  auf  das  Zehnfache  f^teigt,  so  ist  hierru 
eine  mechanische  Arbeit  von  1S60<)  Meterkilogramwen  erforderlich,  falls  bei 
diesem  Zusammeupressen  keine  Ableitung  von  Wärme  statttiudet.  Dabei  würde 
die  abeolnte  Temperatur  von  878*  bie  anf  5S&*,8  nnebmen  nnd  daa  Yolnrnen 

von  r,  bis  auf  r,  =  ,  '  abnehtnen. 

Kitt  er.  Isgenieni-Mccbanik.  3.  Aufl.  83 
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§  183. 
Entropt«. 

Wenn  man  die  Oleiehuog  6)  des  §  181  auf  beiden  Seiten  durch 
T  dividirt,  so  erbftU  man  die  CHeichnng: 

dQ  _  c^vdp  4-  Cpprfp 
^     T  ~  RT 
welcher  man  na»  h  Substitution  der  Warthe:  RT ~  uv  und  c  =kr 
anch  die  folgenden  Foriueo  geben  kann: 

Die  leiste  Oletchnng  zeigt,  dass  die  Grosse        als  das  Tollstftn- 

dige  DilTerenzial  einer  Function  von  p  und  v  sieli  darstellt  Durch 
Ausföhmng  der  Integration  erfaSU  man  die  Gleichung: 

4)    /^'(^  =c,lg{pp*)H-Const., 

in  welclu^r  die  Intcc^rations-Constaiite  noch  näher  zu  bestimmen  sein 
wird.  Die  auf  solche  Weise  definirto  Grösse  wird  die  „Entropie** 
der  Luftmasse  genannt.*) 

Da  die  adiabatische  Curve  (nach  §  181,  Gleichung  18)  die- 
jenige ist,  in  dt  ron  Punkten  das  Produkt  pv"  überall  einen  und 
denselben  Werth  hat,  so  orj^ebt  sich  aus  der  obigen  Gleichung, 
dass  die  (idiabatische  Curve  auch  als  Curve  ,,cons tanter  En- 
tropie" aufgefasst  und  demgemäss  mit  dem  Namen  ,,isen tro- 
pische Curve'*  bezeiciinet  werden  kaun.  Jeder  adiabatischeu 
Curve  entspricht  ein  bestimmter  Entropie-Werth.  Bei  dem  üeber- 
gange  des  Zustandspuuktes  von  einer  gegebenen  Adiabate  zu  einer 
zweiten  gegebenen  Adiabate  Ändert  sich  die  Entropie  stets  uui 
dieselbe  Grösse  —  wie  auch  immer  die  Form  und  Lage  der  Ueber- 
gangslinie  gewählt  werden  möge. 

Der  Werth,  welcher  in  Gleichung  4)  f8r  die  Integrations-Con- 
stante  einzusetzen  Ist,  wird  abhängen  Ton  der  Lage  derjenigen  Adia- 
bate, welche  dem  gewäblton  Anfangszustande  entspricht  Wenn 
man  als  solche  z.  B.  diejenige  wählt,  welche  der  Gleichung: 
pn^s=Oon8t  entspricht,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

*)  CUutius:  .Mechaniflcho  W&rmeth«t>rie'.  8.  Ana.  1.  Band  S.  Ul. 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  für  das  obige  lutegral  stets  ein  be- 
stimmter endlicher  Werth  sich  ergeben  witd,  sobald  dns  F^uki 
pD*"  grösser  als  Null  ist  Wenn  dagegen  )»o*  =  0  wftre,  so  er- 
hielte man  die  Gleichang: 


6)  j^=^Og{pv')±x^ 


In  diesem  Falle  wfirden  also  die  Eatropie-Werthe  in  allen  ausser^ 
halb  der  Adiabate  jenes  Anthngssoatandes  liegenden  Punkten  der 
Temperaturllftche  unendlich  gross  werden,  obechon  die  Differeaxen 
der  Entropie- Werthe  anch  in  diesem  Mle  stets  endliehe  Grossen 

bleiben  wurden.  , 

Um  das  Rechnen  mit  unendlich  grossen  Entropie- Wertheo  an 
vermeiden,  empfiehlt  es  sich  daher:  als  Adiabate  des  Anfangszu- 
standes irgend  eine  höher  liegende  Adiabate  zu  wählen,  d.  h.  eine 
solche,  deren  Constante  grösser  ist  als  Null  Wenn  man  s.  B. 
diejenige  wählt,  welche  der  Gieichung: 

7)  p©*  =  l 

entspricht,  so  wird:  lg  (po^  =  0,  und  fiir  die  Adiabate:  pv*  =s 
Const  ergiebt  sich  nunmehr  der  Entropie»Werth: 

8)  (gt=f  l^(pp*). 

Hiernach  würde  die  GleiLhun^  7)  diejenige  Adiabate  repräseutiren, 

welcher  der  Entropie- Werth:     ^  0  entspricht. 

Für  die  Entropie,  welche  ein  Kilogramm  gewöhnlicher  atmosphärischer 
Luft  bei  mittlerem  Baiometentaflide  (in  der  Httbe  des  MeeieMpiefeli)  bei  der 
Temperatar  Ton  Null  Qrsd  Celtins  beeitit,  erliilt  m»n  ane  obiger  Gltiebmifft 

lodern  man  darin:  r=    ]    =3>0.77S4  und  j»=sl0888  letit,  den  Werth: 

»)   C  =  0,1685  lg  (lO  383 . 0,7734 '     =  1.496. 
Bei  iflothermteeher  Amdehnmig  dteier  Loltmaiae  auf  dae  lehn^be 

Volumen  wQrde  (nach  dem  Marii  ttc'schen  Qeeetae)  der  Drack  anf  den  aehntan 
Theii  nnken,  rmd  die  Entropie  würde  zunehmen  bis  auf  die  Qrdaae: 
10)    ^  -  0.1685  lg  (1033.3  .  7,734*'*')  =  1,655. 
Bei  constanteui  Volumen  verhalten  sich  die  Drücke  wie  die  absoluten 
Temperaturen.   Hiernach  erhSlt  man  aus  Gleichung  8)  fQr  die  Tsopleret 

— =  0,7 734  kübikiüeter  i.  Ü.  die  nachfolgenden  zu8amm»ugehörigcn  Zableo- 

werthe: 

«=0,7S0     1,108   1.490  1,884  2,272. 

38* 
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Bei  conätantem  Drucke  veihalten  sich  die  Volniniua  wie  die  abaolaten 
Temperatareo.  Hiernach  ergeben  sieh  s.  B.  fOr  die  Isobare :  jb>  =:  10  838  Eil., 
die  BMbfol^Miden  nitniineiigeliSrigtii  Werth«: 

ft7TM  =  W  =  '»-'"  '        '«  '"'^ 

(£  =  0,402    0,949    1,496    2,044  2.591. 
Da  b-'i  adiabatischer  Znstnndsänderung  die  Kntrnj.ie  con«tnnt  bleibt.  9o 
ergiebt  sich  ans  den  am  Schlüsse  des  §  ISl  berechoeteu  Zahlenbeispielen,  dass 
die  drei  W«tibeii-(^lKnfttioiuni 

ff  SS  0,7784  7,784  0,07784 
p  =  10888  408  880800 
Ts=    278    108,8  701,7 

4tei  Tertchiedene  Zustände  repräsentiren,  welchen  ein  vnd  derselbe  Entropia 
Wtrth  entipriebt,  nfimlich  der  Werth:  (l  =  l»48e. 

JSm  d«Djeiiig«D  Poitkt  der  Tenpeiatarfiflche  m  findmi,  in  wel- 
ehern  irgend  eine  gegebene  Isotherme:  T=Con8t.  Ton  der  Adi^ 
batet  (E  =  0  geschnitten  wird,  hat  man  die  beiden  Oleiehnngen: 

pn*  =  1    nnd    \)v  —  Ii'  T 

für  die  beiden  Conrdinaten  p  und  ö  aufzulösen:  man  erhält  dann 
z.  B.  die  DachfoigenUen  zusammeDgehörigen  Zablenwerthe: 

273  1 

29,27 

p  =  26,37.  10'-       110  450  1 
0  =  303,10"*-      0,000266  1. 

Die  Isothermen  sind  die  Linien,  in  welchen  die  Tempe* 
ratur  einen  constanten  Werth  bat,  nnd  die  Adiabaten  (oder 
Isentropen)  sind  die  Liiden,  in  welchen  die  Entropie  einen  con- 
stanten Werth  bat.  Beide  Linien -Systeme  liegen  in  der  Tempe- 
ratuiflftehe,  nnd  Jeder  gegebene  Punkt  dieser  Fläche  kann  dem- 
nach angesehen  werden  als  der  Durchschnittspunkt,  in  welchem 
eine  bestimmte  Isotherme:  T=Const.  von  einer  bestimmten  Adia- 
bate: @  =  Consi  geschnitten  wird.  Statt  der  C!oordinaten  p  nnd  « 
konnten  daher  zur  Be^^timmnog  dieses  Punktes  auch  die  Qrössen 
T  nnd  als  Coordinaten  gewählt  werden,  und  da  jeder  Punkt 
der  Temperaturfläche  einen  bestimmten  Zustand  der  Luftmasse  re- 
präsentirt,  so  ist  dieser  Zustand  völlig  bestimmt,  sobald  ffir  die 
beiden  Grössen  T  und  (S  ihre  Werthe  gegeben  sind. 

So  z.  B.  würden  die  Werthe  7'—  273  und  ~  1,496  den- 
jenigen Zustand  repräsentiren,  weicher  dem  Drucke  p=  10333  Kil. 
und  dem  Volumen  i'  =  0,7734  Cubikmeter  entspricht;  ebenso  B. 
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die  Wertbe  7"=  273  und  S  =  1,655  denjenigen  Zustand,  welcher 
dem  Druck  j)=  1033,3  Kil.  und  dem  Volumen  t  =  7,734  Cubik- 
meter  entspricht.    Mittelst  der  beiden  Gleichungen: 

pv=RT   und    r ,  lg (p r"')  ^  t£ 
können  die  Coordinaten  des  einen  Systems  jederzeit  leicht  in  die 
des  anderen  Systems  transformirt  werden. 

Während  einer  Zustands-Aeuderung  der  Luftmasse  beschreibt 
der  den  Zustaad  derselben  reprftsentireade  Funkt  in  te  Tempe- 
ntarflftdie  eine  bestimmte  Babntinie.  Die  Art  der  ZiutaDdefttide- 
rang  kann  daher  dnrdi  eine  Gleiehung  von  der  Form: 
11)  T^m 

ohunkterisirt  werden,  insofem  nach  obiger  Erklflmi^^  eine  solebe 
Gleiehang  immer  als  Gleichung  irgend  dner  in  der  Temperatur» 
flftohe  liegenden  Linie  aufgefasst  werden  kinn. 

§  184. 


Die  adiabatische  Ausdehnung  ist  (nach  §  182)  stets  mit 
einem  Sinken  der  Temperatur  verbunden.  Wenn  während  der 
Ausdehnung  die  Temperatur  unverändert  bleiben  soll,  so  rauss 
der  Luftmasse  beständig  Wärme  zugeführt  werden,  welche  hierbei 
als  Wärme  verschwindend  in  die  auf  üeberwindung  des  äusseren 
Gegendruckes  verwendete  mechanische  Arbeit  umgewandelt  wird. 
Diese  mechanische  Arbeit  kann  man  —  auf  dieselbe  Weise,  wie 

mit  Bezug  auf  Fig.  563  und  flg.  564 
bereite  erldirt  worde  —  geometriseh 
darstellen  mittelst  der  in  Fig.  665 
scbraffirten  Flftcbe,  welche  oben  von 
der  Isotherme:  TssConsibegrenxt 
wird.  Für  das  Wärme-Aeqniyalent 
dieser  mechanischen  Arbeit  ergiebt 
sich  hiernach  der  Werth: 

1)  Qz=,Ajpdv, 


Fig.M&. 


Wenn  man  hierin  für  p  den  aus  der 
Gleichung:  pr=^RT  zu  entneh- 
menden Werth  substituirt  und  nachher  —  unter  Berücksichtigung 
des  Umstandes,  dass  die  Grösse  T  constant  ist  —  die  Integration 
ausführt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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2)  Q=-ÄRTj-^,  oder: 

3)  Q=AST\g{^). 

l  >ie  Wärme-Quantitfit.  wpI  ho  einem  Kilogranun  Luft  von  der  absoluten 
Temperatur  jr=  273''  bei  isutheruiischer  Ausdehnung  aut  das  zehnfache  Yolu- 
meii  sutifaltreD  ist,  bat  demnach  di«  Grtsse: 

f  o  27  278 

4)  ^  =  -^„V^    lg  10  =  43,4  Würme-Einheiten. 

Zu  dem  gleichen  Besultate  würde  man  mit  JBeoutsttngf  der 
Glelehnng  3)  nnd  8)  des  vorigen  Paragiapben  gelangen,  indem  man: 

5)  dQ  =  TäXt 

setzt  und  btemaäi  —  wiederum  unter  Berficksicbtigang  des  üdh 
Standes,  dass  die  GrOsee  T  oonstant  ist  —  die  Integration  ausföiirt; 
man  erhält  dann  die  Gleiehung: 

Q=T\d^,  oder: 


6)  ^=^^' 


7)   g«=r((S,-<5|),   oder;    -'|-  =  e.-<4,. 

Wenn  in  Beznfr  auf  dat  oben  berechnete  Beiepiel  angenommen  wird,  das» 

das  anfängliche  Volumen  r»  =         =0.7734  war,  so  ist  nach  den  Gloichua- 

gen  P]  Ttnd  10)  des  vorigen  Parajrrapitt'n :  S,  =  1.496  und      —  I.G'jS  zu  set2oii; 
mau  erhält  also  für  die  crfitrloi liolie  Wärme- Quantität  wi«.'  nb^n  den  Werth: 
%\       —  27:j  il.er).')  -  l,lMÜi  =  4M.4  Wanne- Eiiilit-atou. 

Die  obige  Gleio])!^)^^  zf'jfrt,  dass  die  bei  isothermischem  lit>ber- 
panere  aus  einer  gegebeuen  Adiabate:  (S  =  ,  in  eine  zweite  ge- 
gebene Adiabate:  (S  =  @g  zuzuführeDde  Wai me-Qnantität  stets  der 
absoluten  Tem{>eratur  dieser  Isotherme  proporiioual  ist;  oder:  dass 

der  Quotient  ~  für  alle  isothermiechen  üebergänge  aus  der  ersten 

in  die  zweite  Adiabate  ein^n  und  denselben  Werth  annimmt. 

Wenn  2.  B.  die  Uoberführung  aus  der  Adiai>ate:  =  1.496  iu  die  Adia- 
bate: (E  =  1,655  längs  der  leotherue:  7=2  2.878  =  546  erfolgte.  Bo  wQrde 
die  Wftime-Qnantitit:  ^  s  2  .  48,4  =  86,8  Wirme^Einheiten  erforderlich  sein. 

Zugleich  erkennt  man  aus  Oleichnng  3),  dass  fßr  alle  isother* 
mischen  Üebergänge  aus  der  ersten  in  die  zweite  Adiabate  das 
AusdefanungsTerhftltniss  einen  und  denselben  Werth  hat 
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Die  oben  i^efnndenen  Gleichungen  ^jelten  nicht  mir  für  die 
isothermiscliti  Expansion,  sondern  auch  für  die  isothermische 
Compression  vom  Volumen  auf  das  Volumen  r^,  für  wolcben 
letstoien  Fall  die  Grösse  Q  als  diejenige  Wärme- Quantit&t  anzu- 
sehen ist,  welche  der  Luftmasse  entzogen  werden  muss,  wenn 
die  Temperatur  ttnverftodert  bleiben  soll. 


§  185. 
AUftiMlM  1innN«4ltolcliMii. 

Nach  ^181  (Gleichung  5)  hat  diejenige  Wärme -Quantität, 
welche  einem  Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss,  wenn  gleich- 
zeitig der  Druck  um  dp  und  das  Volumen  um  dv  vergrOesert  wer- 
den s6U,  die  OiOsse: 

c„vdp  -\-  c^p  dv 

1)  dQ  '-^-^  

Wenn  man  hinvm  das  eine  Mal  für  c  ,  das  andere  Mal  für  c  den 
an?  der  Gleirliuiii^  W)  des  l^^O  jm  entnehmenden  Werth  einsetzt, 
80  erhält  man  mit  Benutzung  des  in  §  179  (Gleichung  yj  für  das 
totale  Biffereozial  von  T  angegebenen  Ausdruckes  die  Gleicbongen: 

2)  dQ  =  c^/JT—  Avdp, 

3)  dQ  =  e^dT+Apd9. 

In  letzterer  Gleichung  kann  e^dTs=dV  gesetzt  werden  (nach  §  182, 
Oleichting  10};  dieselbe  aeigt  daher  in  der  Form: 

4)  dQ^dU-^Apdv, 

dass  die  zugefUirte  Wftrme- Quantität  dQ  ans  zwei  Theilen  sich 
zQsammensetzt,  ¥on  denen  der  eine  TbeO  dU  auf  Tergritesemng 
der  Inneren  Wärme  Terwendet  wird,  während  der  andere  Tbeil 
Apdv  als  Wärme  verschwindet  und  in  Ezpansionsarbeit  umgewan- 
delt wird.  Ffir  die  ganze  Wftrme-Qnantitftt,  welche  der  Lnftmasse 
während  einer  bestimmten  Torgeschriebenen  Zustandsftnderung  zuge- 
fahrt  werden  muss,  ergiebt  sieh  hiernach  die  Gleichung: 


Das  erstere  Int^eral  hat  den  Werth  17, —  L',,  hängt  also  nur  ab 
von  dem  gegebenen  Anfangszustande  und  dem  gegebenen  End- 
zustande.   Das  zweite  Integral  dagegen  hängt  zugleich  ab  von 
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der  A.rt  des  üelwigaiiges  und  kann  nur  daon  besttBunt  weideo, 
wenn  das  Qeeets  gegsbes  ist,  naeh  wslchem  p  mit  o  sieh  ftiid«rte 
ivftliTeiid  des  Uebergaoges. 

Wenn  man  iiadi  BesadigiiDg  der  roigescfariebenea  Zostaiids- 
Anderußg  ^  Luftmasse  adiabatiscli  sich  ansdeboen  Itesse,  » 
lange  bis  die  Tempeiatar  —  and  mit  denelbes  xngleidi  die  intiere 
Wärme  —  wieder  bis  auf  die  nnprangltcfae  GrOase  abgenommen 
hat,  so  würde  dieselbe  Wirme- Quantität,  um  welche  ?orher  die 
innere  Wftnne  zogeaommen  hatte,  hierbei  wieder  in  mechanisdie 

Arbeit  umgewandelt  werden. 
Das  Arbeitsäquivalent  der  gan- 
zen Wärme- Quantität,  welche 
während  der  durch  die  Linif 
A  B  repräsentirten  Zustands- 
änderuDg  der  Luftmasse  zuge- 
führt wurde,  kann  daher  geo- 
metrisch dar^restellt  werden 
durch  die  Summe  der  beiden 
in  Fig.  566  scbraffirten  Flächen, 
von  denen  die  linksseitige  das 
Integral  /'/"/'  darstellt,  wäh- 
rend die  n^ebts.seitige  das  Är- 
beitsäquivalent  der  Zunahme 
der  inneren  Wärme  repraseutirt. 
Am  Schlüsse  des  §  1^3  wurde  gezeigt,  dass  die  Art  der  Zn- 
standsänderung  auch  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

6)  T=/(äp) 

charakteiisirt  werden  kann,  oder  dmrdi 
eine  Linie,  deren  Form  erkennen  iSsst: 
naeh  welchem  Gesetze  die  Tempe- 
ratur mit  der  Entropie  sich  ändert. 
Ifau  würde  daher,  wenn  die^ies  Gesetz 
nnmittelbar  gegeben  wir«,  die  Wäme- 
Quantität: 

7)  dQ^Td^ 

aueh  auf  die  in  Fig.  567  angedeutete 
Weise  durch  den  sehrafifoten  FlSchen- 
streifen  geometrisch  darstellen  können  und  die  gaoie  Wftnae- 
QoanUtit  Q  dnreh  Sommation  der  einzelnen  FIftchensbetftn  be- 


Fig.  5C7. 
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stimmen  kdnnen.  FQr  den  Fall  der  isothermiseheä  Zustande* 
iDderaog  würde  mao  aof  solche  Weise  eioe  Reehieckflftche 
erhalten,  deren  Inhaltsherechnang  wieder  an  dem  in  Gleichung  7) 
des  Torigen  Paragraphen  für  diesen  Fall  gefundenen  Werthe  fahren 
würde. 

§  186. 
BMcMMRiigto  ExpaniM. 

Bei  allen  bisher  untersuchten  F&Uen  wurde  Torausgesetst:  dass 
die  Znstandsftndemng  mit  sehr  geringer  Gesehwindigkeit  erfolgte, 
und  dass  der  von  aussen  her  auf  den  Kolben  wirkende  Bruck  stets 

diejenige  GrOsse  hatte,  welche  den  jedesmaligen  Gleichgewichts- 

bedinguDgen  der  eingeschlossenen  Luftnaasse  entsprach.  So  lange 
diese  Voraussetzung  erfüllt  blieb,  durfte  die  bei  irgend  einer  Zu* 
standsänderung  stattfindende  Verschiebung  des  Kolbens  stets  als 
eine  gleichförmige  Bewegung  betrachtet  werden,  und  —  wie 
am  Schlüsse  des  §  182  gezeigt  wurde  —  konnte  in  diesem  Falle 
durch  alleinige  ZufSbrong  von  Arbeit  (ohne  gleiehzeitijre  Zu- 
führung oder  Entziehung  von  Wärme)  niemals  eine  Versetzung  des 
Znstandspnnktps  der  Luftmasse  in  eine  andere  Adiabate,  d.h.  eine 
Aenderupfj  ihrer  Entropie  hervorgebracht  werden. 

Wenn  dagegen  der  von  aussen  her  auf  den  Kolben  wirkende 
Druck  grösser  oder  kleiner  ist  als  der  Gleicbgewichtsdruck  der 
eingeschlossenen  Luftraasse,  so  wird  eine  besclilpunigte  Bewegung 
des  Kolbens  —  in  der  Richtung  nach  innen  «  It  r  in  der  Richtung 
nach  aussen  hin  —  stattfinden,  und  in  diesem  Falle  wird  auch 
ohne  Wärme- ZnführnniT  «  ler  -Eutziehunj;  —  durch  alleinii^e  Zu- 
führung einer  (positiven  oder  ne£!^tiven )  Arbt'itsEjrosse  —  eine 
Aenderung  der  Entropie  hervorgebracht  werden  können.  Es  lässt 
sich  jedoch  nachweisen:  dass  diese  Aenderung  stets  nur  eine  Zu- 
nahme —  niemals  aber  eine  Abnahme  sein  kann. 

Bei  adiahatischer  —  laugsam  und  allmählich  erfolgender 
—  Ausdehiiuiig  kann  die  Bewegung  des  Kolbens  als  eine  gleich- 
förmige betrachtet  werden.  Die  der  Luftmasse  eatzogeue  auf  den 
Kolben  übertragene  Arbeit  würde  in  diesem  Falle  (nach  Fig.  56-4j 
durch  die  von  der  Adiabate  begrenzte  Fläche  geometrisch  darzu- 
stellen sein.  Bei  dieser  Art  der  Ausdehnung  würde  der  Druck 
allmählieh  ?Ofl  />j  bis  und  die  Tempeiatnr  von  bis  auf 
sinken.  Wenn  statt  dessen  ein  iideres  Mal  angenommen  wird, 
dass  der  tassere  Dmek  plötzlich  von      bis  p  sinkt  and  wfthrsnd 
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Fig.  5«8. 


deg  alsdann  eintratenden  boscfaleunigten  Zurilekweicbens  des 
Kolbens  den  oonstanten  Wertb  p  beibebftU,  so  eigiebt  sich  für  die 
von  der  Lnftmasse  anf  den  Kolben  übertrageDe  Arbeit  der  Wertb: 

1)  %=^p{v,—v,). 
Diese  in  Fig.  5()8  durch  die  schraffirte  Kechteckfläche  darge- 
stellte Arbeit  wird  iaimer  kleiner  sein  als  die  adiabatische  Arbeit, 

sobald  —  wie  hier  einstweilen 
voraosgesetst  werden  soll  —  der 
oonstante  Dmeb  p  kleiner  ist  als 
der  Druelt  2h  t  ^^l^^licr  nacb  Be- 
endigung der  adiabatiseben 
Ansdebnung  eingetreten  sein  wfirde. 
Deolct  man  sieh  nunmehr  nach 
dem  Uebergange  der  Lnftmasse 
ans  dem  Tolnmen  Vi  in  das  Vo- 
lumen das  ZurQcbweidien  des 
Kolbens  durch  irgend  ein  De* 
wegongshindemiss  (z.  B.  eine  Ver- 
engung des  Cylinders  an  dieser 
Stelle)  plötzlich  gehemmt,  so  erkennt  man,  dass  bei  nachher  ein* 
tretendem  Gleichgewichtszustände  die  Lnftmasse  eine  Isotherme  T 
erreichen  wird,  welche  höher  liegt  als  diejenige  Isotherme  T,, 
welche  die  Lnftmasse  bei  adiabatiseher  Ausdehnung  erreicht 
haben  wurde.  Denn  von  der  inneren  Wärme  der  Lnftmasse  wurde 
im  vorliegenden  Falle  nur  der  Theil: 

in  äussere  Arbeit  umgewandelt  Indem  man  diese  Grtese  dem  Ver- 
luste an  innerer  Wärme  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

3)  c^{T,-T)=^Ap{v,~v,\ 

aus  welcher  für  die  wirklich  erreichte  Eadtemperatur  der  folgende 
Werth  sich  ergiebt: 

4)  2'  =     —  ^j>(tv~P^) 


0 


Die  letztere  Gldcbung  zeigt,  dass  T^T^  wird,  wenn  der 
oonstante  Gegendruck  p  die  GrOsse  Null  hatte.  In  diesem  Falle 
wird  die  Temperatur  der  Luftmasse  trotz  erfolgter  Volumen  »Ver- 
grösserung  wieder  bis  zur  Isotherme  des  Anfimgszustandes  hinauf- 
steigen, und  aus  dem  in  §  183  fär  den  Fkll  einer  isothermischen 
Ausdehnung  berechneten  Zahlenbeispiele  eigiebt  sieb,  dass  mit 
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einer  solchen  Zustands- Ae  iderung  immer  eine  Versetzung  in  eine 
höhere  Adiabate,  d.  h.  eine  Vergrösserung  der  Entropie  ver- 
bunden ist. 

Wenn  z.  B.  ein  Kilogramm  gewöhnlicher  atmosphärischer  Luft  (vom  Drucke 
p^  =10  383  Kil.,  vom  Volumen:  r  =  0,7734  Cubikmeter  und  von  der  Temperatur 
7'=  273°)  plöt7licb  ohne  <iegendrack  auf  das  Zehnfache  des  urspriinglichen 
Volumens  sich  ausdehnte,  so  würde  (nach  §  183)  die  Kntropie  von  der  Grösse 
1.496  bis  zu  der  Grösse  1,655  zunehmen. 


§  187. 
Beschleunigte  Compression. 

Bei  langsam  und  allmählich  erfolgender  adiabatischer  Com- 
pression vom  Volumen  auf  das  kleinere  Volumen  r,  würde  ein 
dem  Laufe  der  adiabatischen  Curve  entsprechendes  allmähliches 
Anwachsen  des  Druckes  von  der  ursprünglichen  Grösse  bis  zur 
Grösse  stattfinden,  und  nach  Fig.  564  würde  die  von  der  Adia- 
bate selbst  begrenzte  Fläche  die  der  Luftmasse  hierbei  zugeführte 
Arbeitsgrösse  darstellen. 

Wenn  dagegen  ein  anderes  Mal  der  äussere  Druck  plötzlich 
von  der  Grösse      bis  zur  Grösse  P  gesteigert  wird  und  während 

des  dadurch  bewirkten  beschleu- 
nigten Vorrückens  des  Kolbens 
den  Constanten  Werth  P  beibe- 
hält, so  wird  der  Luftmasse  eine 
Arbeit  zugeführt  von  der  Grösse: 

1)  ?(  =  P(rg— r,). 
Diese  in  Fig.  569  durch  die  schraf- 
iirte  Rechteckfläche  dargestellte 
Arbeit  wird  immer  grösser  sein 
als  die  adiabatische  Arbeit,  wenn 
—  wie  hier  vorausgesetzt  wird  — 
der  constante  Druck  P  grösser 
ist  als  derjenige  Druck  wel- 
cher nach  Beendigung  der  adia- 
batischen Compression  eingetreten  sein  würde. 

Denkt  man  sich  nach  dem  Uebergange  der  Luftmasse  in  das 
kleinere  Volumen  r,  das  Vorrücken  des  Kolbens  plötzlich  gehemmt, 
80  erkennt  man,  dass  bei  nachher  eintretendem  Gleichgewichts- 
zustande der  Zustandspunkt  der  Luftmasse  eine  Isotherme  T  er- 
reichen wird,    welche  höher  liegt  als  diejenige  Isotherme  jT,, 
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welche  die  Lufimaaee  bei  langsaiiier  adiabatischer  Gompreesioii 
errelcbt  habeo  würde.  Indem  man  das  Wirme-Aequiralent  der 
oben  gefundenen  Arbeitsgrösee  dem  Zuwachse  der  inneren  Wirme 
gleich  setet,  erhält  man  die  Glnchnng: 

ans  weldier  fflr  die  erreichte  End-Temperatar  der  folgende  Werth 
sich  ergiebt; 

Um  diejenige  Grösse  zu  finden,  welche  der  constante  äussere 
Druck  /*  haben  musste,  damit  der  nacbherige  Gleichgewichtsdruck 
der  Luftmasse  ebeuialis  gleich  F  werde,  hat  mau: 
4)  Pi,=ItT 

zu  setzen  und  hierin  für  T  den  oben  gefundenen  Wertti  zu  sub- 
Btituiren.  Maii  erhält  dann  eine  Gleichung,  welche  für  i'  aufge- 
löst die  folgende  Form  annimmt: 


6)   P  = 


Wenn  man  in  dieser  Gleichung:  Rl\=p^v^  setzt,  «o  erhält 
man  durch  Auflösung  derselben  für  das  dem  olii^ren  Werthe  von 
P  entsprechende  Compressiousvorhältaiää  den  Werth: 


«)  = 


AU  4-  e 


« 


von  dem  Drack-VerhältniSB^-t  nidht  aber  von  der  abso- 
luten Grösse  des  ursprünglichen  Druckes. 

WcüQ  z.  B.  die  Luftmasse  ursprünglich  im  Zustaude  der  gewöUaliciien 
atoHwpliiriMheii  Luft  «ieli  befftud  (entsprechend  den  Wsrtbeo :  j),  ^  lOSSS  Kü.« 
r,  =  0<'">J7S4,  7a  =  278*),  und  der  inaMr»  Dmek  pldtilieh  auf  10  Atanoipliireii 

gesieifert  wifd,  «o  ist  ^=-— tu  setten,  ond  n  wird  ^  =  0,86165,  oder 

f  i  =  0cm^28.  Dem  Drucke  10  . 10833  Kil.  und  dem  Volumen  t>,  =0<'"»,2S 
entsprioht  die  Temperatur  T=  987*,  und  nach  §  ibS  findet  man,  dass  bei  diMer 
Gonpninoo  die  Entropie  der  LuftmasM  von  1490  bis  1,643  snainimt,  wfhmd 

bei  adialtatischer  CompreMioo,  d.  h.  bei  con^taut  bleibejider  Entropie  das  Vo* 

Inmii'n  bi^  auf  die  Grös<!C  t'i  =  0.1*.*5??  r ,  jibnchmen,  unl  die  Teinporütur  bis  zn 
der  iiru^sc  1\  =  533**  zttoehmea  w  Qrdc,  wenn  der  Druck  bia  auf  das  Zehnfache 
zunähine. 
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7)  = 


PIg.  570. 


Fi  ff.  Ö71. 


Die  obige  Gleichung  zei?t,  dass  mit  allmählich  wachsendem 
Werthe  der  Grösse  /'  das  VolumeD-Verhältniss  einem  bestimmten 
Grenzvfertho  sich  nähert,  welchen  dasselbe  niemals  überschreiten 
kann;  denn  lur  jf  =  cc  wird; 

AR       ^     —  ^  _  t 
AB  -\-  c    ~     c  3,44  * 

Hieraus  folgt,  dass  selbst  bei  Anwendung  einer  unendlich  grossen 
Druckkraft  P  es  nicht  möglich  sein  würde,  eine  bleibende  Com- 
pression  hervorzubringen  auf  ein  Volumen: 

8)  o,<-^, 

wfthrend  bei  allmfthlieher  Steigerung  des  Druckes  —  entspre- 
ehend  dem  Laufe  der  adiabatischen  Curve  —  jede  beliebige  blei- 
bende Compressiou  bervorgebracht  werden  kann. 

Die  oben  gefandenen  Gleichungen  kOnnen  auch  auf  den  in 
Hg.  570  und  Fig.  571  dargestellten  Fall  angewendet  werden,  bei 

welchem  angenommen  Ist,  dass  die 
Eolbenfläche  1  Quadratmeter  beträgt 
und  dass  eine  auf  den  Kolben  gelegte 
schwere  Masse  durch  ihr  Gewicht 
den  äusseren  Druck  gegen  die  ein- 
geschlossene Luftmasse  hervorbringt. 
Diese  Belastung  hatte  anAnglieh  die 
in  Fig.  570  angegebene  Grösse  jt>|  und 
wird  durch  Auflegen  eines  üeberge- 
wichtes  plötzlich  bis  zu  der  Grösse 
P  gesteigert.  In  Fnltrp  dessen  wird 
ier  Kolben  sinken  und  nach  Schwin- 
gungen von  abD«^h  in  ender  Amplitude  8chlip<^<5lirh  in  ein^r  nonpn 
Gleichgewichtslage  {V\^.  571)  zur  Ruhe  gelangen  —  insofern  mit 
jeder  Schwingung  eiue  linu'lcirhff^rmige  ZustandsändtT  iiii;;  der 
Luftmasse,  folglich  eine  ZiHiahin*^  der  Entropi*^,  oder  ein  Um- 
atz  von  lebendiger  Kratt  der  schwingenden  Bewegung  in  Wärme 
verbunden  sein  wird. 

Nach  eingetretenem  Kuhezustande  wird  die  von  der  Höhe 
bis  auf  die  Höbe       herabgesunkene  Belastung  die  mechanische 
Arbeit: 

9)  i'O-s -'•i)  =  /'(Ä, -Ä,) 

Torricbtet  haben,  und  die  innere  Wärme  wird  um  das  Wärme- 
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Aequivalent  dieser  Arbeitsgrösr^e  ziigenomiuen  haben.  Aus  den 
oben  gefundenen  Gleichungen  ergiebt  sich  demnach,  dass  es  unter 
den  hier  vorausgesetzten  Bedingungen  niemals  möglich  sein  wird, 
eine  bleibende  Senkung  des  Kolbens  bis  auf  eine  Höhe: 

10)   *.  <  3*J,- 

£u  bewirken  —  wie  gross  auch  immer  das  auf  den  Kolben  ge- 
legte Gewicht  F  gewählt  werden  möge. 

§  t88. 

Zunahme  der  Entropie  bei  Temperatur-Ausgleichungen. 

Wenn  einer  Luf^ma?so  von  der  Temperatur  T  die  Wärme- 
Quantität  (IQ  entzogen  wird,  und  diese  Wärme- Quantität  einer 
anderen  Luftmasse  von  der  Temperatur  l  zugeführt  wird,  so  ver- 

dQ 

mindert  sicfa  die  Botiopie  der  eieteren  nm  die  GiMse-^«  wfth- 

rend  die  Entropie  der  leteteren  um  die  Grtese-^  snnimmt. 

Die  Gesammt- Entropie  der  beiden  Luftmaeseu  wächst  also  um  die 
Grtese: 

welche  stets  positiv  ist,  sobald  7'  grösser  ist  als  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll.  Hieraus  folgt,  dass  mit  jedem  Wäiiiie-L. eber- 
gange von  einem  wärmeren  Theile  zu  einem  krdteren  Theüe 
eine  Zunahme  der  Entropie  des  Ganzen  verbiiiiden  sein  wird. 

Nach  §  182  und  §  183  ergebeij  sich  reäp.  für  Druck,  Volumen, 
absolute  Temperatur,  Entropie  und  innere  Wärme  eines  Luftkilo- 
grammes  die  nachfuigeudeu  zusammengehörigen  Zahleuwerthe: 


=  10  333 

Pi 

=  10  333 

-=  0,7734 

's 

=  1,5-168 

=  273 

=  546 

®. 

^  1,496 

=  1,661 

[l\ 

=  46 

=  92. 

Delikt  man  sich  ein  Kilogramm  Luft  (Nr.  1)  in  dem  tiurch  den 
Iudex  „Eiub"  cbarakterisirtt  n  Zustande  und  ein  ander«^:*  Kiloo^nimm 
Luft  (Nr.  2)  in  dem  durch  den  Index  „Zwei-'  cbaTakirribirietn  Zu- 
^^taiide,  so  ergiebt  sich  für  die  Entropie,  welche  diese  beiden  Luft- 
massen zusammengenommen  besitzen,  der  Werth: 
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•2)  (5,  ^3,157. 
Wenn  diese  bL'iden  Luftraassen  —  anfänglich  durch  eine 
Scheidewand  getrennt  —  zusammen  in  einem  und  demselben  Go- 
fässe  sich  befinden,  dessen  unbeweglich  vorausgesetzte  Wände  für 
Wärme  undurchdringlich  sind,  so  wird  nach  Beseitigung  jener 
Scheidewand  eine  T.  lu}  eratur-Ausgleichung  eiatreteo,  bei  welcher 
die  gesammte  innere  Wärme: 

3)    U,  138 
nunmehr  gleich  tonn  it,^  rnif  die  ganze  Masse  sich  vertheilen  wird. 
Nach  erfolgter  Tenji  r;itur-A.U8gleichung  wird  jede  von  den  beiden 
Lultmassen  das  Volumen: 

4ie  iDoere  Wftnne:  27=69  und  di«  fiberall  gleiche  Temperatur: 

besitzen,  während  der  Druck  die  Grösse  |)  =  10333  unveranleit 
beibehalten  hat.  Diesen  Werthen  entspricht  nach  §  183  der  En- 
tropiewerth: =  1,593  für  jedes  Kilogramm.  Während  der  Tem- 
peratur-Ausgii'ichung  wächst  also  die  Entropie  des  Ganzen  von 
der  Grösse:       h  (^^  =3,157  bis  zu  der  Grösse: 

In  den  forigen  beiden  Baragtaphen  wurde  gezeigt,  dass  aneli 
Zneianda-Aendemngen,  welche  auf  rein  mechaniaehem  Wege  — 
d.  h.  ohne  gleichzeitige  Wftrme-Znföhmng  —  bemrgebnicht  wer> 
den,  mit  einer  Yergrössening  der  Entropie  ?erbunden  sein  ItOnnen; 
daas  jedoch  eine  solche  YergrQeserung  der  Entropie  immer  nur 
dann  eintreten  wird,  wenn  jene  Zustands-Aenderungen  mit  Be- 
schleunigung stattfinden.  Diese  letztere  EinschränlEnng  fällt 
weg,  sobald  man  die  bis  dabin  gemachte  YoraoasetKiuig  Sailen 
lässt,  mich  welcher  die  Luftmaase  stets  ein  zuaammenhftngeodea 
Ganzes  bilden  sollte. 

Das  obige  Beispiel  zeigt  nämlich:  dass  auch  eine  Reihe  von 
gleichförmigen  mechanischen  Veränderungen  eine  Vergrösse- 
ning  der  Entropie  zur  Folge  haben  kann.  Denn  einen  solchen 
Zustand  ungleichförmiger  Wärme- Vertheilung,  wie  derselbe  oben 
als  Anfangszustand  angenommen  wurde,  könnte  mui  bei  einer 
Luftmasse  von  ursprünglich  überall  gleicher  Temperatur  z.  B.  auch 
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dadurch  hervorbringen,  dass  man  zuerst  die  eine  Hälfte  adia- 
batisch comprimirt  und  dieselbe  nach  Aburabe  eines  Theile«  der 
gewonnenen  inneren  Wärme  an  die  andcit  iiillie  na,chher  wie- 
derum adiabalisch  so  lange  sich  ausdehnen  I3isst,  bis  der  Druck 
in  beiden  Hftlften  dieselbe  Grösse  angenommen  bat.  Mit  dem  hier- 
Midi  dttfaretenden  Wärme-Üebergange  tod  der  wärmeren  auf  die 
kilts^re  Hftlfte  wird  —  ebeoio  wie  mit  jenem  sdion  früher  erfolg- 
ten Wftrme-Uebergange  —  dn  Wtdisen  d«r  Bntn^e  des  Ganieii 
verlranden  sein,  obwohl  Jene  tof  meebaniflehem  Wege  beibeige- 
ffthrte  anflUi^Iiche  Compreesion  nnd  naeUierige  Eipansion  als 
gleichförmige  Zustaods-Aendemngen  Toran^gesetit  wurden. 

Denlrt  man  sich  i.  B.  in  Fig.  572  den  Kolben  A  fttr  Warme 
nndurchlftssig,  den  gelben  C  dag^en  Ar  Wftrme  dnrch- 


zunehmen  oder  constant  bleiben  wird,  jenachdem  der  Kolben 
C  als  unbeweglich  oder  als  beweglich  vorauagesetit  wird. 

Tni  ersteren  Falle  wird  ausscbliesslich  die  swischen  den  beiden 
Kolben  befindliche  Luftmasse  eine  Compression  erleiden.  Dieselbe 
wird  alsdann  einen  Tbeil  ihrer  gewonnenen  inneren  Wärme  an 
die  andere  Luftmasse  abgeben,  und  mit  diesem  Wärme-Uebergange 
ist  eine  Zunahme  der  Entropie  des  Gänsen  verbunden.  Im  anderen 
Falle  dagegen  wird  die  Luftmasse  als  Ganzes  eine  adiabatische 
Compression  erleiden,  bei  welcher  ihre  Entropie  constant  bleibt. 

Auch  bei  den  im  vorigen  Paragraphen  '.mtersuchten  Vorgängen 
kann  als  letzte  Ursache  der  Entropie-Vergrfeserung:  der  Wärme- 
Uebergang  von  einem  wärmeren  zu  einem  kälteren  Theile  der 
Luftmasi«e  angesehen  werden,  insofern  bei  jener  beschleunigten 
Bewegiing  des  Kolbens  angenommen  w^rd^n  darf,  dass  die  von 
demselben  weiter  entfernten  Lufttheilcheii  noch  ihre  ursprüngliche 
Teiu|Neratur  beibehalten  haben  werden,  während  die  dem  Kolben 
zunächst  liegenden  Theilchen  schon  eine  Teniperatur-Aenderung 
erlitten  haben,  welche  dann  allmählich  auch  auf  die  ersteren  sieh 
übertragen  wird. 

Die  Untersuchungen  dieser  letzteren  Paragraphen  führen  somit 
iu  dem  Scbhi:5se:  dass  bei  einer  allseitig  vou  üdiabatischeu  — 


Fig.  072. 


^  Stattfindender  Veisehlelrang  des 
ersteren  von  Ä  nach  B  die  Bo- 

1  tropie  der  in  dem  gansen  Cylin* 
der  enthaltenen  Luftmaase  resp. 


Ussig,  so  erltennt  man:  dass 
bei  langsam  nnd  gleichförmig 
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ganz  oder  theilweise  beweglichen  —  Wandflächen  umschlossenen 
LiiftTnassie  immer  nur  solche  Zustands-Aenderungen  hervors^ebracht 
werden  können,  bei  welchen  die  Entropie  entweder  constant  bleibt 
oder  zunimmt.  Niemals  aber  wird  es  möglich  sein,  durch  irgend 
welche  Manipulationen  eine  Zustands- Aenderung  herbeizufähreo, 
mit  welcher  eine  Abnahme  der  Entropie  Yerbvmden  sein  würde. 


I  189. 


Nach  §  179  kann  jede  gegebene  stetige  Zustands- Aenderung 
der  Luftmasse  als  eine  Bewegung  des  ihren  Zustand  repräsentirea- 
den  Panktes  in  der  Temperatorfläobe  längs  einer  gegebenen  krum- 
men Linie  aiifi)|*ftnt  werden.  Im  AUgemelmn  wird  jede  solche 
ZnstandB^Aeiidening  von  einer  (poeitiven  oder  negativen)  Tempe- 
ratnr-ErhObnng  und  von  einer  (positiTen  oder  negativen)  Wftrme- 
znf&hmng  begleitet  sdn.  Wenn  für  irgend  ein  lieetimmtes  Weges* 
Elemeiit  die  Tempeiatur-Zanalime  mit  dT  und  die  zugefShrte 
Wirmeqnantitftt  mit  dQ  bezeidmet  wird,  so  kann  der  Quotient: 

als  diejenige  Wftnnequantitftt,  welche  unter  gleichen  Umständen 
eine  Temperatnnnnahme  von  1  Grad  henrorbringen  würde,  die 
specifische  Wärme  der  Luft  fSx  die  Jenem  Weges-Elemente  ent- 
sprechende spedelle  Art  der  Znstands-Aendening  genannt  werden. 

Denkt  man  sieh  die  obige  Oleidinng  för  jedes  der  auf  einan- 
der folgenden  Bahn -Elemente  aufgestellt,  so  erkennt  man,  daes 
der  Quotient  X  eine  OrOsse  ist,  welche  im  Allgemeinen  während 
der  Bewegung  stetig  sich  ändern  wird.  Je  naoh  der  Form  des 
Torgesehriebenen  Weges  wird  diese  Aenderung  der  GrBsse  X  in 
einem  Waehsen  oder  Abnehmen  derselben  bestehen  können, 
und  man  ftbeneugt  sieh  leicht,  dass  es  für  jene  Bahnlinie  auch 
solehe  Formen  geben  mass,  bei  welchen  die  Grösse  X  weder  lu- 
nimmt  noch  abnimmt  Eine  solche  Linie,  für  deren  Elemente  der 
Quotient  X  überall  denselben  Werth  annimmt,  kann  eine  „Carve 
coDstanter  specifischer  Wärme"  genannt  werden,  und  die 
Gleichung  dieser  Linie  läasi  sich  auf  folgende  Weise  ableiten. 

Der  Gleichung  1)  kann  man  nach  Substitution  des  in  §  179 
(Gleichung  9)  för  dX  angegebenen  Werthes  auch  die  Ibigende  Form 
geben: 

Bitler,  iDgcniear-MtclMaUc.   S.  Aafl.  54 
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2)  dQ  =  -j(vdp'\-pdp). 

Für  diejenige  Wftrmeqoantität,  welche  erfiifderlieb  ist,  um  gleich* 
uüüg  die  Druckninabme  dp  und  die  Yoltiia«iwiiahiii>  dv  henror* 
lobriDgen,  wuidtt  in  §  181  (OleichuDg  5)  der  Aiudniek  gefluden: 

f-'  dp  -\-  c^p  dv 

3)  dQ=  "   

Dueh  Oleichsetznog  dieser  beiden  AoedrQcke  erbAlt  man  muB 

c 

Gleichung,  welcher  man  nach  SubsUtution  des  Wertbes:— =A: 

^« 

die  fölgende  Form  geben  kann: 

Da  die  Grösse  X  der  Voraussetzung  nacl3  einen  von  den  Grössen 
p  nnd  V  unabb&ngigen  Werth  haben  sollte,  so  ist  der  Quotient: 

ifec  — X 

ebenfalls  als  eine  constante  Grösse  zu  behandeln,  und  üjaü  gelacgt, 
indem  man  nach  Substitution  dieses  Werthes  die  Integration  aus- 
führt, zu  den  folgenden  Gleichungen: 

Vi 


Die  Horizontal projection  der  Ciirve,  welche  der  den  Zustand  der 
Luftmasse  reprfisontirende  Punkt  in  der  Temperaturfläche  durch- 
laufen mwäs.,  wenn  die  Grösse  X  constant  bleiben  soll,  entspricht 
also  der  Gleichung^): 

9)    p  r       Const.  =  }\  r\  =  p  /  ^, 
und  narh  Gleichung  5)  liat  bei  dieser  Art  der  Zustands-Aenderung 
die  spedfische  Wärme  der  Luft  den  constanten  Werth: 


^)  Vergl.  /euuer:  „GrondsOge  der  mechuiischea  Wärmetbeohe".  2.  Anfl, 
S.  14&  und  S.  21d. 
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^ =.(:-!{)•  ■ 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  die  beiden  GrOSMii  r 
und  X  die  oacbfolgendeD  zusammeDgehOrigen  Werthe: 


r  — 

0 

1 

oo 

• 

X  = 

Ol 

l»  =  Ooiist 

7=Oon8t 

IS  =  Ooiiit 

VsOODSt 

Wann  die  Zustands-Aenderang  dem  obigeo  Geseteo  gemto 
«rftlgt,  80  kann  dto  srnn  Hervoibiliigtti  der  TempeiBtui^ETbiniiiDg 
T,  —  erfoiderUeli«  Wirmeqoa&titit  bereehiiet  werden  ans  der 
GleiehiiDg: 

Fflr  diese  Wbmeqnantittt  erglebt  eich  ein  negative r  We^ 
wenn  die  Orteee  X  eelbet  negativ  (und  zugleich  —  7\  poeitlT} 
ist  Nach  Oleicbong  10)  entspiieht  dem  FiOe: 

Fif.  m  12) 

dne  negative  spect- 
UscheWtane.  Wenn 
also  die  Oonetanlo  r 
zwisdien  den  Wer- 
then  1  und  1,41  liegt 
—  entepreehend  dem 
inFig.573dnrehdi8 
panktirte  Unie  dar- 
gestellten Kalle  —  80 
wird  eine  Tenpera- 
tor-Erhöhung  mit 
einer  Winne- Ed t- 
siehnng  verbunden 
sein,  und  eine  Tem- 
peiator-Srniedri- 
guDg    mit  einer 

W:lrme-Z  u  f  ü  h  ni  n  g. 
Nach  §  183  wird  durch  die  zugeführte  Wärmequantität  dQ 
«ine  Zonabme  der  Entropie  lier vorgebracht  von  der  Grösse: 


632  Nevntor  AbichDitt  §  l$t. 

18)  d9  =  ^f-. 

Wenn  man  hierin  für  dQ  den  aus  Gleichung  i»  zu  entnehmenden 
Wenh  eiii^rL/t  uod  aiädaim  die  lut^ration  ausführt,  so  eib&lt  man 
die  Gleichungen: 


16) 


^-«.-XlgfJ'). 


Bei  dem  Uebergaoge  aus  der  Isotherme  T,  in  die  Isotherme 
wächst  also  die  Entropie  stets  um  dieselbe  Grösse  —  wo  auch 
immer  dieser  Üebergang  stattfinden  möge  —  foimnagesetst,  dasB 

derselbe  dem  obigen  G'"?ctze  gemäss  erfolgt. 

Nach  Substitution  de^  Werthes:  pr  =  BT  kann  man  der  Gki- 
chung  9)  auch  die  folgende  Form  geben: 

16)  -  *  =  Const.  =  r,  T.r^"*, 

und  wenn  man  hiernach  das  VerhäUniss  der  Tempentliren  durch 
du  Verhültniss  der  Voloinina  ansdrfickt,  so  erliAlt  man  dk  Glel- 
Ghimg: 

17)  «.-e,=X(r-.l)lg(';»). 

welcher  man  mit  Benutzung  des  ia  Gleichung  10)  für  X  aogi^gebeoeD 
Werthes  aneh  die  folgende  Form  geben  kann: 

18)  (r,_e,  =  cJA--r)lg(y. 

Bei  gegebenem  Werthe  Ton  r  entspricht  also  dem  VolomeB-Ver- 

grOsserungsverhältniss:  «  =  -|^  stets  dieselbe  Zunahme  der  En- 
tropie —  wie  anch  immer  der  Anfangsxiistand  beschaifen  gewesen 
sein  mochte.  —  Der  Werth  f  =  k  entspricht  der  diabatisdien  Zu- 
stands-Aenderung,  ond  für  diesen  Fall  wird  (5^  —  =  0.  Der  Werth 
r=l  entspricht  dem  Falle  der  isothermischen  Zustands^Aende- 
rang,  und  für  diesen  Fall  erhält  mun  (in  Uebereiastimmttng  mü 
dem  in  §  184  gefundenen  Eesnltate)  die  Gieichaqg: 

19)  ^''Q,=ic^-r)k{~y  oder: 


20)  S,-^i=^i?lg(^|)=^ 
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§  190. 
Ideale  Gase. 

Die  für  atmosphänsche  Luft  gefaDdenen  GleichuQgen  kOnnen 
mh  auf  die  anderen  sogenannten  permanenten  Q«se  angewendet 
werden,  sobald  man  darin  für  die  Gonstaoten  J?,  c^,     die  enU 

spteebend  Tertoderten  nmneriseliea  Warthe  «nsetit,  weldie  aus 
der  naebibIgeDden  Tabelle*)  ta  entnebmeii  sind. 


Ata.  Luft 

8rai«rt«ff 

WMMntoff 

B 

=  29,272 

30,134 

23,475 

422,612 

=  0,168  47 

0,172  73 

0,165  07 

2,412  26 

=  0,237  51 

0,243  80 

0,217  61 

3,4090. 

Die  allgemeine  GleicüUD^  der  Temperaturflärhe  wurde  hier- 
nach X.  B.  för  Wasserstoff  die  folgende  Form  annehmen : 

1)  ^  =  422,612. 

Aas  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  das  Volumen,  welches  ein 
Silogramm  Wasserstoff  bei  atmosphärischem  Drucke  und  einer 
Temperatar  Ton  Null  Grad  Celsius  beeitet,  der  Werth: 

2)  t.=~  ;*  ::  —==  11,162  Cablkmeter. 

lU  600 

Nach  §  183  (Gleichung  8)  hat  ein  Eilognunm  Wassenteff  in  diesem 
Auslände  eine  Entropia  von  der  Grtese: 

3)  Mt^  2,412  26  lg (lO 333 . 11,162*''}  =  30,62. 

Iii  der  Tempeiatarflftche  des  Wasserstoffes  eataptiebt  der  ]>iirdi- 
sehnittspankfc  der  Isotherme:  T=273  mit  der  Adiabate  (oder 
Isentrope):  ({  »  0  den  Goordinaten: 

11^=: 205 630. 10*'  ond  1^=0,661.10'*'. 
Die  Wftrmeiiieiige,  welebe  erf»rdeilieb  sdn  wMe,  üb  das  Wasser^ 
itoffUlegninm  ans  der  laentiope:  d  »  0  in  die  Isentrope:  (E  30,62 
liags  der  Isotherme:  T=  273  «bersoftbren,  bat  (nach  §  184)  die 
Gi6Bse: 

4)  g  =  273 . 30,62  =  8332  Wirme*Buiheiten, 
ivibrsnd  die  üsberfObmug  liogs  der  Isotherme:  T=  1*  nur  30,62 
W&nne-ESnheiten  beanspmchoi  wflrde. 


*)  Zeuner:  „Granda&ge  dar  meehaideohen  Wtirmetheorie".  S  Auflage. 

I^euer  Abdruck. 
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Die  in  der  obigen  Tabelle  aufgeführten  Stoffe  worden  Mber 
„pennaoeite  Oue**  genannt,  ineoftni  es  bis  ipor  Knisem  nielit  gs- 
hnigen  wsr,  dieeelben  in  den  tropfbar  flfissigen  nnd  f9sten  Aggi^ 
gstsnstand  QbenraftUuren.  Naehdem  jedoch  die  am  Sohlnase  des 
Jafaiss  1877  von  L.  Cailletet  nnd  Baonl  Pietet  gemachten  Bnt- 
deeknngen  gezeigt  haben,  dass  diese  Stoffe  ebenfalls  dem  Wechsel 
des  Aggregatsnstandes  nntenrorfen  sind,  erweist  sieh  jene  Benennnnflf 
nicht  mehr  als  zutreffend.  Die  fOr  atmosphflrische  Lnft  ab  Rs- 
prftsentanton  der  sogenannten  Gase  gefundenen  Gleidinngen  sind 
daher  nnr  innerhalb  eines  beschrftnkten  Gebietes  der  TempenUar^ 
fliehe  als  gültig  sn  betraohton,  nnd  bei  Anwendungen  auf  extreme 
FlUe  wird  man  nidbt  mehr  erwarten  dfirftn,  dass  die  Besaltato 
der  Beehnung  mit  den  Besnltaten  der  BrfUirnng  genau  ftbeiein* 
stimmen.  Die  gefundenen  Gleichungen  würden  vielmehr  nur  fHr 
ein  sogenanntes  „Tollkommenes"  oder  „ideales"  Gas  in  aller 
Strenge  als  gültig  zu  betrachten  sein ;  d.  h.  für  eine  Gaeart,  welche 
man  sich  so  beschaffen  denkt,  dass  die  Grössen:  c^,  ftr  die- 
selbe unter  allen  Umstftnden  als  eonstant  bleibend  voranegesetrt 
werden  dürfen. 

Die  Gleichnng  11)  des  §  180  zeigt:  dass  die  Differenz  der 
beiden  specifischen  Wärmen  und  c^,  jedenfalls  eonstant  sein 
wflrde,  wenn  die  GrOsse  R  eonstant  wäre.  Wenn  also  ausserdem 
auch  das  Yerbältniss  jener  beiden  Grössen  als  eonstant  ange» 
nommen  werden  dürfte,  so  würde  auch  jede  von  den  beiden  Grossen 
nnd  selbst  als  eonstant  angesehen  werden  dürfen.  Ein  soge- 
nanntes „vollkommenes*'  oder  „ideales*'  Gas  würde  hiemach  definirt 
werden  können  als  ein  Gas,  für  welches  die  beiden  Grössen  B  nnd  k 
unter  allen  Umstanden  eonstant  bleiben. 

§  191. 

SliMtor  mi  laSItor  Ulskhgewlclilniiilaiid  tftr  Atmtiphftre.*) 

Wenn  mit  y  das  Gewicht  eines  Cubilcmeters  Luft,  und  mit  p 
der  Luftdruck  in  der  Hohe  z  über  der  Meeresfl&che  bezeicbnet  wird» 
so  ist  nach  §  161: 

1)    dp  ~ —  Y  (f  ^ 
zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  iür  ^  den  aus  der  Gleichnng  12> 

♦)  Verfl.  Reyc:  Die  „Wirbelstünue,  Tornados  und  Wcttersialen  in  der 
Erdatmosphäre *.  Uauuover.  Carl  Bümpler.  1872. 
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des  §  178  zu  entnehmeudea  Werth  substituirt,  so  erhält  mau  die 
Gleichung : 

_  .    p  dz 

Da  im  AUgemeiDen  anzunehmen  ist,  dass  die  Temperatur  der 
atmosphärischen  Luft  mit  der  Höhe  über  der  Meeresfläche  sich 
ändert,  so  ist  die  Grösse  T  als  eine  Function  von  z  zu  betrachten, 

(i  T 

und  der  DiffereonalquotieDt  -j—  bedeutet  die  TemperatorzaDabme 

pio  lAqgaaflinheit  der  Hflhenznmihme.  Wenn  in  Wirklichkeit  das 
Oesete  dieser  Aendening  so  beschaffen  ist,  dass  einer  HOhen- 
Zn  nähme  von  1**  eine  Temperatur -Abnahme  Ton  n  Graden  ent- 
sprichti  so  ist: 

3)    -^  =  -n 

au  setien,  und  nach  Substitution  des  hieraus  fSr  die  GiOsse  dt  su 
entnehmenden  Werthes  kann  man  der  obigen  Glelohung  die  fol- 
gttide  Form  geben: 

Bei  geringer  Höhenzunahme  darf  ein  gleichförmiges  Ab- 
nehmen der  Temperatur  von  unten  nach  oben  vorausgesetzt,  und 
demgemäss  die  Grfisse  n  ats  eine  von  0  unabhängige  Constaote 
behandelt  werden.  Indem  min  unter  dieser  Voraussetiung  die 
obige  Glrichnnfif  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite  swisehen  den 
Grenzen  pi  und  p,,  auf  der  linken  Seite  swisehen  den  xngehOrigen 
Grsnzwerthen  und  7*,  —  gelangt  man  sn  den  folgenden  Glei- 
chungen: 

6)  lg(^)  =  «ilg(Ä-),  «i«: 

Denkt  man  sich  ein  Kilogramm  atmosphärischer  Luft  ohne 
Wärmezuführung  von  der  Höhe  2,  bis  zu  d«  r  grösseren  Hühe 
aufi'tei^end,  so  erkennt  man  (nach  §  181,  Gleichung  14),  dass  die 
Temperatur  dieser  Luftmasse  während  des  Aufsteigens  abnehmen 
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Neunter  Abschnitt.  §  191. 


wird,  insofern  dieselbe  von  dem  grosseren  Drucke  in  den  klei- 
neren Druck  übergeht  und  in  Folge  dessen  sich  aasdebneii  wird. 
Die  neue  Texnperator  T^,  welche  das  aufgestiegene  Lnftkilognunin 
in  der  HOlie  annehmen  wird,  ist  nach  §  131  zn  beredinea  ans 
der  Gleichung: 

■ 

Wenn  T!^  kleiner  ist  als  T^,  so  wird  die  aufgestiegene  Luft- 
masse scliwerer  sein  als  die  umgebende  Luft  und  in  Folge  dessen 
wieder  hinabsinken.  Wenn  dagegen  T'^  grösser  ist  als  so 
y^ird  die  aufgestiegene  Luftmasse  fortfahren  zu  steigen  und  von 
ihrer  früheren  Gleichgewichtslage  noch  weiter  sich  zu  entfernen. 
Der  Gleichgewichtezustand  der  Atmosphäre  ist  also  ein  stabiler 
oder  labiler,  je  nachdem  Ti  kleiner  ist  oder  i?rösser  als  1\. 
Der  indifferente  Gleicbgewichtszustaud  entspricht  dem  Falle,  in 
welchem  gleich  ist,  und  aus  den  oben  gefundenen  beiden 
Gleichungen  ergiebt  sich  für  diesen  Fall  die  Bediiigungsgleichung: 

9)  »fi-l-i. 

welcher  man  nach  Substitution  der  numerischen  Werthe  für  die 
Constanten  B  und  k  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

•"100,66- 

Die  Atmosphäre  befindet  sich  also  im  stabilen  Gleichgewichts- 
zustande, wenn  einer  Höhcnzunahme  von  mehr  als  100,66  Metern 
eine  Temperatur- Abnahme  von  einem  Grade  Celsius  entspricht;  im 
lahilen  Gleichgewichtszustände  dagegen,  wenn  einer  Höheosunahinn 
TOn  weniger  als  100,66  Metern  schon  eine  Temperatnr-Abnnhme 
Ton  änem  Grade  Celsius  entspricht. 

Zugleidi  ergiebt  deh  ans  der  obigen  Untersnchnng,  dass  bei 
stabilem  Gleichgewiefatssnstande  der  Atmosplijbre  eine  bergan 
gerichtete  Lnftstrdmnng  als  kalter  Wind,  eine  bergab  gerichtete 
LnftstrOmung  dagegen  als  warmer  Wind  sich  bemerkbar  machen 
wird,  wahrend  bei  labilem  Gleichgewichtssnstande  dss  Umgekehrte 
stattfinden  wird. 

IH«  oben  gefnndmen  Gkiehnngen  gelten  für  trotlteiie  Bimocphiriiehe 
Luft.  Hit  BerQekaiehtigang  d«a  in  d«r  Atinotphira  itete  nnd  ftberatl  icv 

bandenen  Wasserdampfea  wQrde  man  zu  d^m  Eesnltate  gelangen,  d&ss  unter 
Umständen  schon  bei  erheblich  kleineren  WertUeo  von  n  der  Ubile  Gleich» 
gewichtazastand  eintreten  kann. 
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Wenn  mau  in  Gleichung  7j  für  das  Temperaturen- Yerhältniss 
den  in  §  181  (Qleichung  12)  angegebenen  Ausdruck  einsetit,  so 
erhält  man  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben 
kann: 

In  dieser  Qleiehnng  bedeutet  9^  den  RaumiBliBlt  eines  Eilogrammes 
Lvft  in  der  HOhe  »i,  und      den  Banmiibalt  eines  Eilogrammes 
Lnft  in  der  Höbe     Aber  der  HeeresflftcBe.  Indem  man  = 
eetet«  findet  man  för  n  den  Wertb: 

12)   11  =  4-  =  -/ 


E  29,27 

Hieraus  folgt,  dass  die  Atmosphäre  m  jeder  Höhe  über  der  Meeres- 
fläche dieselbe  Dichtigkeit  besitzen  würde,  wenn  das  Gesetz  der 
Temperatiir-Aeiideruiig  so  beschaffen  wäre,  dass  einer  flöhenzuuahme 
von  2^,27  Metern  überall  eine  Temperatur- Abnahme  von  1  Grad 
Celsius  entspricht. 

S  192. 

BaroiMtrltebf  Heken-Bettlnrarangm. 

Da  bei  kleinen  Höheodiiierenzen  ein  gleichförmiges  Ab- 
nehmen der  Temperatur  von  unten  nach  oben  vorausgesetzt  werden 
darf,  Bo  ist  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gewählten  Bezeich- 
Qungsweise: 

T   T 

1)   «  =   

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der 
Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  auch  die  folgende  Form 
gehen: 

ii(r.-T.)ig(^) 

9)    Mt—9i—  V   

Aus  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  die  Höhendifferenz  zweier 
Punkte  berechnen,  sobald  die  atmosphärischen  Drücke  und  die 
Temperaturen  an  diesen  beiden  Punkten  aus  directen  Barometer- 
und  Thermometer- Beobachtungen  bekannt  sind. 
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Wenn  i.  B.  die  Werthe:  Tx  =  293*.  r,  =  283«  und  -^S-  =  be- 
obnchtet  wntden,  ee  ergiebt  sieh  fOr  die  genichte  HSbendiffemn  det  Werth 

29.27  (298  -  288)  lg  (-^^) 
'     •      *  ,    /  298  \  ' 

Fftr  ^e  Temperatur  T«,  nüt  weleher  eine  ven  der  nnteten  nnch  der 
oberen  Station  verseilte  Laftinasse  daselbst  ankonunen  würde,  wenn  deiaelben 
anterwef^s  keine  Wärme  ztigefuhit  warde,  trbilt  num  ane  der  GleicbiingS)  dee 
vorigen  Paragraphen  den  Werth: 

nnd  für  die  Temperatur  welche  eine  von  der  oberen  uacti  der  unteren 
Stntioa  ?ereetite  Lnftmuee  bei  ibier  Anknnft  nn  der  letxteren  nnDefanmi 
würde,  erbllt  rann  nnter  gidehen  Yornnetetningea  den  Werth: 


8)   Ti=^T^'(^)     \  Oder: 


Eine  von  unten  nach  oben  geridttete  LnftetrSmnng  wftrde  «lao  an  der  obeieii 

Station  die  Lufttemperatur  um  8',4  (Celsius)  erniedrigen,  und  eine  von  oben 
nach  unten  gerichtete  LuftstrÖTirnng  würde  an  der  onteren  Station  die  Luft- 
temperatur um  9*  (Celsius)  erhöhen. 

Statt  der  Gleichung  3)  würde  man  zur  Berechnung  der  Höhen- 
differenz    —      such  die  Gleichung  6)  des  §  161  benutzen  können, 

iodflin  man  darin  statt  des  Quotienteo      den  ans  der  Gleichung  12) 

des  §  178  in  eDtnehmenden  Ansdnick: 

8)   ^  =  RT 

•inaetit  nnd  tngleieh  In  letzterem  für  T  das  arithmetisdie  Ifittel 
der  beiden  Temperatnfen  7,  nnd  7,  snbstitnfrt;  Jena  Gleiehnng 
nimmt  alsdann  die  folgende  Form  an: 

"  ..-.,=.(H^-).(A). 

Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwertbe  würde  man  aus 
dieser  letzteren  Gleichung  den  Werth:  —  z,  =  1881™,0  erhalten.  Es  leigt 
sich  also,  dass  bei  Höhendifferenzen,  welche  nicht  mehr  als  einige  tausend 
Meter  betragen,  ohne  Bedenken  auch  die  letxtere  Berechnungsmethode  ange- 
wendet wwden  Icann. 

Die  obigen  Gleichongea  gelten  &x  trodene  atnraepbftrische  Luft.  Bei 
genaueren  HGlienborechTinngen  wfir<le  man  anf  den  Vawerdampfgelialt  der 
Atnxoaphäre  Rücksiebt  zu  nehmen  haben. 
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§  193. 
Höhe  der  Atmosphlre. 

Wenn  mit  p  der  Druck  und  mit  f  das  Gewicht  eines  Cubik- 
meters  Luft  in  der  Tiefe  x  unter  der  Oberfläche  der  Atmosphäre 
bezeichnet  wird,  so  entspricht  (nach  §  191,  Gleichung  1)  der  Tiefen- 
zunahme dx  die  Druckzunahme: 

1)  dp  =  y  dXf 

und  wenn  mit  v  das  Volumen  eines  Kilogramms  Luft  an  dieser 
Stelle  bezeichnet  wird,  so  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die 
folgende  Form  geben: 

2)  dx  =  v  dfj 

in  welcher  dieselbe  zeigt,  dass  die  Tiefenzunahme  dx  mittelst  des 

in  Fig.  674  schraffirten  Flächen- 


Fig.  674. 


Streifens  geometrisch  dargestellt 
werden  kann.  Wenn  also  mit 
Pq  der  Druck  an  der  Erdober- 
fläche bezeichnet  wird,  so  kann 
die  ganze  Atmosphärenhöhe: 


3). 


H=jvdp  = 


Fig.  575. 


durch  die  in  Fig.  575  schraffirte 
Fläche  F  dargestellt  werden, 
deren  Inhalt  berechnet  werden 
kann,  sobald  das  Gesetz  gegeben 
ist,  nach  welchem  der  Druck  p 
als  Function  von  r  mit  letzterer 
Grosse  sich  ändert. 

Für  eine  Atmosphäre  von  con- 
stanter  Dichtigkeit  würde  man 
V  =  zu  setzen  haben  und  die 
Gleichung  erhalten: 


4)    H=v^  /  dp=p,v,  =  RT., 


welche  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  die  Atmosphärenhöhe  durch  die 
in  Fig.  576  schraffirte  Rechteck  fläche  geometrisch  dargestellt 
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werden  kann.  Die  Isotherme  als  gleichseitige  Hyperbel  bildet 
den  geometrischen  Ort  der  dem  Punkte  0  gegenüberliegenden  Eck- 
punkte aller  Rechteck  flächen  von  gleichem  Flächeninhalte;  folg- 

lieh  hat  z.  B.  das  in  Fig.  576 
punktirte  Rechteck  denselben 
FlächeniDhalt  wie  das  schraffirte 
Rechteck.  Die  Höhe  der  Aimo- 
spbira  bftDgt  also  In  diesem  lUle 
nur  ab  yon  der  Grtlese  des  Pro- 
TA  dvctes       d.  L  von  der  Tem- 

peratnr  der  unterstell  Scbicbt 

 1:^.^*^^ —       Dieser  letztere  Satz  gilt  tlber- 

I         banpt  für  alle  diejenigeii  FUle, 

  in  denen  das  Geseti,  nach  wel- 

^  ehern  j>  mit  v  sich  indert,  dar- 
gestellt werden  kann  dnreb  eine  Gleidinng  von  der  Form: 

6)  pv^  =  Const».  =  pQ  t;-;,  oder: 
t  1 

6)  p^v=pIvq, 

in  welcher  der  Exponent  e  eine  beliebige  zwischen  den  Grenzen 
-f  1  und  -}-  liegende  constante  Zahl  bedeuten  soll.  Denn  nach 
Substitution  des  hieraus  für  v  zu  entnehmenden  Werthes  erhält 
man  nach  Gleichung  2)  für  dx  den  Ausdruck: 

1      _  ji^ 

7)  dx  =  plVQp  'dp, 

und  durch  Ausführung  der  Integration  gelangt  man  zu  den  folgen- 
den Gleichungen: 


0 


8)  X 


9) 


welcher  lettoen  (nach  Gleichung  6)  ancb  die  folgende  Form  ge- 
geben werden  kann: 

Dem  Werthe:  T  =  entspricht  der  Werth:  x  =  if;  folglich  hat 
die  ganze  Atmosphäreuhöhe  die  Grösse: 
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11)  £r=  -^^-:  =j?i 

e  —  1 

Die  Gleichnn^  10)  zeigt  zugleich,  dass  im  vorliegenden  Falle 
die  Grösse  T  proportional  der  Tiefe  x  zunimmt,  und  dass  die  in 
§191  mit  n  bezeichnete  Temperaturzunahme  pro  LLiiigeneinheit  der 
Tiefenzunahme  in  diesem  Falle  den  coDstanten  Werth  anoimmt: 

rfx  =    SÄ  ' 

Weno  z.  B.  t  —  ^  gesetzt  wird ,  so  erb&lt  mftn  f Qr  eine  Atmo^plmre 
▼on  eonittnter  Dielitiglreit  ans  dm  oUgea  beidm  QMelraiigen  die  Werth«: 

H=  Ii  Tq  und  n  =  ^  • 

Ffir  den  spedellen  Fall  des  indifferenten  Gleichgewichts- 
zustandes wdrde  5  =  ^  7.11  setzen  sein,  und  nach  GleichuDg  11) 
erh&lt  man  alsdann  fQr  die  Atmoepb&renböbe  den  Werth: 

13)  H=MIL  =  F. 

Wenn  man  diesp  Gleichung  auf  beiden  Seiten  mit  A  multiplicirt 
und  nachher  auf  der  rechten  Seite  A  7?  —    —     setzt  (§  180),  80 
kann  man  derselben  auch  die  folgende  Form  geben: 
U)  AH^cT^. 

Dieaa  letxtere  Gleichung  hatte  man  auch  unmittelbar  ans  den  Prin- 
dpien  der  mechanischen  W&rmetbeorie  ableiten  können  mitteist  der 
folgenden  Beweisführung. 

Denkt  man  sich  an  der  Erdoberfläche  unter  dem  daselbst  statt- 
findenden Drucke  p^,  ein  Kilogramm  Luft  von  der  absoluten  Teo.- 
peratur  T— 0  und  die  Forderung  gestellt:  dieses  Luftkilogran^ra 
solle  bis  zur  Höhe  H  der  oberen  Grenze  der  Atmosphäre  hinauf- 
befördert  werden,  so  ergeben  sich  zwei  verschiedene  Wege  dieser 
Forderung  zu  genügen,  ein  directer  und  ein  indirecter  WefT. 

Der  erstere  würde  darin  hpstphpri,  dass  man  jenes  Luflkilo- 
granirji  (inect  bis  7ai  jeuer  Höhe  emporhebt  und  daselbst  mit  der 
unjL:<^l)endeii  atmosphärischen  Luft  sich  vermischen  lässt.  Da  der 
absoluten  Temperatur  7'  =  0  bei  endlicher  Grösse  des  Druckes  das 
Volumen  u  =  0  entspricht,  so  wurde  der  Auftrieb  ebenfalls  die 
Grösse  Null  haben.  Die  zum  Emporheben  erforderliche  mecbanisehe 
Arbeit  hat  also  «iie  Grösse: 

15)  m  =  i.h: 

Der  zweite  (indirecte)  Weg  würde  darin  bestehen,  dass  man 
dem  Luftkilogramm  zunächst  an  der  Erdoberfläche  so  viel  Warme 
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safthrt,  bis  dasselbe  die  Temperatur  der  daselbst  befindlichen  Luft 
aDttimmt,  und  alsdann  demselben  eine  beliebig  klein  in  vililMdo 
vertical  aufwärts  gerichtete  AnfiiDgsgeschwitidlgkeit  «rthflüt,  t6]> 
möge  wtteher  dts  Luftkilogramiii  ebenfiüls  Im  nur  olMren  Cteeue 
der  Atmosphin  «mpoitteigeD  wird,  weil  bei  der  adiabatiBebeii  Aoe- 
debnnog  des  anftteigenden  LiiftkUogmnme  stete  der  Auftrieb  gleieh 
dem  Gewichte  sein  wird.  Da  jene  WbmeeaflUimng  bei  eonstantem 
Draeke  etattlkad,  so  ist  die  erfindaUehe  Wärmeqneatitift  ta  be- 
rechnen «18  der  Gleichling: 

Da  die  h er vorL^eb rächte  Wirkung  in  beiden  Fällen  diestlbe  war, 
so  ergiebt  sieb  aus  dm  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie, 
dass  der  Verbrauch  von  Arbeit  oder  Wärme  ebenfaiis  in  beiden 
Fällen  derselbe  sein  muss.  Wenn  man  demgemäss  die  Wärme- 
Quantität  Q  dem  Wiinne-Aeqmvalente  der  mechanischen  Arbeit  Sl 
gleichsetzt,  so  gelangt  mau  wiedernm  zu  der  oben  gefundenen  Glei- 
chung 14),  welche  den  folgenden  Satz  ausdrückt: 

„Die  Wärme  -  Quantität,  welche  einer  bis  auf  den 
Nullpunkt  der  absoluten  Temperatur  abgekühlten 
Luftmasse  mitgetheilt  werden  müsste,  um  dieselbe 
bei  eonstantem  atmosph;lrischen  Gegendrucke  in  den- 
jenigen Zustand  üb  e  r  z  u  ffi  h  r  e  n  ,  in  welchem  die  un- 
terste Schicht  der  Atmosphäre  sich  befindet,  bildet 
das  W  ä  r  m  e  -  A  e  q  u  i  V  a  1  e  n  t  für  diejenige  mechanische 
Arbeit,  welche  erforderlich  sein  würde,  um  ebendie- 
selbe Luftmasse  bis  zur  oberen  Greose  der  Atmosphäre 
emporzuheben.*' 

Wenn  z.  B.  die  Temperatur  an  der  ErdoberiUche  Null  Grad  Cel«ius  be- 
trüge, 80  würde  7*^273  n  «etsen  leiii,  «ad  nach  GldcboDg  U)  wOrde  nwa 
nnttt  Voimottettung  des  indiAwenteii  61dehg«wiebtniiitaiidci  ttn  Ü»  Hebe 
der  Atmoephire  dm  Werth  erbalteD: 

17)   H=  424  . 0.2375  . 278  =  27 490«, 

Dieselbe  Höhe  würde  die  Erdatmosphäre  aoeh  daon  noch  beibehalten, 
wenn  die  Ma5iFe  ilerselben  t.  B.  aof  das  Tausendfache  v<.'r?rr>«<»ert  würde,  da 
die  Grdsae  H  nur  abbän^  ?oii  der  Grösse  Qn<i  gsDz  auabhäogig  ist  Ton 
der  IMcbtigkeit  der  AtmotphST«. 

Der  obige  Satz  würde  auiL  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn 
statt  der  untersten  Atmosphärenschich i  irgüüd  eine  höher  liegende, 
z.  B.  die  in  der  Tiefe  x  unter  der  oberen  Grenzfläche  befindliche 
Schicht  gewählt  wurde.    Unter  Voraussetzung  des  indifferenten 
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Gleichgewichtszustandes  wflrde  man  also  die  Temperatur  dieser 
Schicht  berecbnea  kdonen  aus  der  Gleichung: 

18)  Ax  =  c^T. 

Nach  dieser  Gleicbang  wurde  man  z.B.  für  die  der  X^myeratar  T=^V 
eotsprecliende  Tiefe  den  Werth  eriialUn: 

19)  ar  =  424  . 0,2875  .  1  =  100  »7. 

Der  indifferente  Gleichgewichtszustand  darf  in  gewissem  Siniie 
als  der  natürliche  oder  normale  Zustand  der  Atmosphftre  be* 
seiduet  werden,  insofern  bei  leitweiligem  Yorhandeiis^  des 
lablUa  OleichgewiditnafltmdM  Btoto  solebs  Bewegungen  Mit- 
fltehen  werden,  weldie  eine  Bflckkebr  zn  dem  indilTennten  Gleieh- 
gewiebtsimfauide  berbeifOhren,  wftbnnd  dem  längeren  Andueni 
des  stabilen  Oldabgewicbtssoetandes  meiBtene  die  Terbllfcnissmasaig 
boho  Temperatur  gn  der  Erdoberflidie  als  Hindemiw  sieh  entgegen- 
stellen wird.  üeberbEQpt  ist  der  Zustand  des  indifferenten  Oleieh- 
gewiebtes  als  derjenige  sa  betrsobten,  weleber  bei  veUständigem 
DorebeinanderrObren  der  versdiiedenon  Lnftscbicbtsn  ans  beliebig 
g^benem  Anftngssnstaade  als  jedesmaliger  Endiostend  benrtngeben 
wfirde^  Befördert  nnd  begünstigt  wird  eine  derartige  HerbeUtlbning 
des  incUffeienteii  01«ebgewiebtsiostBiidee  dareb  loeale,  von  der 
straUenden  Sonnenwirme  enengte  labile  Oleiebgewiebtsanatttnde, 
insbesondere  auch  durch  die  ünebenbeiten  der  BrdoberilScbe,  insofern 
dnreb  dieselben  den  längs  der  letiteren  sieb  Terscbiebenden  Luft- 
messen  stets  verticale  Bewegnogseomponenten  mitgetheilt  werden. 

§  194. 

NSfie  im  SdiwarpmktM  «Imt  vtrilcalen  Lifitlale. 

Die  mechanischen  und  thermischen  (ileichgewichtsbedinguu^en 
der  Atcio9|)harG  kaou  man  sich  auf  die  in  Fij^.  577  angedeutete 
Weise  veranschaulichen,  indem  miin  sich  durch  eine  feste  Cylinder- 
fläche  eine  verticale  Luftsäule  aus  der  Atmosphäre  herausgeschnitten, 
und  diese  Luftsäule  durch  bewegliche  unendlich  dünne  gewichtlose 
Platten  in  unendlich  viele  Horizontalschichten  von  unendlich  kleiner 
Höhe  abgetheilt  denkt.  Wenn  als  Qnmdfläche  dieser  Säule  ein 
Quadratmeter  angeuomiiieu  wird,  so  kuun  die  der  Tiefenzunahme  dx 
entsprechende  Druckzunabme: 
1)    dp  —  y  .  \  .  (It^ 

als  das  Gewicht  der  zwischen  zwei  benachbarten  Platten  befindliehen 
Iiuitschicht  angesehen  werden. 
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Der  I)ruck,  wt4clieü  diest*  Liifischicht  erleidet,  ist  gleich  dem 
Gewichte  des  über  derselben  be&odlicheD  T heiles  der  Luftsäule. 

Dieser  Druck  ist  yollkom- 
Fig.  577.  Fig.  578.  ^^^^  unabhängig  ?oa  dem 

Gesette,  nach  w«ldi«iii 
^«  Tempmtar  und  die 
DIebtigknt  mit  d«r  HUm 
sieb  iodeni,  md  wflide 
indi  dftiD  noch  dieselbe 
QrünB  beheltea,  weoB  der 
LnfMiile  die  In  denelbea 
enthaltoDe  inoere  WtiiM 
FoUattndig  entiogeD  wfir- 
de  —  in  ipeldieoi  fiUe 
flimmtiielie  PiitteD  nebet 
den  swiseben  deoselbeB 
befiadlicfaen  (raf  disVoIn- 
iiieBHiiUradiiditea)Laft- 


JBT 


schichten,  pbiit  anf  dem  Boden  liegend,  in  der  OnmdlUlcbe  der 
S&ole  mit  einander  xnsammenfallen  wQiden. 

Denkt  man  sich  bei  diesem  letiteren  Zustande  der  Luftsäule 
Jeder  einzeluen  Schicht  bei  Consta nteni  Drucke  des  anf  der- 
selben lastenden  Luftgewichts  so  viel  Wärme  ingefQIirt.  bis  die- 
selbe ihre  ursprüngliche  Tempentur  und  ihr  ursprüngliches  Volu- 
men wieder  erreicht  hat,  so  ergiebt  sich,  dass  das  mechanische 
Aequivalent  der  auf  solche  Weise  zngeführten  Wärme- Quantität 
den  ganzen  in  der  Luftsäule  enthaltenen  ArbeitsTorrath  repräsentirt. 
Dieser  Arbeits vonath  hat  also  die  Grösse: 


2)  U^r-jTrlp 


Weno  man  sich  ein  anderes  Mal  vlie  Platten  in  ihrer  nr?prüng- 
licben  Laire  unbeweLrltch  lestirehalteii  mvi  wiedenim  der  LuftsSnle 
die  ganze  in  der.-elljen  enthaltene  innere  Wärme  entzosren  denkt, 
so  würde  man  für  das  mecbanische  Aequivalent  der  Wärme-Quan- 
tität, welche  der  Luftsäule  nunmehr  zugeführt  werden  müsste,  um 
die  ursprüügliche  Temperatur  überall  wieder  herzustellen  —  inso- 
fern die  Wärmeznfülirung  in  diesem  letzteren  Falle  bei  constan- 
tem  Volumen  stattfinden  würde —  den  folgenden  Werth  erhalten : 
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3)  ü=  ;  /  Tdp, 


Das  Verb&ltnisB  der  obigen  beiden  Arbeitsgr(iaeen  bat  also  den 
von  dem  GeeetEe  der  WärmevertbeUung  Tolllcommen  nnabb&ogigen 
Werib: 


Die  Differenz  der  beiden  Arbeitsgrössen  ?t  und  V  ist  als 
diejenige  Arbeit  anzasehen,  welche  zum  Heben  des  ganzen  Luft- 
gewiobtee  P=])q  auf  die  Scbwerpunlctsböbe  «  erforderlich  sein 
wfirde  (Fig.  578);  folglicb  ist  die  Gf^sse: 


ebenfiills  TolUrommen  nnabb&ngig  von  dem  Gesetze  der  WSrme» 
Yertb^lnng,  oder  Ton  dem  Gesetze,  nacb  welebem  die  Temperatur 
mit  der  Höbe  sieb  ändert.  Doreb  eine  Aendemog  der  Wftrme- 
Vertbeilnng  iLsnn  also  niemals  eine  H<iben«Aendemng  des  Scbwer- 
Punktes  berroigebracbt  werden. 

Ebensowenig  kann  bei  der  sieb  selbst  fiberlassenen  Luftsftnle 
dnroh  dne  Aendemng  der  Hassen* Vertbeilung  jemals  eine  blei* 
bende  HOben*Aenderang  des  Schwerpunktes  herTOigebracbt  weiv 
den.  Die  Annahme  der  M(fglicbkeit  einer  solchen  Höben -Aende- 
rnng  wflrde  Tielmebr  stets  tu  WidersprQcfaen  fSbren.  Denn  bei 
dem  Sinken  des  Schwerpunktes  würde  die  Schwerkraft  positive 
mechanische  Arbeit  veniditen,  und  in  Folge  dessen  müsste  die 
innere  Wärme  zunehmen,  während  nach  Gleichung  5)  mit  dem 
Sinken  des  Schwerpunktes  eine  Abnahme  der  inneren  Wärme  ver- 
bunden sein  würde.  Bei  dem  Steigen  des  Schwerpunktes  würde  die 
Schwerkraft  negative  Arbeit  verrichten,  und  in  Folge  deesen 
müsste  die  innere  Wärme  abnehmen,  während  nach  Gleichung  ö) 
mit  dem  Steigen  des  Schwerpunktes  eine  Zunahme  der  inneren 
Wirme  verbunden  sein  würde.  Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Bei  dem  Debergange  der  sich  selbst  fiberlassenen 
Luftsäule  aus  dem  labilen  (oder  auch  aus  dem  stabilen) 
Gleichgewichtszustände  in  den  indifferenten  Gleichge- 
wichtszustand findet  keine  Höben-Aenderung  des  Schwer- 
punktes statt,  und  wird  daher  yon  der  Schwerkraft  keine 
Arbeit  verrichtet. 

Ritter,  lDg«iüearwM«oliaBtk.  3.  Aull.  85 
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'^^'ährend  des  Ueberganges  kann  ein  Linken  und  Steicren  des 
Schwerpunktes  stattfinden;  nach  vollzogenem  üebergange  aber 
wird  der  Schwerpunkt  wieder  in  derselben  Höhe  wie  zu  Anfang 
sich  befinden. 

Die  Schwerpuiiktshöhe  selbst  würde  mdu  nach  Gleichung  b) 
berechnen  können,  wenn  eine  von  den  beiden  Grössen  oder  U 
bekannt  wäre.  Für  den  speciellen  Fall  einer  Atmuapharo,  dereu 
Temperatur  proportional  der  Tiefe  x  zunimmt,  würde  man  nach 
der  Gleichung  5)  des  vorigen  Paragraphen  (durch  Verbindung  der- 
selben mit  der  Gleichung:  pv^^RJ)  fttr  das  YerhältDiss  derTem- 
poratnren  den  Werth  erhalieD: 


und  wenn  nurn  nach  Substitation  des  hienne  för  T  tn  eDteehmen* 
den  Werthes  die  in  Gleichung  2)  angedeutete  Integiation  aneftthit, 
so  erhält  man  die  Oleichnng: 


7)    Vi  =       —        I  p       dp,  oder: 


■'P 


Hierin  kann  p^—F  gesetzt  werden,  und  wenn  man  sogleich  für 
To  den  ans  der  Gleichung  11)  des  TOilgen  Paragraphen  zu  ent- 
nehmenden Werth  einsetzt,  so  nimmt  die  ohige  Gleichung  die 
folgende  Form  an: 

=  (  27^-1 )  Ä  <^'= 

Nach  Suhetitution  dieaes  Ausdrucks  erlAlt  man  aus  Gleichung  5) 
fi&r  die  SchwerpunkishOhe  den  Werth: 

Dem  \\  erthe  i  =  k  entspricht  der  Fall  des  indiflfereoten  Gleich- 
gewichtszustandes, und  für  diesen  Fall  wird: 

12)  ••=(2i~V)^='^226.Ä 


Digrtized  by  Google 


GrAnibediogaogen  für  die  Möglichkeit  einer  Atmoephiie. 


647 


Nach  Gleichtmg  t7j  des  vorigen  Paragraphen  liegt  also,  wenn 
die  Temperatur  am  unteren  Ende  der  Luftsäule  Null  Qrad  Celsius 
beträgt,  ihr  Schwerpunkt  in  der  Hohe: 

13)    «  =  0,220.27490  =  6190™. 

F&r  die  obigen  drei  Arbeitsgrössen  erhält  man  hiemach  nach  Glei- 
ehuDg  6),  indem  mao  P  =  lOSSS  KU.  aettt«  die  folgeDdeo  Werthe: 

14)  Pf =64000000"*,  9s=r220000000"*,  CT»  166000000«*. 

Bei  einer  Lafteftale  von  cons tanter  Dichtigkeit  wfiide 
diesen  Arbeitewertlien  die  Hohe  H*  =  2$=  12380"  entsprechen, 
und  da  nach  der  Gleiofanng  12)  des  yorigen  Paragraphen  flir  diesen 

Fall  n  =  29^27'  ecgiebt  sich  für  die  Temperatur 

an  der  Basis  derselben  der  Werth:  7^  »423«  (oder  +  150 Grad 
Celsins).  ISne  solche  Lnftsäale  toü  constanter  Dichtigkdt  wfiide 
im  Znstande  des  labilen  Gleichgewichts  sich  befinden.  Bei  dem 
Vebergange  in  den  indifferenten  GMchgewichtsnistand  würde 
die  H6he  der  ganzen  Lnftsftnle  tob  12380°'  bis  auf  27490"^  in- 
nehmen;  die  SchwerponktshOhe  aber  wfiide- den  Werth:  9  =  6190'' 
unveiAndert  beibehalten. 

§196. 

0reitiied1ngungen  fflr  die  IDenclikeit  im  Verlian4eMebii  einer  MmetpliSre. 

Die  in  §  193  gefundenen  Gleichungen  können  zur  Berechnung 
der  Höhe,  welche  die  Erdatmosphäre  unter  gewissen  gegebenen 
UtnsLäuden  annehmen  wurde,  benutzt  werden:  so  lange  als  die 
Atiiiosphärenböhe  H  im  Yerliältniss  zum  ErdLalbiuesser  r  sehr  klein 
vorausgesetzt  werden  da]- f.  Bei  grösserer  Atmosphärenhöhe  wurde 
auf  die  Verändcilii:likeit  der  mit  wachsendem  Abstände  voia  Erd- 
iiiiitelpiinkte  abnehmenden  Intensität  der  Schwerkraft  Röcksicht  ge» 
nommeu  werden  müssen,  und  f&r  diesen  Fall  würde  man  der  Glei- 
chung 1)  des  §  193  die  folgende  Form  zn  geben  haben: 

r* 

1)   <fp  =  _Y_.rfp. 

Hierin  bed(f»utet  p  den  atmosphärischen  JJruck  im  Abstände  p 
vom  Erdmittelpunkte,  nnd  7  da?  Gewicht,  welches  die  Masse  eines 
an  dieser  Stelle  befindlichen  Cubikmeters  Luft  «gewogen  an  der 
Erdoberfläche  besitzen  würde.  Man  kann  daher  wieder  yr=\ 
setien,  und  wenn  man  mit  Benutzung  der  in  den  Figuren  574 

35* 
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nnd  57o  des  §  193  angedeuteten  lie/eiciinungsweise:  cc(p  =  —  äF* 
seilt,  so  erhält  man  die  Gleichongen: 

2) 

r  +  H 

aoB  welcber  letrteren  för  die  AtmosphftrenhOfae  der  folgende  Werth 
sidi  ergiebt: 

r 

Diese  Gleiciiung  gilt  für  die  isolirt  im  "Weltenraume  schwe- 
bend gedaclite  Erdktiprel  unter  der  Voraussetzung,  dass  dieselbe 
keine  Drehbewegung  besitzt.  Ausserdem  ist  die  Gültigkeit  der 
obigen  Gleichung  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  die  Masse  der 
Atmosphäre  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zur  Erdroajäsf',  weil  nur 
in  di'^'pm  Falle  die  von  der  Atmosphäre  selbst  ausgeübte  Grari- 
taüoiiswnkung  gegen  die  von  der  Erdmasse  ausgeübte  Gravitations- 
wirkung vernachlässigt  werden  darf.  Im  Uebrigen  gilt  die  obige 
Gleichung  für  jede  beliebig  gegebene  Zustandslinie  der  Atmosphäre 
und  zeigt,  dass  die  Höhe  derselben  unendlich  gross  wird,  wenn 
die  folgende  Bedingung  erfüllt  ist: 

6)  F=r 

Für  den  speciellen  Fall  der  dem  indifferenten  Gleiehgewidits- 
zustando  entsprechenden  adiabatischen  Zustandslinie  bat  man  hierin 

für  F  den  in  §  193  (Gleichang  13  und  14j  gefundenen  Ausdruck: 

r  To 

^  —  zu  BQbetitmreii,  und  för  diesen  Fall  erh&lt  man  die  Bedln* 

A 

guogsgleichung: 

7)  cJ,=Ar. 

Der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck 
repräsentirt  das  Wärme  -  Aequivalent  der  mechanischen  Arbeit, 
welche  erforderür-h  sein  würde,  rnn  1  Kilogramm  Luft  von  der 
Erdol>erfläclie  Itis  zu  unendlich  grosser  HoLo  •■m porzu heben ,  und 
der  linksseitige  Ausdruck  reprSsentirt  die  Wärme-Quantität,  welche 
diesem  LuftkiiogramiD  zugeführt  werden  musste,  um  dasselbe  bei 
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constantem  Drucke  von  der  absoluten  Temperatur  Null  bis  zur 

Temperatur  der  unteräten  Schicht  zu  erwärmen.  Die  obige  Glei- 
chung hätte  daher  auch  direct  aas  dem  ia  §  193  gefundeneo  Satze 

abgeleitf't  werden  können. 

Denkt  man  sich  die  Temperatur  der  Erdoberfläche  allmählich 
zunehmend  und  in  Folge  dps^en  die  Höhe  der  (aus  einem  idealen 
Oase  bestehend  voraiisf^L'sel/ten)  Atmosphäre  allmählich  grösser 
werdend,  so  erlceont  man:  dass  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Ober- 
flächeatemperatur  den  U  erth: 

8) 

erreicht  und  äberschreitet,  die  Möglichkeit  der  Existenz  einer  im 
indifferenten  Gleicbgevichtszustande  befindlichen  Atmosphäre  ganz 
safh^ren  würde,  insofern  alsdann  bei  jeder,  wenn  auch  noch  SO 
grossen,  endlichen  Höhe  der  Atmosphäre  die  Ezpansionsbewegnng 
derselben  immer  noch  weiter  sich  fortsetzen  würde.  Für  gewöhn- 
liche atmosphärische  Luft  erhftlt  man  ans  der  obigen  Gleichnng 
den  Werth: 

^  6370000  ««^e^n  a 

Für  Wasserstoff  würde  =  3,409  zu  setzen  sein.  Die  Grenze 
der  Oberflächentemperatur  für  die  Möglichkeit  der  Bsistenz  einer 
Waaserstoff-Atmosph&re  entspricht  daher  dem  Werthe: 

™       6370000  , 

^•=3;40O24'='*^^'^'''- 
Um  für  einen  beliebigen  anderen  kugelftnnigen  WeltkOrper, 
an  deesen  ObexflSche  die  Gravitationsbeechlennignng  gleich  Ng  ist, 
und  dessen  Halbmesser  X-mal  so  gross  ist  als  der  Erdhalbmesser, 
die  Aimosphftrenhöhe  zn  berechnen,  wfirde  man  resp.  die  Werths 
Nf  statt  Y,  und  Xr  statt  r  einzasetzen  haben  in  Gleichung  1), 
wdcbe  alsdann  die  folgende  Form  annimmt: 

11)  äp^^Nt\*r*  ' 

Wenn  man  hiemach  die  Bechnnng  auf  dieselbe  Weise  wie  oben 
fortsetzt,  so  erh&lt  man  f&r  die  Hohe  der  Atmosphäre  die  Glei* 
dmng: 

F 

12)   ^  . 

Ar 
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und  fär  diejenige  Oberflächentemperatar,  bei  welcher  die  Atmo- 
sph&re  eine  unendlich  grosse  Höhe  annehmen  würde,  erhält  man 
den  Werth: 

13)  T,=—  

r 

Die  auf  solche  W»  i-f>  /u  be^^^(■i^le[llie  Grenztempeiatür  kann 
man  die  „Dispersionst.Miii  eratur"  des  üetreffenden  Weltkörpers 
nenoen,  in'jofem  beim  üeberschreiten  dieser  Temperaturgreoie  die 
Gra?itation:<kratt  des  Weltkörpers  nicht  mehr  ausreichen  würde,  dt» 
Atmosphäre  an  denselben  zu  fesseln  und  eine  „Zerstreuung"  der- 
selben im  unendlichen  Räume  zu  verhindern.  Wenn  für  eine  be- 
stimmte Gasart  die  Dispersionstemperatur  der  Erde  bereits  bekannt 
ist,  so  kaDii  loan^  wie  die  obige  Gleichung  zeigt,  tür  dieselbe  Gas- 
art die  Dicpersionstemperutur  eines  beliebigen  anderen  Weltkörpers 
berechnen,  indem  man  den  für  die  Erde  gefundenen  Werth  mit  dem 
Ptoducte  multiplicirt.  Hiernach  würde  man  z.  B.  für  eine  reine 
Wtsserstoff- Atmosphäre  die  in  der  nachfolgenden  Tabelle^  inge- 


Weltkörper  <  -  N 


Erde  .  . 
Man .  . 
Merkar. 
Mond.  - 


! 


4407 
909 

m 

197 


i  1 

0,382  0,540 
0,521  0,378 
0,164  0,273 

fflefans  foilgt:  dtn  auf  einem  WeltkSiper  foa  der  Mese  md  lÜMse- 
dea  Mondes  die  ExSsteoi  einer  leines  Wasserstoff- Atmosphäre  auf 
die  Dauer  nur  dann  möglich  sein  wfirde,  wenn  die  Oberfliehen- 
tmnperstor  dersslben  niedriger  wire  als  „minus  76  Grad  CelslQS'V 


§  196. 
Sw  Lall  tai 


Bei  einer  im  indifferenten  Gleichgewichtszustande  be&ndiichen 
Luftsäule  kann  nach  §  193  (Gleichung  18)  die  der  Tiefenzunahme- 
dx  entsprechende  Temperatur2.iiuahmt:  dl  bertcbiiei  ^leidea  aus 
der  Qleichung: 

1)  CtMT=A(lx. 

*)  Der  obig-n  Tabelle  wnrd^^n       im  .Annuaire  du  bnrean  dee 
Tom  Jahre  1879  angcgebeaen  Zahlen  wert  he  mm  Grande  gelegt. 
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auf  der  linken  Seite  dieser  Gleicliuug  stellende  Grösse  be- 
dtvtet  die  W&rme- Quantität,  welche  einem  Kilogramm  Luft  bei 
eonetantem  Drucke  zugeführt  werden  müsste,  una  die  Temperatur 
derselben  von  T  bis  T  +  4T  m  erhöhen,  und  die  auf  der  rechten 
Seite  Btebende  Grüiee  repräsentirt  das  Wärme -AeqniTilent  der 
mecbaDiedieii  Arbeit: 

2)  <J«s=l.flb:, 

welche  das  Gewicht  des  Luftkilogranims  bei  dem  Sinken  desselben 
von  der  Tiefe  x  bis  zu  der  Tiefe  r  -f  dx  verrichten  würde.  För 
eine  Stelle,  an  welcher  die  Intensität  der  Schwerkraft  o-mai  so 
gross  ist  als  an  der  Eidobertiäcbe,  würde: 

3)  <m  =  0  .  d.r 

EU  setzen  sein,  und  wenn  mit  p  der  Abstand  dieser  stelle  vom 
Erdmittelpunkte  bezeichnet  wird,  so  kann  man  statt  dessen  auch 
setzen: 

4)  d%  =  —  r)dg. 

Indem  mau  diesen  Aufdruck  an  die  Stelle  von  dx  setzt,  erhält  mau 
für  die  Dififerenzialglelchung  t)  die  folgende  allgemeinere  Form: 

5)  c^dT=^  —  Ar)dg. 

In  dieser  Form  würde  die  Gleichung  benutzt  werden  können 
Sur  Ableitung  des  Gesetzes,  nach  welchem  im  Inneren  des  Erd- 
körpers, z.  B.  in  einem  von  der  Oberfläche  bis  zum  Mittelpunkte 
reichenden  Schachte,  die  Temperatur  mit  dem  Abstände  vom 
Mittelpunkte  sich  ändern  wurde,  wenn  die  Wände  des  Schachtes 
für  Wärme  undurchdringlich  wären,  und  wenn  in  demselben  eine 
Luftsäule  sich  befände,  welche  oben  an  der  Mundung  des  Schach- 
tes mit  der  äusseren  Atmosphäre  communicirt  Wenn  es  znläseig 
wäre,  die  atmosphärische  Luft  atieh  in  diesem  FUle  als  ein  idealea 
Gae  n  behandeln,  m  wfiide  man  die  dem  Werthe  p  =  0  entepre- 
dieide  Temperatur  T^T^  am  Boden  des  Sdiaclitee  (oder  im 
Umittelponkte)  bereehnen  können  ana  der  Qieiehung: 

T» 

oder: 


7)   c,{T,~l\)  =  Ajr>dg, 


indem  man  darin  für  'J\  die  dem  Werthe  p  =  r  entsprechende 
bekannte  Temperatur  an  der  Mündung  des  Schachtes  t,oder  an 
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der  ErJoberflAehe)  einsetzt.  Die  obige  Gleichung  enthält  den  fol* 
genden  Satz: 

Die  AVärrae-Quantität,  welche  einem  Luftkilogramm 
bei  coDstantem  Drucke  zugeführt  werden  müsste,  um  die 
Temperatur  desselben  von  der  Oberflächentemperatur 
bis  zur  Mittelpunktstemperatur  zu  erhöhen,  ist  gleich 
dem  Wirme-AequUalente  der  mechanischen  Arbeit,  wel- 
che erforderlich  sein  wfirde,  nm  dis  Lufikllogramm  ?om 
Mittelpunkte  bis  zur  Oberfiftche  emporzuheben. 

Die  Grösse  dieser  mechanischen  Arbeit  kann  man  auf  die  in 
Fig.  579  angedeutete  Art  ermitteln,  indem  man  das  Gesetz,  nach 

welchem  die  Grösse: 

8)  I3=y(?) 

mit  dem  Abstände  p  sich  ändert, 
durch  eine  Curve  {geometrisch  dar- 
stellt und  den  J^lächeninhalt: 

r 


Fig. 


der  ?on  dieser  Gonre  begrenston 
Fläche  berechnet  Bei  constanter 
Intensität  der  Schwerkraft  wflrde 
diese  Fläche  die  in  Fig.  580  daige- 
stellte  Form  einer  Bechteokfläehe 
▼om  Flächeninhalte  r .  1  annehmen. 
Wenn  das  Yerhältniss  der  Fläche  F 
zu  dieser  Rechteckfläche  mit  a  bezeichnet  wird,  so  kann: 

10)  F 


ar 


gesetzt  werden,  und  luu.ii  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  man 
für  die  Mittelpunktstemperatur  die  Gleichung:  . 
11)    c,(7;  — 7\)  =  .lar. 

Wenn  die  Erde  als  eine  homogene  Kugel  angesehen  werden 
dflrfte,  so  wfirde  a  =        setzen  sein;  denn  för  diesen  Fall  wird 


2 


und: 
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12)  F=ßü,=^. 

Da  jedoch  in  Wirklichkeit  die  Dichtigkeit  der  Erdmasse  von  der 

Oberfläche  nach  dem  Mittelpunkte  znnimmtt  so  ist  a>-^,  und 

3 

ann&hermigsweiee  kann  « =     gesetzt  werden.    Hieraadi  erhiüt 

man  aus  der  obigen  Gleichung,  indem  man  zugleich  =  273* 
setzt,  für  die  Mittelpunktstemperatur  den  W«:th: 

13)  ==47716  Giad. 

Bei  dem  hier  Torausgesetzten  indifferenten  (oder  adiabatisohen) 
Gleichgewichtszustände  der  Luftsäule  wOrde  zur  Berechnung  des 
Drudres  der  Luft  am  Boden  des  Schsehtes  die  Poisson^sche  Gleicbungs 

X-(l;r 

benutzt  werden  können,  nach  welcher  der  obigen  Temperatur  ein 
Druck  TOtt  etwa  52  Millionen  Atmosphären  entsprechen  wflrde, 

und  nach   der  Mariotte  -  Gay  -  Lussac  schen  Gleichung:  =i?!r 

würde  den  obigen  Werthen  von  2^  und  der  Werth:  =  883000 
Kilogramm  entsprechen. 

§  197. 

Gasförmige  Weltkflrper. 

Unter  Voraussetzung  des  adiabatischen  oder  indifferenten  Gleich- 
gewichtszustandes würde  man  den  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Satz  zur  Rerechnuntr  It'i  l  eiiipt  nitur  im  Erdmittelpunkte  auch  dann 
noch  benutzen  können,  wenn  die  Erdoiasse  ganz  aus  atmosphärischer 
Luft  bestände.  Da  die  absolute  Temperatur  an  der  Oberfläche 
einer  solchen  Luftkugel  gleich  Null  sein  würde,  so  ist  für  diesen 
Fall  0  zu  setzen,  und  die  Mitteipuukt^jtemperatur  zu  berechnen 
aus  der  Qlcichung: 

1)    r,To  =  Xar, 

in  welcher  für  die  im  Torigen  Paragraphen  definirte  Grösse  a  der- 
jenige niiineri!^che  Werth  einzusetzen  ist,  welcher  dem  für  den  vor- 
liegenden Fall  sich  ergebenden  Gesetze  der  Dichtigkeits&nderung  im 
inneren  der  Kugel  entspricht. 

Im  der  obigen  Gleichung  bedeutet  c^Tq  die  bei  constantem 
Drucke  zum  Hervorbringen  der  Temperaturerhöhung  von  Null  bis 


Digitized  by  Gc)  ^v,l'- 


Neunter  Abschnitt.   §  197. 


7*0  erforderliehe  Wftime-Qaaotiiät  für  diejenige  Luftmasse,  wdehe 
an  der  fiidoberflielie  ein  Eilogramm  wiegen  wQrde,  und  die  Qtüm 
Aar  bedentel  das  Wirme- Aeqnivalent  derjenigen  ArlteH,  welche 
tum  Bmporhehen  dieaer  Masse  ? om  Mittelpnnkte  bis  rar  ObsdUdie 
erforderlieh  sein  wärde.  Wenn  die  FaUbeschleunigimg  an  der  Ober^ 
fliehe  der  Eugel  gleich  Ng  (statt  gleich  g)  w&re,  so  mdaste  anf 
der  rechten  Seite  noch  der  Factor  N  hinzugefügt  weiden;  ffir  diesen 
IUI  Wirde  also  die  Mittelpmiktetemperaiar  so  berechnen  sein  ans 
der  Qleiehnngr: 

2)  CpT.^AaNr, 

in  welcher  r  den  nunmehr  beliebig  an  wiblenden  Halbmesser  d« 
Engel  bedentet 

Denkt  m  sieh  dieselbe  Kqgel  ein  andeni  Ibl  in  einem 
anderen  adiabatischen  GMchgewiehtszi^taQde,  welehem  statt  der 
Werthe:  n  N^resp.  die  Werthe  T/,  r\  2f  eotepncfaen  wüident 
so  erhilt  man  fSr  dieeen  nenen  Zustand  die  Gleichung: 

3)  c,T,*^Aayr\ 

in  weicher  für  die  Grösse  a  genau  derselbe  numerische  Werth  ein- 
taseizen  sein  wird  wie  bei  dem  vorigen  Zustande,  weil  das  Qeeetx 
der  Massenrertheilung  dasselbe  geblieben  ist,  insofern  der  neu» 
Zustand  ebenfiaUs  als  iadiffenoter  oder  adishatiscbw  Qleichge- 
wiohtszustand  Toraosgesetzt  werden  sollte.  Indem  mm  die  letztere 
Gleichung  durch  die  forheigehende  difidiri,  gelaagi  man  zu  der 
fi^geaden  Gleicfaung: 

T '      V  r 
^  Kr 

Da  bei  Weltkörpera  von  gleicfaen  Massen  die  FaUbesehleonigungeB 
an  den  Oberfiicben  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  HilbiBiwiw 
mA  Tcrhatten,  so  kann  lueiin: 

gvoiW  weiden,  und  wuk  SubslitulioB  dkaea  WmAm  mmm(L  fii 
eWge  Gleichung  die  Fetm  an: 

ifi  welch«  dieselt«  dei  fallenden  ml:  Aiis»irä>:i:: 

Wenn  iü  Folsre  vor;  W^rzie-Zuführu r^:  :d»r  Wirme- 
Entiiehuze  der  H^.jicesser  tir-gs  gAsf 0  fn:i»«:ia  Welt- 
kwrpeis  e«üe  Ac&äeroag  erleide:,  so  wird  ii«  ia.iiieto 
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panktstemperatiir  ebenfalls  eine  Aenderang  erleiden; 
aber  „das  Prednei  ans  dem  Halbmesser  in  die  Kittel- 
pnnktsiemperatnr  bleibt  constant**. 

Da  Jede  WAnne*Sntsiebnng  eine  Yolnmen-Verminde- 
rang,  und  jede  Wirme- Zafflbrnng  eine  Volnmen-Yergrüsse- 
rnng  bedingt,  so  ergiebt  sich  ans  obiger  Oielcbnng  sngleicb  der 
folgende  Sets: 

Die  speeifiscbe  Wftrme  einer  kosmisehen  Gaskngel 
ist  negatlT. 

'  Eine  Temperator-Erböhnng  kann  immer  nnr  dnrob  Wftrme- 
Entsiehnng,  nnd  eine  Temperatnr- Erniedrigung  immer  nur 
doKh  Wftrme« Zuführung  hervorgebracht  werden.  Bei  der  durch 
Wftrme-Ent Ziehung  bedingten  Contraction  Terricbtet  die  Gravi- 
tationskraft eine  positive  mechanisobe  Arbeit,  welche  sogleich 
in  Wftrme  umgewandelt  wird.  Die  erzengte  Wärme- Quantität  zer« 
legt  sich  dabei  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  Tbeil  jene 
entlegene  Wftrme-Qaantität  bildet,  wahrend  der  andere  Theil  auf 
Temperatur- Erhöhung  des  WeltkOrpers  selbst  verwendet  wird.  Bei 
der  durch  Wirme- Zuführung  hervorgebrachten  Expansion  wird 
nicht  nur  die  zogefnhrte  Wärme-Quantität,  sondern  ausserdem  noch 
ein  Theil  der  inneren  Wärme  des  Weltkörpers  in  Arbeit  umgewan- 
delt und  auf  die  zur  Ueherwindunp  der  Gravitationskraft  erforder- 
liche Expansionsarbeit  verwendet.  Wenn  die  Sonne  als  eine  solche 
im  adiabatischen  Gleichgewichtszustande  befindliche  ideale  Gas- 
kugel betrachtet  werden  dürfte,  so  würde  aus  dem  oben  crefim- 
denen  Satze  zu  folgern  sein,  dass  die  gegenwflrtipe  Mittelpunkts- 
temperatur derselben  etwa  das  Sechstausendfache  betrügt  von  der- 
jenigen Mittelpunktstemperatur,  welche  die  Sonue  besass  zu  der 
Zeit,  äls  dieselbe  nach  der  Kaut-Laplaceschen  Hypothese  bis  zur 
Neptunsbahn  sich  erstreckte. 

§  id8. 

Die  mechanische  Aiheit,  welche  erfiirderlich  sein  wQrde,  um 
eine  Hasse  m  von  der  BrdobeilUche  Us  in  nnendlicher  Hftha 
emporsoheben,  ist  eben  so  gross  wie  di^enige  mechanisclie  Af* 
b^,  welche  hei  coastant  bleibender  Schwerkraft  snm  Heben  jener 
Masse  auf  ^e  dem  Brdhalbmeisor  gldchs  Hohe  erforderlich  ssin 
wflhIe*X  wid  hat  die  (sMsse: 

*l  Vergl.  .Analytische  Mechauik-  (3.  Aufl.),  §  47,  Gleicbuug  9). 
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1)    a  =  mqr. 

Eben  so  gross  ist  auch  diejenige  Arbeit,  wekhe  die  üiAv::.itions- 
krafl  ihrerseits  verrichten  würde,  wenn  die  Müsse  m  aus  unend- 
Ucher  Hohe  auf  die  Erdoberfläche  herabsänke. 

Hieroaeh  erblil  man  unter  Berücksichtiguug  des  Umstandes: 
tea  io  iinar  ans  homogvneii  ooseeotrischeD  Schichteo  nisammea- 
geaetztea  Kugel  irgend  ein  im  Abetande  p  vom  Mittelpmikie  be* 
findlidiee  JfasseBelenieBt  dM  nur  ?en  Seiten  der  im  Inneren  der 
Kogel  Tom  Halbmesser  p  befindliclien  Masse  eine  Ansiehung  er- 
leidet, für  diejenige  meehaaisdie  Arbetl,  welche  die  GiaTitations- 
kiaft  bei  dem  üebergange  der  Massentheilehen  der  Kogel  ans 
onendlicher  fiotfemung  in  die  gegebene  Lage  ▼errichtet  haben 
wQrde,  oder  fOr  das  Potential  der  Kogel«  belogen  aof  die  eigene 
Masse  deiselben,  die  Gldchong: 

in  welcher  g  die  Gravitationsbeschleuniirimg  im  Abstände  :  vom 
Mittelpnnkte  bei  dem  gegebenen  Endzustande  der  Kugel  bedeutet. 
Wenn  mit  f*  die  Dichiiirkeit  im  Al>sUade  p  Tom  JÜttelponkte  be- 
zeiclmet  wird,  so  kann  hierin: 

3)  dM=^Axg*d9,B 

gesetzt  werden,  imd  nacli  Snbstitotion  dieses  Aosdiocfcs  erhftlt 
man  fär  das  Potential  die  Qleichong: 

r 

Mit  dem  gegebenen  Dichtigkeiisänderungsgesetze:  «=/(p) 
ist  zugleich  das  Gesetz  gegeben,  nach  welchem  die  Grösse  9  als 
Function  von  p  im  Inneren  der  Kugel  sich  ändert;  ebenso  auch  das 
Druckändernngsgesetz,  für  welches  letztere  die  der  Gleichung  1) 
des  §  191  analog  gebildete  Differenzulgleichung  guu 

5)    dp==  —  HQ  <fp, 
und  Dach  Substitution  des  hieraus  für  das  Praduwt       zu  entneh- 
menden Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben : 


• 
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Indem  man  diese  Gleichung  partiell  intej^rt,  geknprt  man  —  unter 
Berücksichtigung  des  Urastandes,  dass  an  der  Überiiüche  jtj  —  0 
und  im  Mittelpunkte  p  =  ü  ist  —  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


7)   «  =  —  4^ 


Wia  aneli  immer  das  gegebene  Dichtigkeltegesete:  0  s /(p) 
bdichaffen  sein  mßgfi:  Immer  kann  man  eidi  eine  im  Gleiebge* 
widitesiifltaiide  befiadlidie  Gaekugel  denken,  deren  Maese  genau 
naeh  demselben  Gesetaw  in  dem  Eugelranme  ?ertbeilt  ist  Denn 
in  jeder  von  den  einielnen  concentrieehen  MaesenBchicfaten  der* 
selben  kann  man  sieb  bei  der  daselbet  g^ebenen  Dicbtlgkeit  durch 
Znfabrang  oder  Entiiehnng  der  entsprechenden  Wftrme-QnantiUt 
jeden  beliebigen  Torgesebriebenen  Bniik  herrorgebracht  denken, 
folglich  anch  denjenigen  Dmck,  welcher  den  Gleicbgewicbtsbe- 
dlngnngen  der  Gaskugel  entspricht.  Die  in  Meterkilogrammen  ans- 
gedrflckte  innere  Wftnne,  welche  die  oben  nntersndite  Kngel  als 
Gaskagel  besitcen  wfirde,  ist  an  beredinen  ans  der  Gleichnng: 

r 

in  welcher  T  die  absolote  Temperator  im  Abstände  p  vom  Mittel- 
punkte bedeutet  Naeh  dem  Mariotte-Gay-Lnssac^acfaen  Gesetze 

kann  hierin :  e g  T ^ geseUl  werden;  folglich  ist: 
10)   l7-.  *;^/pf 


und  da:  AR  =  €^^  —  r ,  =  c^.  {k  —  1)  ist,  so  kann  man  dieser  Glei- 
chung auch  die  folgende  Form  geben: 

r 

1")  U=.^fpt'dt. 


Ans  den  beiden  Gleichungen  h)  und  Iii  prlifilt  man  nunmehr  für 
das  Verhältniss  der  beiden  Arbeitägrösaen  %  und  Ü  den  Werth: 
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12)    -|.=  3(*-1). 

Das  Potential  einer  beliebiL,'en  homogenen  con- 
centriscbeii  Schichten  ziisamm(Mit,n^si'E7.t  nn  Kugel  ist  also 
stets  3  (k —  i)-mal  so  gros-  als  das  mechanische  Aequi- 
valent  der  inneren  Wärme,  welche  jene  KultpI  als  eine 
im  Gletciigewicbtszustande  befiodliche  Oaskugel  be- 
sitzen würde. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  üebergange  einer  Gaskugel  aus 
einem  Gleichgewichtszustände  in  einen  anderen  Gleichgewichts- 
zustand die  Gravitationskraft  nur  dann  Arbeit  verrichten  kann, 
wenn  zugleich  eine  Wärme- Abgahe  oder  -Znfunrung  iUttfindet. 
Denn  ohne  eine  solche  Wärme- UeberüaguDg  luüsste  nach  den 
Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  die  innere  Warme  der 
Gaskngel  genau  nm  das  Wärme-Aequivalent  der  Gravitationairbdt 

ZDii«limen,  wobei  das  Verh&ltniss  der  beiden  Arbeits-GiOnea 

4 

V  QDd  ü  eiue  Aeoderung  erleiden  wdrde  (wenn    >•  -g-  »t,  wie 

hier  vonusgesetst  werden  soll).  Dem  in  §  194  gefondiDen  Sitie 
kann  man  daher  die  folgende  allgemeinere  Form  geben: 

Bei  dem  üebergange  einer  Qaskngel  ans  einem 
beliebigen  Znstande  des  labilen  (oder  auch  des  sta- 
bilen) Gleichgewichts  in  den  Zustand  des  indiffe* 
renten  Oleicbgewiehts  wird  von  der  Oraritationskraft 
keine  Arbeit  verrichtet,  wonn  während  dos  üeber* 
ganges  weder  Wftrme-Abgabo  noch  Wfirme-Anfnahme 
stattfindet 

9  199. 


Wenn  mit  8  die  ganze  Hasse  des  gasftrmigon  WeltkOrpers, 
und  mit  Ng  die  Gravitationsbeschlennigaog  an  der  Oberfl&efae 
desselben  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  dem  Newton*schen  Gravi* 
tatioosgesetie  die  im  vorigen  Pamgiapheo  mit  g  beieichnete  Gra* 
vitationsbeschleunigong  im  Abstände  p  vom  MttteljniDkte  zn  be- 
rechnen ans  der  Gleichnng: 

^    Ng      S  p»' 

wnd  wenn  man  die  Verhältnisszahl      wieder  mit  n  bezeichnet, 

9 

fio  kann  man  dieser  Gieicbnog  auch  die  folgende  Form  geben: 
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'  ff     ^  S 

Vnch  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  man  aus  der  rilei- 
cliung  5)  des  §  19fl  für  die  dpr  Abst^odszunabme  d(>  entspreckeade 
TeiDperatarzanahine  äT  den  Werth: 


3)   uT  =  -A«rL.Ji±. 


c,8 


Wenn  als  Einheit  für  die  Massengrössen  diejenige  Masse  ge- 
wählt wird,  welche  an  der  ErdoberOAche  1  Eilogramm  wiegt,  so 
iiat  te  mechanisehe  Aeqnivatent  der  inneren  Wbme  des  gas- 
ftnnigen  WeltkSipera  die  Grtae: 


Indem  man  diese  Qleidinng  partiell  integrirt  und  dabei  berück- 
sichtigt, dass  sowohl  für  p  =  0  als  auch  für  p  =  r  das  Product  TM 
den  Werth  Null  annimmt,  gelangt  man  an  der  folgenden  Gleidnmg: 


ö)  ü=^ 


0-1  MdT 

An 


«nd  wenn  man  hierin  für  dT  den  oben  gefundenen  Werth  ein- 
setzt, so  erhält  man  die  Gleichung: 


Nr*  f 

6) 


atis  welcher  man  durch  abermalige  partielle  Integration  die  folgende 
Oleicbnng  ableiten  kann; 


7)  ü= 


Nr' 

~kS 


J  9 


Für  das  Potential  des  ^gasförmigen  Weltkörpers  erhält  man 
nach  der  hier  gewählten  Bezeichnangsweise  aus  der  Gleichung  2) 
dei  vorigen  Paragraphen  den  Ausdruck: 

T 
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welebem  nmn  Dach  Substitution  des  oben  für  t>  angegebenen  Wer- 
Üios  «neb  die  folgende  Form  geben  kann: 


8 

Indpin  man  den  hieraus  für  das  Integral  zu  entnehmenden  Aus- 
druck in  Oleicbung  7)  einsetzt,  erhält  man  für  U  die  Gleichung: 

10)    0=  ^  , 

und  nach  SubsiitutioD  des  aaa  der  Gleichung  12)  des  vorigen  Phra- 
giaphen  für  ü  zu  entnehmenden  AuRdnicks  erhält  man  ans  der 
obigen  Gleichung  fär  das  Potential  den  Werth: 


1 


Da  der  Werth  des  Potentiafai  nnr  von  dem  Gesetxe  der  Massen- 
▼ertbeilung  abhängen  kann,  so  ist  die  GtUtigkelt  dieser  Gleichung 
ganz  unabhängig  von  der  dem  Buchstaben  k  beigelegten  Bedeu- 
tung. Die  obige  Gleichung  bleibt  daher  auch  dann  noch  gtlltig, 
wenn  an  die  Stelle  der  constanten  Grosse  k  iigend  eine  andere 
eonstante  Grösse  «  gesetzt  wird.  Das  Potential  einer  Kugel,  deren 
MassenvertheilungsgssetK  der  Gleichung:  pv*  =  OoiD8k.  entspricht^ 
kann  daher  immer  berechnet  werden  mittelst  der  Gleichung: 

nts  -  Tr=^^  - 

aus  welcher  man  fflr  den  Potentialcoefficienten  ß  und  den  Ex- 
ponenten e  beispielsweise  die  nachfolgenden  susammengehörigea 
Werthe  erbftU: 

o      ö      3  4      6  6 

^     2      j     ^     l,U     Y    T  T 

a        q        ß  a 

Nach  der  Gleichuü>,'  12)  des  vorigen  Paragraphen  hat  die  in 
Meterkilogrammen  ansgedrfickte  innere  Wärme  die  Grösse: 

Für  die  in  Wärme- Einheiten  ausgedrückte  innere  Wärme, 
welche  durchschnittlich  in  jedem  Massenkilogramm  enthalten  ist, 
ergiebt  sich  iiiürnach  der  Werth: 
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14)  ir= 


Aü  ANr 


8  ^  bk  —  B 


Die  ganze  durch  die  GravitatioDsarbeit  während  der  Contraction 
erzeugte  Wärme  hat  pro  Massenkilograiniii  die  Grösse: 


Die  Differenz  der  obigen  beiden  Werthe  reprftseDtirt  diejenige 
Wärme >  Quantität,  welche  während  der  Gontnctioii  nach  auasen 
abgegeben  wude,  uod  bat  die  QrOeae: 


HienMli  wttide  man  s.  fi.  Ar  eine  6aelra|i«l  v«o  der  OiDne  und  Hane 
dtt  Sonne,  indein  ami  k^tAU  ^  =  -^*  ir=87,4 and rss «88000000» 

■rtst»  die  folgenden  Werthe  eriialten: 

9=:6t000000,  ITsiSOOOOOO.  9— IFbIOOOOOOO  Winne-Eiiiheit«n. 
Wenn  alio  die  Sonne  telbit  als  «ine  •otehe  im  indiflNrnitea  Oleidigewiehtini* 
•tande  befindlldw  ideale  Qaslcagel  betraehtet  werden  dQifte,  ao  wUide  hieiatts 

folgen:  dass  gegenwärtig  in  jedem  Massenkilogramm  der  Sonne  dnrchachnitt- 
lieh  42  000  000  Wänne-Einheiten  enthalten  sind.  Da  der  Halbmesser  der  N?{»- 
tnnsbabn  etwa  6000- mal  so  groas  iat  als  der  gegenwärtige  Sonnenhalbmess^r, 
ao  würde  tagl^h  ana  dem  im  Torigan  Paragraphen  gefandanen  Satse  aieh  et^ 
gaben,  dass  sn  der  Zeit,  ala  die  Sonnenmaase  bia  aar  Naptanababn  ndi  ar- 
streckte,  jedes  Massenkilogramm  durehschnittlich  nur  den  6000'Sien  Theil  von 
der  gegenwärtig  in  demselben  vorhandenen  inneren  Wärme  enthielt,  dass  also  seit 
jener  Zeit  die  in  jedem  Massenkilogramm  darchechnittlieh  enthaltene  Wärme- 
Qnantltit  ton  7000  bis  auf  42000000  Wirme-Einheiten  angenommen  bat. 

Wenn  N=Nff  der  Werth  ist,  welcher  dem  Werthe  r^r^ 
entsprieht,  so  ist  nach  dem  Newton'seheB  GrafitatiaDageeetM: 


an  setMn,  und  naeh  SobstltutiOD  des  hieraas  fta  N  wa  entneh- 
menden Werthes  kann  man  der  Oleiofaung  16),  indem  man  die 
GiOese  9  — VTsSB  setzt,  die  folgende  Form  geben: 


Indem  man  diese  Gleichung  nach  der  Zeit  t  differenziirt,  erhält 

man  für  die  pro  Zeiteinheit  —  z.  B.  während  eines  Jahres  —  von 
jedem  Masäeiikilogramm  durchschuitüicb  abgegebene  Wärmequau- 
tität  den  Werth: 


16)  Q~W 


17) 


atlter,  Xniwilcar-tteeliiiiUt.  3.  Ana. 


86 
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^     dt  \5A  — G/  dt 


Wenu  mit  die  jährliche  Abnahme  des  Sonnenhalbmessers 
und  mit  in  die  von  der  Sonne  jährlich  pro  Massenkilogramm  aus- 


gestrahlte Wärme  -  Quantität  bezelohnet  wird,  so  ist  a  =  — 


und  xo=^ 


dm 

dt 


är 


zu  setzen.  Nach  Substitution  dieser  Werthe  kann 


man  der  obigen  Gleichung,  indem  mau  zngleich  iur  die  Grösse 
iV„  der  aus  Gleichung  17)  zu  entnehmenden  Ausdruck  einsetzt,  die 
folgende  Form  geben: 

Da  nach  neueren  Untersuchungen  ins2  zu  setzen  ist,  so 
wQrde  man  hieraus  nach  den  oben  gemachten  Yoraufleeteungen 
fdr  die  jährUcbe  Abnahme  des  Sonnenbalbmessers  den  folgenden 
Worth  orfaalten: 

424  ' 


Meter. 


2: 


5  200. 

AutflussgeschMrindigkeU  der  Lu(L 

Wenn  zwei  mit  Luft  gefüllte  Gefässe  A  und  ß  durch  ein 
Communicatioiisrobr  mit  einander  verbunden  sind,  und  der  Drucl^ 
Pi  in  dem  Gefässe  A  grösser  ist  als  der  Druck      in  dem  Gefässo 

so  wird  ein  Aus- 
Flg.  581.  strömen    der  Luft 

von  .4  und  B  statt- 
finden (Fig.  581). 
Die  Geschwindigkeit 
des  Ausströmens 
kann  nach  dem  Prin- 
ci|>e  der  lebendicroTi 
ivraft  berechnet  wer- 
den, insofern  man 
annehmen  darf,  dass  nach  eingt^trelenem  Heharnings/.nstande  die 
ganze  während  des  Zeit! heilchens  (//  von  den  wirkenden  Kräften 
verrichtete  raeclianische  Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  während 
dieses  Zeittheilchens  ausfliessenden  Luftmasse  dM  die  der  Ausfluss- 
geschwindigkeit entsprechende  lebendige  Kraft  mitzutheilen. 
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Wenn  mit  /  der  Querschnitt  des  Aiisflussrohres,  und  mit  u 
die  dem  l^chMrrungszustaode  entsprechende  AnpflnsJ^ireschwindigkeit 
bezeichnet  wird,  so  ist  f.udt  der  RaurainhaU  der  walirend  des 
Zeittheilcheos  dt  ausfliesseuden  Luttmasse,  und  wenn  mau  einst- 
weilen annimmt,  dass  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  üebergange 
aus  dem  grösseren  Drucke  in  den  kleineren  Druck  sich  nicht 
ändert  —  was  bei  Eferinper  Grösse  der  Druckdiilereuz  annäherungs- 
weise zulässig  ist  —  so  eiv.nöbt  sich  für  die  in  der  Zeit  dt  aus- 
fliessende Luftmasse  der  Werth: 

1)  dM^-k^JüL. 

Diese  Luftmasse  hatte  in  dem  Gefasse  A  die  Geschwindigkeit  Null 
und  erlangt  bei  dem  Ausflusse  in  das  Gefass  B  die  Geschwindig- 
keit u.  Die  während  des  Zeittheilchens  dl  erzeugte  lebendige 
Kraft  hat  also  die  Grösse: 

^         2      ~  '  2  • 

Indem  man  diese  lebendige  Kraft  der  von  dem  Druck-Ueberschusse 
(pi  — -p^)/  während  dps  Zeittheilchens  dt  verrichteten  mecliaiiischen 
Arbeit  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

3)   ^^^^^'""l  =(p,-lh)f^udu  oder: 

welcher  man  nach  SubetitutioD  des  ans  §  178,  GMehniig  12),  för 

den  Quotienten  zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende 
Fonn  geben  kann:  


Wenn  s.  B.  -^ss  ^'^^^  gcsetit  wird,  und     =295  {entsprechend  «iner 

Pi  ü,öoU 

Temperatar  von  4-  22°  Celsius),  so  ergiebt  sich  fQr  die  ÄQsflassgeschwindigkeit 
d«r  Werth:  

6)    «=J/   2.Mi  .29.27  .295  (l --5:1??-)  =152«. 

In  Gleichung  5)  bedeutet  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
die  während  des  Zeittheilchens  dt  erzeugte  lebendige  Kraft,  und 
der  Anedraek  auf  der  rechten  Seite  die  während  dieses  Zeit- 
theUefaeos  von  der  Druckdifferenz  yenichtete  mechanische  Arbeit 
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Das  Gewicht  der  vrähreud  des  ZeittheilcheDS  dt  amatrOmeDdeD 
Lttftmasse  hat  nach  Gleichuog  1)  die  Grösse: 

Indem  man  jene  Oleichnng  dorcb  cUeBO  ]etitere  GrOrae  dividirt,  er* 
hftlt  man  die  Gletchniig: 

in  welch«  nunmehr  der  Ausdruck  ftr  die  enengte  lebendige  Kiaft 
nnd  der  Ausdruck  ftr  die  Tcnichtete  mechanische  Arbeit  auf  den- 
jenigen Zeitfaum  sich  beliehen,  in  welchem  ein  Eilegramm 
Luft  aossfliesst  Es  wird  jedoch  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
nur  dann  ann&herungsweise  die  ganie  wfthrend  dieses  Zeitraumes 
TOn  den  wirkenden  Kräften  Terrichtete  mechanische  Arbeit  dar- 
stellen, wenn  die  DruckdilTereDz  —  j^t  so  klein  ist,  dass  die  bei 
dem  Ausflusse  stattfindende  Diehtigkeitsänderuog  des  ausfliessenden 
Luftkilegrammes  Temachlflssigt  werden  darf.  Um  eine  genauer» 
Gleichung  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  zu  erhalten,  hat  man 
zu  dem  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ansdrncke  flkr  die  mecha- 
nische Arbeit  noch  eine  Grösse  hiniu  su  addiren,  welche  auf  foU 
gende  Weise  bestimmt  werden  kann. 

Nach  §  182  verrichtet  ein  Kilogramm  Luft,  wenn  dassellje 
ohne  Wärme •ZufQhnini;  von  dem  Rauminhalte  i\  auf  den  Baum- 
inbalte r,  sieb  ausdehnt  und  die  Temperatur  desselben  in  Folg» 
dieser  Ausdehnung  von  Ti  bis  auf  abnimmt,  die  mechanische 
Arbeit: 

wofür  man  nach  §  180,  indem  man  für  die  Grösse  A  ihren  Werth 
substituirt,  auch  setien  kann: 

10)      =   Ii,  od«: 

^  k—l 

T)'me  Tnecbanische  Arbeit  kann  man  sich  in  zwei  Theile  zerlegt 
denken,  ?o&  denen  der  eine  Tlieil: 
12)    r  =2,,(f,-t;,) 
auf  üeberwindnng  des  constanten  Gegendruckes  jp^  verwendet  wird^ 
während  der  andere  Theil: 
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13)  r^^g^r^  ^T-T/'^  -Afa-t^i) 


mit  dam  beitrtgt,  di«  lebendige  Kraft  d«r  ai»flieB80iideii  LnftmasM 
in  TeigrOmro.  Ba  als  Ctowielit  dieser  Lvftmasse  1  KUogiamn  an- 
genomnwii  wurde,  so  ist:  i\  =si  =  y^Vf  la  setien.  Man  kaan 
daher  dem  obigen  Aosdmcke  aneli  die  folgende  Form  geben: 

Wenn  man  diese  Grösse  in  Gleichung  8)  zu  dem  auf  der 
rechten  Seite  stehenden  Ausdrucke  für  die  mechanische  Arbeit  hin* 
lufdgt,  80  erh&lt  nian  die  Gleichung: 


Nacb  §  178  ist  biorin  ^^«sJ^T.  und  ^^^RT^  roeetMo:maii 
kann  daher  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben* 

T 

imd  woDD  man  bierin  flGir  den  QaotientoD  ^  den  ans  §  181  sa 

entnehmenden  Ausdruck  substitutirt,  so  ergiebt  sich  aus  der  obigen 
01eiebung  für  die  Ansflussgesch windigkeit  ti  der  Werth: 


17)  u 


Mit  B«tb«baitaug  der  oben  angenommenen  Zablenwertbe  erhält  man  aas 
di€Mr  Olciehiing  flr  die  AnaflvMgeMbwindigkeit  den  gmaiienn  Wetth: 

- = ■  ^-^  •  (tÄ^)  ■    •  -  [  -  ( wPl = 

Bei  Vergleichung  dp'?'^f*lben  mit  dem  in  Olcichyngö)  gefundenen  Wertbe  j?™ 
erkennt  man,  dass  mir  liei  gössen  DruckditFerenien  es  erfi  rderUch  ist,  die  bei 
dem  Aasflasee  eiattändcude  Dichtigkeit:iauderang  in  börückaiehtigen,  während 
nuA  bei  kMnrni  DraekdilforenMn  die  AntfluMgeidiwliidif ktit  oboe  Bedenken 
saeh  Gleichnng  5)  berechnen  darf. 

Für  das  Verhaltniss  der  b^dm  ftbaolotea  Tenqiemtiiren  erhilt  maa  naeh 
§  181  die  GleichoDg: 


.„X     Tt      /  0,780  \  Ml 

welche  zeigt,  dass  bo:  lein  Ausfiii-i^e  f!er  T.uft  die  abeolate  Temperatur  der- 
selben von         bia  auf  26'6^  abuelimen  wird. 
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Fig.  582. 
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§  201. 

2«rtM<hla<arMiH  dir  Luft  btl  pWiliditr  Dnidutalitniiif. 

Bei  plötzlich  emtretencler  gleichförmiger  Bewegung  eines  (ge- 
wichtlos vorausgesetzten)  Kolbens  in  lufterfülltem  Rohre  wird  zu- 
nidut  nur  die  munlttellMur  vor  dem  Kolben  befiodUclie  Laft  com- 
primirt  und  zugleich  rorwftrts  geschoben,  während  der  ganze  Best 
der  ?or  den  Kolben  befindlichen  Lnftmasse,  soweit  der  allmShlich 

fortschreitende  Verdich* 
tangsprozess  denselben 
noch  nicht  en^cht  hat« 
einstweilen  noch  in 
dem  ursprfinglidien 
Rnhezoskande  Terharrt 
(Fig.Q82).  In  Beeng 
anf  die  Znstandsinde- 
rtfng,  welche  die  Lnft 
bei  der  Gompression 
erleidet,  soll  hier  ?or- 
ausgesetit  werden  ers- 
tens: dass  die  Bohrwand  and  der  Kolben  für  Wärme  undurchlässig 
sind;  zweitens:  dass  an  der  inneren  Wandfläche  des  Rohrs  keine  Rei- 
bungswiderstände wirken;  drittens:  dass  die  Mariotte-Gay  Lussac'sche 
aieichung  pr  =  I{T  178,  Gleichung  13)  stets  gältig  bleibt,  dasa 
also  die  Luft  wie  ein  sogenanntes  „ideales''  Gas  sich  verhält. 

Während  der  Bewegung  wird  die  Länge  der  comprimirten  Luft- 
säule, welche  der  Kolben  vor  sich  her  schiebt,  beständig  zunehmen, 
insofern  die  einzelnen  Schit  hten  der  vorher  ruhenden  Luftsäule,  eine 
nach  der  anderen,  an  die  bewegte  Säule  sich  anschlie>sen,  und  da 
nach  eingetretenem  Bebarningsziistande  die.^es  Anscbliesson  unter 
>tetj!  gleich  bleibenden  Umständen  sich  wiederholt,  darf  ange- 
nomni^^n  werden,  dass  die  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  u 
fortschreitende  Luftsäule  stets  eine  homoeene  im  Gleichgewichte  be- 
findliche Masse  bildet,  in  welcher  Druck,  Volumen  und  Tempemtur 
überall  dieselben  Grössen  besitzen  und  vorläufig  unverändert  bei- 
behalten. 

Wenn  die  Querscbnitt-tläche  der  Luftsäule  1  Quadratmeter  be- 
trägt, so  repräsentirt  die  Gröss'-  '  .  als  )irs['rüngliches  Volumen  eines 
Kilograii;ms  Luft  zugleich  die  Länge,  wekbe  eiüe  Luftsäule  von 
diesem  Gewichte  ursprünglich  hatte.    Dem  Wachsen  des  Drucks 
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Ton  p  bis  anf  sp  entspricht  pin  Abnehmen  dieser  Länge  von  v  bis 
£f,  wobei  zugleich  die  absolute  Temperatur  (nach  dem  Mariotte- 
Gay-Lussac'schen  Gesetze)  von  7'  bis  auf  aeT  ziiniramt.  Während 
der  Verdichtungsprocess  des  ersten  Luftkilogramms  sich  vollzieht, 
durchläuft  der  Schwerpunkt  desselben  die  Wegeslänge: 

1)  »=  2— r« 

und  da  während  dieses  Zeitraiim>  Lufbkilogranim  beständig' 
unter  Einwirkung  der  I  eiden  entgegengesetzten  äusseren  Kräfte  p 
und  sp  sich  befand,  so  ist: 

2)  Ä= («p-p). = (2:::" = 

die  mechanische  Arbeit,  welche  die  äusseren  Kräfte  verrichtet  haben 
würden,  wenn  der  Schwerpunkt  ihren  gemeinschaftlich en  Ancjriffs- 
puükt  gebiMot  hätte.  Nach  dem  Gesetze  des  Schwerjmnkts  und 
nach  dem  Principe  der  ]o!)endigen  Kraft  muss  diese  ArhpH^jf^rosse 
gleich  der  lebendigeu  Xraft  sein,  welche  das  Luftkilogramm  zu 

dieser  Zeit  erreieht  hat   Da  die  Maeee  desselben  gleich  —  Ist, 

9 

und  da  diese  Masse  uumuehr  die  Geschwindigkeit  u  besitzt,  so  ist 
zugleich: 

3)  ;  4- 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  ron  der  den  Kolben  vorwärts- 
schiebenden Kraft  cp  wfthrend  dieser  Zeit  verrichtet  wurde,  bat 
die  Grttose: 

4)  '&  =  (jp.v(\—t)  =  BTg  (1  —  g). 

Tod  dieser  Arbeit  wurde  der  oben  mit  H  bezeichnete  Theil  auf 
Eneugung  der  lebendigeii  Kraft  Yorwendet,  w&breud  der  andere  Theil: 

In  diejenige  WArme-QuantitAt  umgewandelt  wird,  welche  erforderlich 
ist»  um  die  Tem|»etatnrerhOhung: 

6)  B^atT^T 

hervorzubringen.  Nach  der  meclianischen  Wärmetheorie  (§  IHO) 
bat  das  mechanische  Aequivalent  dieser  Wärmequantität  die  Grösse: 

7)  »r^_=^_^=_-^-_ — 
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Indem  man  die  obigen  f  ir  W  gefundenen  beiden  Ausdrücke  einander 
gleichsetzt,  erhält  man  durch  Auflösung  der  auf  solche  Weise  ent- 
standeneu  Gleichung  für  £  den  Werth: 
8^  c(A;-l)  -f 

1)^1-/.--  1  * 

Nach  dieser  Gleichung  kann  aus  dem  gegebenen  Wertlie  TOD 
0  das  neue  Volumen  sv  und  hiermit  zugleich  die  neue  Temperatur 
o«T  bereehoet  werden,  womit  die  ZustaiidaliMlAjniiiif  der  IfOftmaiM 
gefooden  iit 

Mit  Bemtiung  des  abgernndeteD  ZaUenwerfhi  k  =  1,4  erhfttt 
min  m  obiger  Gleidinng  flkr  o    oo  den  Werth: 


9)  t= 


*— 1  _  M  —J_^  I 


Nncli  Oleiehmig  9)  wird  für  cp^oo  ineh  f  =  oo,  aleo  (otch 
Otetehang  3)  aneh  n  =:  sc.  Wenn  also  der  Anfuigedmck  p  dne 
endUehe  Grosse  hatte,  so  wird  denn  Werths  a»oc  der  Werth 
u=x  eatsprsehen.  Wenn  dagegen  der  nisprfingliehe  Dmck  p 
nnendUch  klein  war,  so  kann  dem  Wertfae  a  &s  sc  andi  ein  ead- 
liehsr  Werth  m  u  sntsprschm.  Hieniaeh  eigiehl  sieh  aus  den 
obigen  Qleiehnngen  der  folgende  Sats: 

Bei  pUtslieh  eintretender  unendlich  grosser  Kolben* 
gesehwindigkeit  wird  die  nnmittelbar  Tor  dem  Kolben 
befindliche  Iinft  stets  anf  das  Sechsfache  der  nrsprftng* 
liehen  Dichtigkeit  comprimirt  Bine  solche  Versechs- 
fachung der  Dichtigkeit  wird  auch  hei  endlicher  GrOsae 
der  Kolbeageschwittdigkeit  eintreten,  wenn  die  nrsprflng«- 
liche  Tempsratvr  unendlich  klein  war. 

Wenn  man  abUfarmagsweise  die  Osastante  ^  _^  |  =  9  sstst, 

so  kann  nun  der  Gleichung  8)  auch  die  folgende  Form  geben: 

(r  -f-  9^  (2  —  =^  C.^r)<t  —  I  — 
in  weicher  dieselbe  le'e^ .  ias5  die  graphische  Darstellune  des  Ge- 
leites, nach  welchem  e  mit  z  sich  indert.  ein«  Hyperbel  mit 
recht winkdiigieü  Asymptoten  bilde;.  Den  AnfacgstiHstacd  r*prl??ö- 
tift  der  Pünkt,  dessen  C<M)rdinaten  c  ~  l  und  6  =  1  find.  Die 
durdi  tii«^  i^nkt  geleirtr  [«otherme  würde  der  Gleidiüng  r*  =  1 
entsprechen,  und  die  Asymptoten  dieser  ijotbermivffeen  Hyperbel 
falle?!  mit  den  CoKirdinaten-Achsen  rusams^.  wihre&ü  die  Asymptoten 
dör  oacb  obig^  Gleichung  coosUuirieii  Hypobel  re^  in  den  Ab- 
sUadea  <  =  -r  9  Q^ad  s  —  —  9  foa  denselben  liegM- 
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FortpAaiizuD||t9eichwindlgkelt  der  Schallwellen. 

Die  Vorderflache  der  comprimirten  Luftsäule  bildet  die  Gmn- 
fläche  zwischen  dem  bereito  in  Bewegung  begriffenen  und  dem  noch 
ruhenden  Theile  der  ganien  Luftmasse  oder  die  Grenze,  bis  zn 
welcher  die  Zustandsftndening  eich  forfcgepflMUtt  hati  und  kann  dem- 
gemäss  die  Portpflanz imp^grenze  genannt  werden.  Wenn  mit  U  die 
Geschwindigkeit  des  Vorrückene  der  Fortpflanzungsgrenze  bezeichnet 
wird,  und  mit  t  die  Zeit,  in  welcher  der  Verdichtungsproceas  des 
ersten  Luftkilogramms  sich  vollzieht,  so  ist  (nach  Fig.  582):  üt  =  v 
und  ut  =  {i  —  e)  r,  also: 

10) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Varhältnisszahl  ~~       «  =  1 

unendlich  gross  wird,  tmd  dass  sie  mit  abnehmendem  Weithe  von 
e  gleidifnUs  abnimmt  Da  (nach  Gleichling  9)  die  Grosse  t  nie- 
mals kleiner  als  4-  werden  Itann,  so  nähert  sich  mit  abnehmender 

o 

OrOsse  von  e  oder  mit  wachsendem  Werthe  von  a  die  Yerhlltniss- 

—  dem  Grenzwerthe  ^ 
u  6 


U  6 
zahl  —  dem  Grenzwerthe  -jr-   Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende 


Sati: 

Bei  plotslicbem  Bintreten  der  Eolbengeschwindigkeit 
tf=i<3o  entsteht  eine  DrnckvergrOssernng,  welebe  mit  der 

Geschwindigkeit    =  — u   sich   fortpflanzt,   ebenso  bei 

endlicher  Grösss  von  ti,  wenn  die  nrsprangliehe  Tem- 
peratnr  nnendllch  klein  war. 

Mit  Benntiang  des  ans  den  Gleichungen  3)  und  2)  fOr  «  au 
entnehmenden  Werthce  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die 
fölgende  Form  geben: 


und  wenn  man  hierin  für  e  den  in  Gleichung  8)  gefundenen  Aus- 
druck einsetzt,  so  erhält  man  für  die  Fortpflanzangsgeschwindigkeit 
die  Gleichung: 


670 
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12)  t7=l/^?^[<,(*-|-l)  +  Ä-l] 

welche  zeigt,  dass  mit  wachsendem  Werthe  von  'z  die  Grösse  U 
ebenfalls  zuDimmt.  Für  diejenige  Geschwindigkeit  1/  =  U,  mit 
welcher  eine  unendlich  kleine  Druckändernng  sich  fortpflanxt,  erfaAlt 
man  hieraus,  indem  man  s  a=  1  settt,  den  Grenzwerih: 

13)  tt  =  /  kg  Ii  f. 

Da  die  Dnick.inderuu^en,  welche  bei  SLU^Ü-biü^ingungen  auf- 
treten, unter  gewöhnlichen  ümständeii  als  unendlich  klein  betraditet 
'  werden  dürfen,  so  kann  nach  dieser  Gleichung  die  Fortpflanzungs* 
geschwindigkdt  der  Schallwellen  berechnet  werden,  and  man  erhSlt 
t.  B.  übr  trodme  atmmphftrisehe  Lnft  von  der  absoluten  Tempentur 
r=2i3*  (oder  NuU  Gtad  Cekiia),  indom  ma«  j;  =  29,27  setzt, 
den  Werth: 

14)   II  ^  V'l,4095 .  9,S  .  29,27  .  273  =  332». 5. 

Für  Wasserstoff  erhält  man  auf  gleiche  Weise,  indem  mrtn 
Ä~  tJi.^rJ  setzt,  den  Werth:  U=  1263"',3.  Bei  der  absoluten 
Tempemtur  i  =  4  .  273  ^  1092^  (oder  —  819  Grad  Celsius)  würde 
die  Schall£re>Thwindigkeit  doppelt  so  gross  sein,  also  für  Luft  den 
Werth:  U  =^  665%  fär  Wasserstoff  den  Werth  U  =  2526%6  an- 
nehmen. 


$  203. 
*r  UR  M 

Für  die  drei  Arbeitsgrössen  Ii,  ergeben  sich  ans  den 

Gleichungen  2),  4),  5)  die  folgenden  Verhäluiiäszahlea: 


15) 

I6i 


Für  c=l  wird  hicriüci  i/  =  0  und  ir=Ä;  iar  5=  :^  wird 
H=W=        IHe  oMgen  G>;ihur.£-ra  eatL&lK«  demciidi  die 
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Bei  unendlich  kleiner  Druckvergrösserung  wird  die 
ganze  Tom  Kolben  auf  die  Luftmasse  übertragene  Druck- 
Arbeit  auf  Erzeugung  von  Wärme  verwendet. 

Bei  unendlich  grosser  Brucksteigerung  wird  die  eine 
Hftlfte  der  Drucl^-Arbeit  auf  Erzeugung  tou  lebendiger 
Kraft,  die  andere  auf  Erzeugung  Ton  Wärme  verwendet 
^  ebenso  auch  bei  endlicher  DruckvergrOsserung,  wenn 
der  ursprQngliche  Druck  unendlich  klein  war. 

Indem  man  die  Gleichung  2)  von  der  Gleichung  5)  sabtrahirtf 
gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 

18)  Tr=H4- Är(l  — e), 

welche  in  üebereinstimmung  mit  dem  oben  gefundenen  Satze  zeigt, 
dass  W  —  H  wird,  wenn  die  ursprüngliche  Temperatur  T  gleich 
Null  oder  im  Verhiiltiiiss  zu  //  verschwindend  klein  war.  Für 
diesen  Fall  wird  also  nach  Gleichung  7): 

19)  B^^'' 


Nach  Gleichung  3)  entspricht  der  Geschwindigkeit  m=  72000™ 
der  Werth  i/ ^fU  000  000".  l?ei  dieser  Kolbengeschwindigkeit 
entsteht  hiernach  die  Temperaturerhöhung: 

-     264  000000  i /r.  1  .  X 

20)  ,— PHTL .  —  3  700000  Grad  (Celsius). 

Da  jedoch  dieser  Zahlenwerth  aus  der  bei  so  hohen  Temperaturen 
nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachtenden  Hypothese  eines  constanten 
Werthes  der  specifischcn  Wärme  r  =0,16x5  abgeleitet  wurde,  so 
ersrlieini  es  zweckmässiger  der  obigen  Gleichung  die  von  jeder  Bj- 
potheäe  unabhängige  Form: 

21)  Q  =  ü^e    äH=  ^22  =  623000  Würms- Einheiten 

zu  «zeben  und  dif  von  der  Wärme-Quantität  Q  hervorgebrachte 
Tt  in(  *'ratnr*'rli''liiinL,'  ;i  ls  eine  hei  dem  gegenwartigen  Stande  der 
Wissenschalt  eiiisiweileu  noch  uicbl  genau  besOmuibaie  Grosse  zu 
behandeln.  Dass  bei  obigem  Vorgänge  die  Wärme  -  Quantität 
(>  —  623  000  Wärme- Einheiten  entsteht,  kann  dagegen  als  eine  un- 
mittelbar aus  dem  Gruiidprincipe  der  raechanischeu  Wärmetheorie 
gefolgerte  unaniechtbare  Thatsacbe  gelten. 

Nach  den  obigen  Gleichungen  könnte  die  von  einem  mit  solcher 
Geschwindigkeit  in  die  Erdatmosphäre  eindringenden  Meteoriten  her- 
vorgebrachte Temperaturerhöhung  unmittelbar  berechnet  werden, 
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wenn  angenomnidn  würde,  dass  dnrch  eine  die  Meteoritenbihn  um* 
gebende  feste  Hnntelfläche  das  seitUcbe  Anewelehen  der  Tom  Stone 
getroffenen  Lnfttheilchen  rerlündert  wdrde.  Da  jedoch  andreneita 
angenommen  werden  darf,  dass  der  Einilnss  dei  selUtclien  Ana- 
weicbens  im  Wesentlichen  erst  nach  bereits  eingetretener  Tempeiator* 
«rhdhnng  sich  bemerkbar  machen  wird,  so  dfirfen  die  obigen  Zahlen- 
werthe  mindestens  als  Annfthemngswerthe  fAr  die  wirUieh  ein* 
tretenden  Temperaturerhöhungen  betrachtet  werden. 

Ein  ans  nnendlicher  HOhe  herabfhUender,  oder  in  parabolischer 
Bahnlinie  nm  die  Sonne  sich  bewegender,  EOrper  wQrde  beim  Ein- 
tritte in  die  donnenatmospbftre  ebie  Geschwindigkeit  von  82  Heilen 
oder  608440  Metern  pr.  See.  erreichen*).  Dieser  Geschwindigkeit 
entspreeben  nach  obigen  Gleichungen  die  GesehwindigkeitsbObe 
^=18888000000'°  und  die  Wftrme-QaantiUt  0  =  44550000 
Wftrme*fiinheiten,  also  bei  der  speeifischen  WArme  =  0,1685  die 
TemperatarerbOhnng  0  «  264400000  Gral  (Celsius). 

Ans  Gleichang  19)  ergiebt  sich,  dass  die  berrorgebracbte 
Temperatnrerböbung  ansschliesslich  Ton  der  Gescbwiodigkeit  t»  ab- 
hängt, dass  sie  dagegen  voUkommeo  unabhängig  ist  von  der  ur- 
sprünglichen Dichtigkeit  der  Luftmasse.  Die  oben  gefundenen 
Zahlenwerthe  werden  daher  auch  dann  noch  als  gültig  betrachtet 
werden  dürfen,  wenn  für  die  ursprüngliche  Dichtigkeit  der  Luftmasse 
«ine  yerschwindend  geringe  Grosse  angenommen  würde.  Da  mit 
Entstehung  so  hoher  Temperaturen  beträchtliche  Lichtentwickelungen 
verbunden  sein  müssen,  so  folgt  hieraus,  dass  die  geringsten  irgend- 
wo im  Weltenraume  vorhandenen  Spuren  von  Gasmassen  sich  be- 
merkbar machen  müssen  durch  dag  Aufleuchten  der  mit  kosmischen 
Geschwindigkeiten  den  Kaum  durchstreifenden  Meteoriten,  wobei  je- 
doch zu  berücksichtigen  ist,  das?  hpi  sehr  p^eringer  Dichtigkeit  der 
Gasniasse  auch  die  Quantität  der  zum  Leuchten  gebrachten  Masse, 
foli:ln!i  auch  die  Lichtentwickelunp  e^erine^  sein  wird,  wenn  auch 
die  Temperaturerhöhung  dieselbe  ist  ^vie  bei  grosser  Dicliti^'^kcit  der 
<;ase,  Das  Vordand-nseiii  derartiger  iTa>nKissen  ist  zu  vermuthen: 
emerseits  im  Innern  einer  aus  Meteoriten  bestehenden  kosmischen 
Wolke,  in  Folge  der  durch  ihre  Zusammenstösse  verursachten  Ver- 
dampfuDgen,  sodann  in  unmittelbarer  Umgebung  der  Sonne,  nicht 
nur  in  Folge  der  bei  Annäherung  an  dieselbe  eintretenden  Er- 
wärmung und  Verdampfung  der  Körper,  sondern  in  Folge  der 


*)  Analjrtische  MdcbADik.  3.  Aufl.  S.  75. 
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grösseren  Häutigkeit  der  Fülle  des  Zusannnensto^sfns  (daselbst.  Die 
oben  gefundenen  Kesultate  ersclieineii  daher  voUkoniriien  ausreichend 
so  wohl  rur  Erkläruug  des  Leuchtens  der  Nebelfieckei  als  auch  zar 
Brklflning  des  Leuchtens  der  Sonnen -Corona. 

Nach  dem  MarioLte-Gay-Lussac'schen  Gesetze  ist  der  bei  dem 
Vorrücken  des  Kolbens  entstehende  Druck  ap  für  den  in  Gleichung  19) 
vorausgesetzten  Fall  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

Mit  Benutzung  der  in  den  Gleichungen  9)  und  19)  rssp.  für  e  und 
6  gefundenen  Ausdrücke  erhält  mau  hieraus,  indeiu  mau  zugleich 
beräcksichtigt,  dass  nach  der  naecbanisdien  Wärmetbeorie  Ali=: 
{k — l)c^  gesetzt  werden  kann,  die  Gleichung: 

welche  zeigt,  dass  bei  verschwindend  kleinen  Werthe  der  Verhalt- 
T 

mntM.  der  dem  Vonrflcken  dee  Kolbens  entgageairirkeiid» 
Wideretand  proportional  ist  dem  Produete  aus  der  Dichtigkeit  der 
Luft  ^  =  y)  in  das  Quadrat  der  KolbengesehwiDdigkeit^ 

§  204. 

ZMfandiMemii  der  bifl  bei  wlederhollefi  fNtttlldiea  Pniekilelursmen. 

Nach  Substitution  des  in  Gleichung  8)  für  e  gefundenen  Werthes- 
erfaält  man  aus  den  Gldchungen  2)  und  3)  fillr  H  den  Werth: 


und  mit  Benutzung  des  in  Gleichung  18)  fOr  die  Constante  U  an« 
gegebenen  Werthes  kann  man  dieser  Gleidiung  auch  die  folgend» 
Form  geben;   

25)  u=   ,      <'-^>"  l/l- 

Aus  den  beiden  Gleichungen  8)  und  25)  erhält  man  z.  B.  die  in 
iiachtolgeuder  Tabelle  zusamnaengestellteu  Zahlenwerthe: 

c=l      2  3  4  5  10  100 

e=l    0,6175  0,47R3  0,403     0,358     0,2654  0,179& 
(5e==l    1,236    1»429     1,6114  1,789    2,664  17,96 

^  =  0   0,521    0,862    1,127    1,36      2,166  7,59. 
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Der  Aiifangstemiteratiir  T  ~  273"  (oder  Null  Grad  Celsius) 
würde  nach  Gieichnog  l'o)  die  Scliullgeschwindigkeit  U  =  332,5™ 
entsprechen.  Nach  obiger  Tabelle  wurde  also  z.  H.  bei  der  Kolben- 
Geschwindigkeit  2,166  .  332,5  =  720'"  pro  See.  der  Druck  bis 
auf  das  Zehnfache  der  ursprünglichen  Grösse,  und  die  Temperatur 
bis  auf  2,654  .  273  =  724,5^  (oder      451,5''^  Celsiusj  zunehmen. 

Um  aus  den  gegebenen.  Werthen  von  u  und  T  (oder,  aus  den 
hiermit  zugleich  gegebenen  Werthen  von  H  und  U)  die  zugehörigen 
Warthe  von  9  und  c  zu  berechnen,  mfisste  man  zunächst  die  Glti* 
diung  24)  oder  aueh  die  Gldebung  25)  fflr  c  «ufltaen,  woranf 
dann  nach  Glelcbnng  S)  der  zugehörige  Werth  yon  e  berechnet 
werden  kann.  Indem  man  abkfirznngsweise  die  mit  den  gegebenen 
Werthen  von  H  und  T  ebenfaUs  gegebene  Constante: 

26)  [/(t  +  »)'+^-=« 

setzt,  gelangt  man  durch  Auaföhrung  der  obigen  Rechnung  zu  den 
folgenden  Gleichungen: 

27)  ö=l-i-  — 


28)    6  =  1 


4 


und  durch  Multiplication  derselben  erhält  man  fflr  das  Yerhältniss 
der  Endtemperatur  zu  der  Anfangstemperatur  den  Werth: 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  ein  anderes  Mal  aus  den  ge- 
gebenen Werthen  T'  und  H'  die  zugehörigen  Werthe  o'  und  e' 
berechnen  können,  indem  man  die  Konstante: 

30)   „'  =  |/(i+lj.  +  i^,?! 

au  die  Stelle  von  u  setzt.  Für  den  Fall,  dass  der  Anfangszustand 
bei  der  letzteren  Zustandsänderung  mit  dem  Lniiznstande  der  vorigen 
übereinstimmt,  würde  hierin  T  =  aiT  zu  setzen  sein,  und  wenn 
ausserdem  die  relative  Kolbengeschwindigkeit  wieder  gitiich  u  an» 
genommen  wird,  so  ist  H*  =  H  xa  setzen,  also  wird: 


31)  a'  =  ^/(i  +  l).+ 
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und  nach  Ein<;ptzung  dm  in  Gleichung  29)  für  gefundenea 
Werthes  erhalt  man  die  Gleichung: 

32)    a'  =  a  -f  2  (Är  —  1). 

Mit  Benutzung  dieses  Werthes  kann  man  nunmehr  die  zweite  Zu- 
etandsändernng  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

Indem  man  die  leteteren  beiden  Gleichnngen  mit  rinander  multi- 
plidrt,  erhalt  man  für  das  Temperatunretbtlt&tea  o'e'  denselben 
Werth,  welchen  der  fQr  ee  in  Gleichung  29)  gefundene  Ausdruck 
anneimen  wfirde,  wenn  darin  a'  an  die  Stelle  von  a  gesetst  würde. 

Die  obigen  Gleichungen  kann  man  auch  auf  den  in  Fig.  583 
bis  586  daigestellten  Fall  anwenden,  bei  welchem  die  zweite  Zu- 
stands&nderoDg  dadurch  herbeigeführt  wird,  dass  die  oompTimirte 

Luftsftule,  welche 


Fig.  583. 


Fig.  584. 


Fjg.6$&. 


der  Kolben  vor 
sich  her  schiebt, 
gegen  die  ruhende 
Bodenwand  des 
Söhres  stOsst, 
welche  In  Bezug 
auf  die  fortschrei- 
tende Luftsäule  die 
relative  Geschwin- 
digkeit u  besitzt. 
Bei  diesem  Stn-ae 
wird  eine  mit  Hück- 
kehr  in  den  Ruhe* 
zustand  verbun- 
dene abermalige 
Compression  ein- 
"  treten,  bei  welcher 

der  Druck  die  s'- fache,  und  das  Volumen  die  e'-fache  Grösse  an- 
nimmt. Die  (irenzrtäche  zwisi  hpn  dieser  ruhenden  zweifach  com- 
primirteu  und  der  noch  fortschreitenden  einfach  oomprimirten  Ltift- 
silule  wird  alsdann  nach  rückwärts  —  dem  vomlrkendpn  Kollten 
eutgegen  —  fortschreiten,  und  in  dem  Augenblicke,  wo  sie  den 


Fig.  6^ 


f  •r.'-'i*""*'VJ-:r,<',T'W!''J  " 

K-;-.'-'.-'.i->'.'^V-vV.i-:;-..:i 
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Kolben  eireioht,  befind«!  eieh  die  gwte  LufkimuBe  in  mementanem 
BnhemstMide  (Fig.  586). 

Mit  Belbebaltnng  der  bei  dem  Torigen  Zabknbeiepieie  ange- 
nemmenen  Werthe  T=273^  nnd  «  =  720'"  findet  man  nns  den 
ol^n  Gleichungen  fOr  die  eiete  Compresrion  die  Werthe: 

a  =  3,036,  0=10,  e     0,26öi,  öe  =  2,654 

und  fOr  die  sw^te  GompreseSen  die  Werthe: 

«'  =  3,855,   (5'=:  4,9,  «'  =  0,362,  <j'e'  =  1,772. 

Hiernach  ist  5'c~49,  £'£  =  0,096  und  c'e' .  ce  =  4,7.  Bei 
dem  in  Fig.  586  dargc stellten  Endzustande  hat  also  der  Druck  das 
49- fache,  das  Volumen  das  i\09r)-fache  und  die  absolute  Tem- 
peratur das  4,7 -fache  der  ursprünglicheo  GrOese  erreicht  # 

r 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  ^  =  0  eetit,  so  erhilt  man  ftr 
die  erste  Compression  die  Werthe: 

und  för  die  iweite  Compiession  die  Warthe: 

a  =3t-l.  «'  =  —4— 

Also  wird  fär  diesen  Fall  ^'  ^^j^(].j^\y  und  mit  Benutzung 

des  hieraus  zu  entnehmeadea  abgerundeten  Zahlenwerthes  ^^  =  ^ 
gelangt  mall  an  dem  folgenden  Satze: 

Dnrch  eine  eonstante  nnendlieb  grosse  Kraft  wird 
die  in  einer  Compressionspnmpe  befindliehe  LnftsAoIe 
wahrend  des  ersten  Kolbenweges  stets  anf  das  Zwansig- 
faebe  der  nrsprftnglichen  Dichtigkeit  comprimirt  —  eben- 
so anch  dnreb  eine  eonstante  endliche  Kraft,  wenn  der 
anfangliehe  Druck  unendlieh  klein  war. 

Bei  dem  In  Fig.  586  dargestellten  momentanen  Bnhnnsfeaado 
der  Loftmasse  hatte  der  Dmcfc  in  ihrem  Inneren  die  Qtfisae  «'op 
erreicht,  wihrend  der  äussere  Kolbendmek  die  GfOsae  a|>  miTeriodert 
beibehalten  hatte.  Infolge  dieses  Drucknntenchiedes  wird  bei  tenerem 
Omstantbleiben  des  Äusseren  Kolbendmckee  sunidist  eine  rflek- 
gängige  Bewegung  des  Kolbens  eintreten,  wobei  der  imere  Druck 
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abniramt;  und  schliesslich  kleiner  wird  als  der  äussere  Druck.  Der 
Kolben  wird  infolge  dessen  abermals  vorrücken,  dann  wieder  zurück- 
weiclien,  und  in  dieser  Weise  fortfahren,  abwechselnd  vorwärts  und 
röckwärte  zu  laufen,  wobei  in  der  i.uftsäule  Wellenbewegungen 
stattfinden,  deren  lebendige  Kraft  allmählich  in  Wärme  sich  um- 
wandelt. Die  ScbwinguiiL^sweite  des  hin-  und  herlaufenden  Kolbens 
wird  während  dieses  Umwandlangsprocesses  allmählich  abnehmen, 
und  der  Kolben  wird  schliesslich  in  einer  bestimmten  Endlage  zur 
Ruhe  gelanßfeu.  Bis  zum  Eintreten  dieses  definitiven  RubezustandeSf. 
bei  welchem  das  Vol  innen  des  Luftkilogramras  von  der  nrsprüng» 
liehen  Grösse  v  bis  auf  die  später  zu  berechnende  Grösse  nv  ab- 
genommen hatte,  wird  die  innere  Wärme  der  Luftmasse  im  ganzea 
zugenommen  haben  um  diejenige  (nach  Gleichung  7)  zu  berechnende) 
Wänneqoantitftt,  fttr  welche  die  von  dem  constanten  äusseren 
Kolbendracke  9p  veirichtate  (oaeli  Gleiehimg  4  m  berechnende) 
AriMit  dM  BM^aaisdM  Aoqaivaleni  UUot  Dnrdi  Gltidueteaiig 
dieser  beiden  Grossen  erhält  man  die  Qleiebong: 

ETcü^n)^  ^^.^'""-^  oder: 
35) 

Mit  Benutsung  des  abgerundeten  Zahlenwerthes  k  ^  1,4  erhält 

2 

man  hierans  für  a  =  bo  den  Werth  n  ='--^>  In  Besag  raf  den 

in  obigen  Figuren  dargestellten  Vorgang  ergiebt  sich  hiernach  der 
folgende  Satz: 

Bei  plötzlich  eintretendem  unendlich  e^rossen  Kolben- 
drucke wird  anfangs  eine  vorübergehende  Compression- 
(zunächst  auf  ein  Sechstel,  dann)  auf  ein  Zwanzigstel,  und 
später  eine  bleibende  Compression  auf  zwei  Siebentel  des- 
ursprünglichen Volumens  hervorgebracht  —  ebenso  auch 
bei  constantem  endlichen  Kolbendrucke,  wenn  der  anfäng- 
liche Druck  uueudiich  klein  war. 

§  205. 

2ustandsinderung  der  Luft  bei  ttetigoiii  WachMn  der  KoliNMigetcliwindigkeiL 

Da  die  plötzliche  Steigernng  der  Kolbengeschwindigkeit  un^ 
eine  bestimmte  endliche  Grosse  als  der  Grenzfall  aufgefasst  werden 
kann,  welchem  der  Fall  ihres  stetigen  Wachsens  um  so  mehr  sidk 

Bitter,  lageDtenr-Meeliuilk.  S.  Aafl.  3; 
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nähert,  je  kürzer  die  Dauer  dieses  Wachsens  augenommen  wird,  so 
kann  man  für  die  Prüfiin^^'  der  Fraj^e:  wie  weit  die  Grenzen  sich 
erstrecken,  bis  zu  welciieii  die  Anwendung  der  hier  aufgestellten 
Hypothese  noch  zulässig  ist,  neue  Anhaltpunkte  gtiwinaen,  indem 
man  von  der  Annahme  eines  stetigen  Wachsens  der  Kolbengeschwin* 
digkeit  ausgehend  die  üotersucbung  wiederholt  und  die  Resultate 
naelihtr  anf  jenen  QreniiUl  anweodet 

Die  stetige  Dra^adenuig  kam  aach  aufjjefiunt  werden  als 
eine  Heiheofolge  von  eprniigireifle  stattfindenden  unendlicli  klefnea 
Dniekftndeningeii.  Dem  WM^uea  des  Dniekee-  von  bis  auf 
(9 -\- da) Po  entsprielit  ein  AbDehmen  dee  Volumens  Ton  bis  auf 
{i-^de.)vQ.  Die  Qleichung  8)  behilt  daher  aneh  dann  noch  ihre 
Qiltigkeit,  wenn  darin  die  GiOssen 

(q  -f  rfg)Po       (t  +  <i<)t>, 

resp.  an  die  Stellen  der  GzOssen  c  und  <  gesetst  werden;  man  er- 
hUt  dann  die  Qleichmig: 

36)         —  =  —  -  ,  oder  -  =  — ^ 

und  durch  Integration  derselben  gelangt  man  m  der  Poisson'schen 
Gleichung: 

37)  <j8*=:r, 

welche  Migt,  dass  bei  aUmihlichem  Wachsen  des  Druckes  die  Zu* 
staadsftndernng  der  von  dem  Kolben  TOrwftrts  geschobenen  Luftsäule 
nach  dem  Gesetie  der  adiabatisdien  Kurve  erfolgt  Ans  obiger 
Gleichung,  welche  für  c^oo  den  Werth  e  =  0  liefert,  ergeben 
sieh  die  folgenden  Sätze: 

Wahrend  bei  einmaliger  plötzli  Ii  r  Drucksteigerung 
höchstens  erreicht  werden  kann,  dass  die  Dichtigkeit  bis  auf 
das  Sechsfache  der  ursprünglichen  Grösse  zunimmt,  kann 
bei  continuirlicher  —  ebenso  bei  mehrmals  wiederholter 
plötzlicher  —  Vergrösserung  des  Kolbendrucks  die  Dich- 
tigkeit bis  zu  jeder  beliebigen  Grösse  gesteigert  werden. 

Während  bei  continuirlicher  Drucksteigerung  die 
Entropie  constant  bleibt,  findet  bei  plötzlicher  Druck- 
steigernng  stets  eine  Zunahme  der  Entropie  statt. 

In  gleicher  Weise  kann  man  mich  die  Gleichung  24)  auf  die 
BejrechQUDg  der  stetigen  Zuätandsänderuug  anwenden,  indem  man 
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berflekaiehtigt,  da»  bei  dem  Wichsen  des  Draekes  bis  auf  cp^ 
und  dem  Aboehmen  des  Yolnmeiu  Us  auf  tv,  die  Temperatar  Us 
auf  ff »2*0  snnahm,  und  dass  bei  dem  Wachsen  der  KolbengeechiHii- 
digkeit  von  II  bis  auf  « +  du  der  Kolben  in  Besag  nvf  das  un- 
mittelbar vorher  comprimirte  Element  der  Lnftsänle  die  relative 
Geschwindigkeit  du  annimmt  Wenn  also  du  an  die  Stelle  von  u 

ff  ~l~  <2ff  n 

gesetzt  wird,  so  ist  — =         aa  die  Stelle  von      und  c&I'q  an 

ff 

die  Stelle  von  T  an  setno;  man  erhält  dum  die  Gleiehnng: 

welcher  man  mit  Benutzung  des  aus  Gleichung  37)  für  •  in  ent- 
nehmenden Werthes  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

39)  du=V^,-a:)ä.. 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  Unken  Seite  zwi- 
schen den  Grenzen  Null  und  «,  saf  der  rechten  swischen  den  zu- 
gehMgen  Grenzen  1  und  ff  — ,  gehingt  man  alsdann  sn  der  Glei* 
ehung: 

k-l 


und  d«  nach  Gleichung  13)  der  Wnrzelansdmck  die  der  Tempo- 
ratnr  entsprechende  Schallgeschwhidigkeit  dantellt,  so  kann 
man  statt  dessen  audi  setzen: 

Aub  lieii  Gleichungen  37)  und  4t)  erhallt  man  die  in  der  fol- 
genden Tabelle  zusammeogesteilteD  Zahienwerthe: 

<j  =  l        2  3  4         6         10  100 

er^l    0,6116    0,4587    0,374    0,319    0,1962  0,036 
ae=l    1,223      1,376      1,496    1,595    1,952  3,6 

^=0   0,5177    0,845     1,089    1,286    1,94  4,66. 

Die  Vergleichung  derselben  mit  der  m  §  20-1  berechueten  Tabelle 
zeigt,  dasä  bei  allmählichem  Wachseu  der  Kolbengeschwindigkeit 
die  Dichtigkeitszunahme  stets  grösser,  und  die  Tempersturzunahme 
stets  kleiner  ist  als  bei  plötzlichem  Wachsen. 

»7* 
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Bei  jflte  TOD  den  wai  einaiider  folgenden,  epmogweie«  ein- 
tretenden, nnendlidi  kMnen  QeBeliwIndigkateninaliBien  dee  Kolbens 
entetobt  eine  neue  Verdicbtong,  weebe  in  der  unmittelbar  Yoren- 

gebenden  Luftmasse  mit  der  ihrem  augenblicklichen  Zastande  ent* 
sprechenden  Schallgeschwindigkeit  sich  fortpflaozt  (Fig.  d87,  688^ 
589),  also  naeb  Oleicbang  IS)  mit  der  Geeebwiodigkeit: 


k-l 
2fc 


42)    n  =  '\^krjRT=noVai^l\,c 

welche  auch  aufgefasst  werden  kann  als  die  relative  Geschwindigkeit 
der  Grenzfläche  zwischen  dem  neu  Terdichteten  and  dem  durch  den 
vorhergehenden  Stoss  verdichteten  Elemente  der  Luftsäule  in  Bezug 

auf  das  letztere.  Mit  Benutzung  des  oben  für  n  gefundenen  Aiis- 
druokee  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 


43)   U  =  U,-i-(^2>)«. 


DIeoo  Qleiebang  leigt,  daes  mit  wacbieoder  Kolbengesebirindigfceit 
u  aneb  die  relatiTe  Gescbwlndigkeit  der  Greiafliche  immerfort  »n- 
ninunt,  folglicb  anch  ibre  abeolnte  Qeecbwiadigfceit: 

Jede  von  den  dnreb  die  anf  dnander  folgenden  StBeae  eizeogteD 
Qnotflicben  bat  also  eine  Gesebwiodigkeit,  welebe  grOeser  ist  als 


Fig.  &87. 


Aßt 


r  -M.'  — 

Fig.  M8.  [. 

.  Mfr^t*  ^-^arft*'-* 


Flg.  ö^.  l..-.--:v  ^^Mm^^-j 


die  der  sonlcbst  vprher  entstandenen  Grenzfllcbe  md  miss  daher 
nadi  Ablanf  etner  gewissen  Zeit  diese  einboleo.  Die  Zeitrtiime, 
welche  Tecstieieben  swiscben  den  Zeitpunkten  des  Entstehens  dsr 
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einselneD  Grenzflichen  und  den  Zeitponkton  des  Einholens  der  nftcbsi 
▼onngebenden  Grensflftohenf  werden  abh&ngen  Ton  den  ZeitintemUen, 
in  welchen  die  einseinen  StOese  auf  einnnder  folgten,  und  wenn  man 
annimmt,  daes  die  Kolbengeschwindigkeit  in  dem  Angenblidce,  wo 
sie  die  Grösse  u  erreichte  (Fig.  688)  aufhörte  su  wachsen,  so  kann 
man  sidi  diese  Zeitintervalle  auch  so  gewählt  denken,  dass  alle 
jene  Einholungen  gleichseitig  statt&oden  —  dass  also  die  snerst 
entslandene  vorderste  Grenzfläche  von  allen  später  entstandenen  In 
einem  und  demselben  Zeitpunkte  eingeholt  wurde.   (Fig.  589). 

Wenn  mit  x  die  Zeit  bezeichnet  wird,  welche  zwischen  dem 
Entstehen  der  vordersten  G^renzfl&che  und  ihrer  Einholung  durch 
die  später  erzeugten  Grenzflächen  verstrich,  so  ist  U^x  die  Strecke, 
welche  die  vorderste  Grenzfläche  während  dieser  ganzen  Zeit  zurück- 
legte, und  wenn  mit  t  die  willkürlich  gewählte  Zeit  bezeichnet  wird, 
nach  deren  Ablauf  die  inzwischen  bi9  zur  Grösse  u  gewachsene 
Kolbengeschwindigkeit  aufhörte  zu  wachsen,  so  ist  U  (r  —  f)  die 
Strecke,  um  welche  die  zuletzt  erzeugte  Grenzfläche  von  dem  Kolben 
eich  entfernt  hatte  bis  zn  dem  Ang'enbUck  ihres  Zusammentreffens 
mit  der  vordersten  Grpnzfiiche  und  allen  ühri^rpn  (Fig.  589).  Nach 
Ablauf  der  Zeit  t  befindet  sich  also  vor  dem  Kolben  eine  homogene 
adiabatiscli  comprirairt^  Luftsäule  von  der  Länge  U  (t  —  t),  und  da 
diese  Luftsiiule  urspnmglich  die  Län(;e  U„ r  besass,  so  hat  das 
Verhältniss  des  Volumens  der  comprimirfcen  Luttsäuie  zu  ihrem 
anfänglichen  Yolumeu  die  Grösse: 


Indem  man  hierin  für  U  und  c  die  fiep,  aus  den  Gleichungen 
42)  und  37)  zu  entnehmenden  Werthe  einsetzti  gelangt  man  zu  einer 
Gleichung,  welche  fAr  a  auflöst  die  folgende  Form  annimmt: 


und  nach  Binsetzung  dieses  Ausdruckes  in  Gldchnng  41)  erhftlt  man 
fär  das  Gesetz  des  Wachsens  der  Kolbengeschwindigkeit  die  Gleichung: 


Nach  Ablauf  der  Zeit  t  erreidite  also  die  Bescfaleunigttng  ffieees 
Wachsens  die  GrOsse: 


46) 


47} 
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48)  = 

^      dt  1)xVt:  — i  /         ik+\)^  ' 

tind  da  beim  Baginne  der  Eolbenbewogwig  « s  1  wir,  ao  hatte 
4ie  Beschleimigiuig  a&fiuigs  die  Gr<i8se: 


49)  = 


2Uo 


Ffir  di«  SSeit,  nach  deren  Ablauf  das  Zosammentreffen  aller  Grens» 
fliehen  stattfindet^  oder  die  Entstebungsdaner  der  homogenen,  adia* 
oomprimirten  Lnftsäole  erhilt  man  htemacfa  die  Oleiehnng: 


60}   T  = 


2Uo 


welche  zeigt,  dass  bei  gegebenem  Anfangszustande  die  Dauer  der 
adiabatiscben  Compression  nur  tod  der  A.nfangsbescbleunigUDg 
abhängt. 

Bei  weiterer  Fortsetnmg  der  numnebr  gleichförmig  gewordenen 
Kolbenbewegung  wtirde  am  Vorderende  der  oomprimirten  Lafteftale 
ein  dem  Ueberkippen  oder  Brechen  des  Kammes  einer  Wasserwelle 
Terglelchbarar  Yorgaog  stattfinden,  ineofeni  der  einer  bestimmteD 
Kolbengesehwindigkeit  u  entspreehende  Werth  von  9  bei  adiab^ 
tiaober.Compressioo  stets  grösser  ist  als  bei  plOtzlieber  GompressioD 
—  wie  die  Vergleichnng  der  oben  berechneten  Tabellen  gezeigt 
hatte.  Der  Brack  im  Inneren  der  adiabatiach  comprimirten  Lnfb- 
sinle  ist  daher  in  diesem  Angenblicke  grteser  ab  der  Widerstand, 
welcher  ihrem  Fortschreiten  entgegenwirkt  Infolgedessen  wfirde  an 
ihrem  Torderende  eine  Wiedetansdehnang  beginnen,  wenn  dieselbe 
nicht  auf  irgend  tine  Weise  verhindert  würde  —  etwa  durch  einen 
am  Vorderende  eingeschalteten  xweitea  Kolben,  welcher  dntch  einen 
faden  mit  dem  ersten  yerbnnden  in  nnveitndert  bleibendem  Ab- 
stände von  demselben  gehalten  wird.  In  diesem  Falle  wird  die 
Zastandsänderong  der  vor  dem  zweiten  Kolben  iMfindlichen  Luft- 
messe  genau  auf  dieselbe  Weise  erfolgen  wie  bei  dem  in  §  201 
untersuchten  Falle,  nnä  wenn  man  aussrrdpm  noch  annimmt,  dass 
=  -c  oder  T  =  0  war  —  in  welchem  Falle  der  Abstand  iwischen 
den  beiden  Kolben  oder  die  Länge  der  adiabatisch  comprimirten 
Luftsäule  (nach  Fig.  589)  ebenfalls  die  Grösse  Null  annehmen  würde, 
s^o  verschwindet  überhaupt  jeder  Unterschied'  zwischen  den  beiden 
Fällen. 
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§  206. 

Zustandsfliidening  der  Luft  bei  abnehmendem  Koibenürucke. 

Anders  verhält  es  sich  im  Falle  der  bei  rückläufiger  Kolben- 
bewegung eintretenden  Expansion,  bei  welcher  ebenfalls  die  conil- 
nuirliche  Druckändemng  aufgefasst  werden  kann  als  eine  Reihenfolge 
von  s]''^"  i^^eise  stattfindenden  unendlich  kleinen  Druckänderungen. 
Denn  in.  'l'^  des  beim  Abnehmen  des  Druckes  zugleich  stattfindenden 
AbDelimens  der  Temperatur  wird  in  diesem  Falle  jede  neu  ent- 
stehende Grenzfläche  eine  (Geschwindigkeit  annehmen,  welche  kleiner 
ist  als  die  der  unmittelbar  vorher  entstandenen.  Ein  Zusammen- 
treffen der  Grenzflächen  (wie  beim  vorigen  Falle)  kann  daher  in 
diesem  Falle  nicht  eintreten;  vielmehr  werden  jene  GrenzfiSchen 
immer  weiter  ans  einander  rücken.  Infolgedessen  wird  Auch  keine 
Abweichung  von  «ieiri  fiii  jedü  einzelne  der  unendlich  kleinen  Druck- 
verminderungen gellenden  Gesetze  der  adiabatischen  Zustandsänderung 
staltfinden  —  auch  dann  nicht,  wenn  die  Dauer  der  ganzen  Drock- 
al nähme  unendlich  klein  war.  Auch  bei  plötzlicher  Abnahme  des 
Kulbeudruckes  um  eine  endliche  Grösse  wird  daher  die  Zustands- 
änderung nach  dem  adiabatischen  Gesetze  erfolgen.  Für  (i^'ii  Fall 
der  Expansion  sind  daher  stets  die  beiden  Gleichungen  37)  und  41) 
als  diejenigen  zu  betrachten,  welche  die  Beziehungen  zwisciien  den 
drei  Grössen      e,  u  richtig  darstellen. 

Wenn  man  ö  =  0  setzt,  so  erhält  man  für  die  Kolbenge- 
Bcfawindigkeit  u  nach  Gleichung  41)  den  zugehörigen  Werth: 

61)  n«— ^^=:  — 4,884. Uo. 

In  dem  Augenblicke,  wo  die  Geschwindigkeit  des  zurückweichenden 
Kolbens  die  Grosse  4,884 .  Uq  erreicht,  wird  nlso  der  Druck  an 
der  inneren  Kolbenfläche  gleich  Null  liei  iVrni  rein  Wachsen  der 
Kolbengeschwindigkeit  würde  die  Berührung  zwischen  i]er  Luft  und 
dem  Kolben  ganz  aut huren,  also  ein  luftleerer  Baam  sich  bilden. 
Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Luft  aus  dem 
cylindrischen  Rohre  in  den  leeren  Raum  ausströmen 
würde,  ist  4,«ö4mal  so  gross,  wie  die  dem  Anfangszu- 
stande entsprechende  Schallgeschwindigkeit. 

Der  Anfangstemperatur  T„  =:  273"  würde  nach  Glpirhnn^  13) 
die  Schallgeschwindigkeit     =.  332,5'"  entsprechen,  und  für  diesen 
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Fall  wird  u  —  —  1624"'.  Bei  einer  Anfiingrtemperatur  von  0"  C. 
würde  also  die  Luft  mit  einer  Geschwindiglceit  von  1624'"  i.  d.  See. 
in  den  leeren  Raum  au^strbmeti.  In  gleicher  Weise  würde  mao 
bei  Annahme  der  Aufaiigstemperatur  ~  1092"  (oder  -}-  819* C.) 
•die  Werthe      =665"  und  u  =  —  3248°»  erhalten. 

Weou  man  \X-\-u  =  0  setzt,  in  Qleichung  44),  so  erhält  man 
-för  u  den  Werth: 

52)  «=_ji5o_=_o,ö3U.. 

Nachdem  die  Oeecfawindigkeit  des  rarfickweicheDden  Kalbens  die 
-Qföne  0,83  U«  erreicht  hat»  bildet  sich  also  bei  der  nftchstfblgenden 
uneodlich  kleioen  Zunahme  der  EolbeDgeschwindigkeit  diejenige 
Orenzflftche,  deren  absolute  Geschwindigkeit  gleich  Noll  ist  und 
gleich  Null  bleibt  Alle  Mher  entstandenen  Grenzflicben  bewegen 
sich  mit  posttiYen,  alle  später  entstehenden  mit  nogatiren  Qeschwin- 
digkeiten.  Das  game  System  der  Grensflfichen  terOllt  also  in 
zwei  Gruppen,  welche  Ton  Jener  ruhenden  GrenzfiSche  nach  ent- 
g^gengesetiten  Bichtungen  sich  entfernen.  Dem  obigen  Werthe 
Ton  u  entsprechen  nach  den  Gleichungen  41)  und  37)  die  von  dem 
An&ngssnstande  der  Luftmasse  ganz  unabhingigen  Zahlenwerlhe: 

63)     <J  =  =  O.SS*'*^  =  0,2774. 

54)     .=  (^+^y---^  =  2.484. 

65)   OS  ==  0,689. 
Da  zwischen  zwei  benachbarten  Grenzflächen  weder  eine  Aenderung 

der  Strömungsgeschwindigkeit,  noch  eine  Aendening  des  Druckes 
stattfindet,  so  ergiebt  sich  (für  den  hier  einstweilen  vorausgesetzten 
Fall  einer  unbegrenzten  Länge  des  Eohres)  aus  den  obigen  Glei- 
chungen der  folgende  Satz- 

Wenn  der  äussere  Kolbendruck  kleiner  wird  als 
0.5774  und  die  Geschwindlfk'^i  t  des  zurück  wei 'henden 
Knibens  infolgedessen  über  die  Grösse  0.^3  U^,  hinaus  zu- 
nimmt, so  wird  die  Luft  dur<"h  den  j  ori  i  L^on  Rohrquer- 
schnitt, in  welchem  das  Ueberischreiteii  jener  Werthe 
stattgefunden  hatte,  beständig  mit  der  Geschwindigkeit 
0,b3  Ufl  hiudurchströmen,  und  ^war  in  demjenigen  Zu- 
stande, welcher  den  Werthen  2?  =  0,2774  .j;«,  r  =  2.484.  r^, 
r  =  0,689.  entspricht. 
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Indem  man  die  Grösse  -|- «  vertauscht  mit  der  Grösse  —  ti, 
erhält  man  aus  Gleichung  41)  für  die  Geschwiadigkeit  des  zurück- 
weichenden Kolbens  den  Werth: 


Aus  den  beiden  Gleichungen  37)  und  56)  ergeben  sich  alsdann 
für  die  beim  Zuröokweichen  des  Kolbens  eintretende  Expansion  d«r 
an  den  Kolben  grenzenden  Laftsebicbt  die  folgenden  zusanunen- 

gehörigen  Zahlen werthe: 

a  =  l      0,9       0,8       0,7        0,6        0,5     0,2774     0,1       0,01  0 
t=l    1,0807  1,1715  1.288     1.437     1.635     2,484     5.1224  26.24  -c 
o«=l    0,9726  0.9372  0,901(5  0,8621   0,817ö   0,689     0,5122  0,2ti2-l  0 

-j^sO   0,0887  0.1559  0.2468  0,8492  0,4877  0,83      1,8884  2.3821  4,884. 

Diese  Zahlenwerthe  gelten  &x  Jedes  beliebige  Qesetz  des 
Waduene  der  Eelbengeschwindigkeit  und  behalten  auoli  dann  noeb 
ihre  Gilttgkeil,  wenn  das  Wachsen  der  Kolbengesohwindigkeit  Ton 
Null  bis  u  sprungweise  stattfindet  Der  letatere  IUI  würde  nach 

den  hier  gemachten  Voranssetzangen  dann  eintreten)  wenn  der 
Anssere  Druck  plötzlich  von  bis  auf  cp^  abnfthme,  insofern  die 
Hassengrüsse  des  Kolbens  gleich  Null  vorausgesetzt  wurde.  Da  in 
diesem  Falle  die  Entstehangsorte  sämmtlicber  Grenzflächen  zu* 
sammenüftUea  —  und  zwar  in  demjenigen  Eohrquerschnitte,  in 
welchem  anfiings  die  innere  Kolbenflache  sich  befand  —  so  wird 
die  in  dem  obigem  Satze  erwähnte  Stelle  constant  bleibender 
Strömungsgeschwindigkeit  ebenfüls  mit  dieser  Anfangslage  zu- 
sammen&Uen. 


Die  Temperatarfläche  der  vollkommenen  Gase  ist  —  wie  in 
§  179  in  Bezug  auf  atmosphärische  Luft  erklärt  wurde  —  eine 
fiberall  stetig  gekrümmte  Fläche.  Die  Temperaturfläche  des 
Wasserdampfes  dagegen  ist  eine  krumme  Fläche  mit  Kanten. 

Bei  abnehmender  Temperatur  geht  der  Wasserdampf  über  in 
den  tropfbar  flüssigen  und  festen  Aggregatzustand.  Diesen  Geber* 
gingen  entsprechen  Aenderungen  in  dem  Krfimmungsgesetze  der 
Temperaturfläche,  welche  demgemSss  als  eine  aus  mehreren  stetig 
gekrümmten  Fiftchengebieten  zusammengesetzte  Fläche  sieh  dar- 
steilen wird. 


56) 


§  207. 
Isothermen  des  WatMrtfaiaplM. 
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Von  dem  Unter«claede  zwischen  den  Dämpfen  nnd  den  Tollkommenen 
Gasen  gewinnt  man  eine  anacbanliche  Vorstellung,  indem  man  sieb  dia  Mdeii 
TemperatnilliclMn  ala  GebiifuberlUebMi  T(Nrttel1t  In  den  bSberen  Kegionen 

werden  die  Fonnen  dieser  beiden  Gebirge  fast  ToIIkommen  übereinstimmen, 
insofom  bei  sehr  hoh.  r  Tomporatur  d.T  WaFserdampf  nahein  wie  ein  voükom- 
meneii  Gas  sich  verhüll.  Weiter  unten  werden  jedoch  erheblich^  Unterschiede 
swiscbeu  den  beiden  Gebirgsformeu  hervortreten,  insofern  bei  deuijeuigen  Gt- 
Urge,  wttlehea  daa  VarhaUen  daa  Waaeen  in  aeioen  dNi  Aggregatsttattaden 
TeranschauHcht.  die  Einförmigkeit  des  stetig  gekrümmten  Gebirgsabbangaa 
durch  scharfkantige  Kinschnitte  und  schr^tT  vor5j'rinjj:ende .  gesinisarlig  fiber- 
hängendo  Ft^hxvnnde  nnt»:>rbrf>fbfMi  i'^t,  ivp]rh'^  der  unteren  Gebirgsreijion  eioen 
wesentlich  Yerandcrien  laiidsctiiiitiicheu  i.iiaraiiter  verleihen.  lu  Folge  dessen 
wild  ancb  Ar  die  am  Gebirgsabhange  entlang^  laufenden  Heriiontalwagt,  walebe 
dia  ^tliariMn  darstellen,  in  den  unteren  Regionen  eine  Ton  den  laotberBMD 
der  ToUbmuDanen  Gaae  erhablieb  abwaieheade- Fonn  dch  «tgaban. 


Wenn  ftbarbititer  Waiserd&mpf  eioe  isotherm i Bebe  Com* 
prwnon  erleidet,  nod  des  Geseti,  nach  welcbem  bei  aUmlhliehem 

Yorrfieken  des  Edbenfl 


gange  des  Dampfes  in  den  gesfittigteD  Zustand  entspridtt,  wird 

die  Linie  eine  Ecke  bilden  (Fig.  590).  Bei  dieser  SteUmg  des 
Kolbeos  beginnt  die  Condeosafciotl,  und  bei  weiterem  Yorrfieken 
desselben  bleibt  der  Druck  p  constant  Dm  fönende  Stück  der 
Isotherme  wird  daher  «ne  der  Abscissen- Achse  parallele  gerade 
Linie  bilden.  Diese  gerade  Linie  MX  erstreckt  sicfa  bis  zu  der- 
jenigen Stelle,  welche  der  Condensation  des  letzten  Dampftheü* 
chens  entspricht.  An  dieser  Stelle  bildet  die  Isotherme  abermals 
eine  Ecke,  insofern  der  Druck  des  Wassers  bei  abnehmendem 
Volumen  ausserordentlich  rasch  zunimmt.  Das  letztfolgeede  Stück 
der  Isoih^-rme  bildet  daher  eine  io  JBexog  auf  die  AhedsMiHAdise 
sehr  steii  ansteigende  Curve. 

Bei  dem  Debeigaoge  ?on  der  Isotherme  7  za  der  Isofterme 


Fig.  MO. 


der  Dmefc  p  mit  dem  Yo» 
liimen  u  sieh  Sndert  (auf 
dieselbe  Welse  wie  firfi« 
her),  durch  tine  Unie 
geometrisch  daigeatelit 
wird,  so  loigt  sich,  dass 
diese  Unie  aofiuKgs  einen 
Ihnllchen  Terianf  nimmt 
wie  bei  atmesphftrischer 


V    Luft  Ab  dei}enigen  Stelle 
Jedoch,  welche  4em  Ueher- 


d  by  Google 


Clapejron-Claasias'scbeB  Gesetz. 


587 


T-^dT  wird  jeder  von  den  beiden  Ec  kpunkten  M  und  N  ein 
Linien-Element  beschreiben,  welches  einer  Kante  der  Ten][(e- 
raturfläche  aagehOri  (Fig.  591).   Analoge  ivaiiteDl)ilr]uDgen  in  der 

Teniperatui  fläche  wer- 
Fig.  ö»l.  den  sicii  an  denjenigen 

Stellen  zeigen ,  welche 
dem    üebergange  aus 
T+dT      \  tropfbar- flüssigen 

in  den  festön  Agpregat- 
zustand  entsprechen. 
Hieraus  ergiebt  sich« 
dass  die  Temperatur- 
Aftche  des  Wassers  in 
sdnea  drd  Aggregat- 
tustinden  niobt  wie 
diejenige  der  ToUkommenen  Gase  durch  eine  allgemeine  Gleidinng 
von  dnfacber  Form  dargestellt  werden  kann.  Eine  solche  Glei- 
chung wird  vielmehr  immer  nur  fDr  ein  mehr  oder  weniger  bo- 
schrftnktes  Gebiet  der  ganzen  Temperatarfliche  sich  «ifttellen 
lassen. 


§  208. 

Der  in  §  184  für  atmosplmrische  Luft  gefundene  Satz,  nach 
^ve^  hem  die  bei  isothermischem  üebercranpe  aus  einer  gegebenen 
Adiabate  in  eine  zweite  gegebene  Adiabate  aufzunehmende  oder 
abzugebende  Warme  -  Quantität  der  absoluten  Temperatur  propor- 
tional ist,  gilt  nach  den  Hypothesen  der  mechanischen  Wärme- 
theorie*) nicht  nur  für  vollkommene  Gase,  sondern  auch  für  be- 
liebige andere  Stoffe  (zweiter  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärme- 
theorie). Man  darf  daher  denselben  an*  h  anwenden  auf  die  im 
vorigen  Paragraphen  erklärten  parallelen  geradlinigen  Isothermen, 
welche  dem  Üebergange  des  Wassers  in  gesättigten  Dampf  ent- 
sprechen. Wenn  mit  Q  die  bei  dem  Üebergange  längs  der  Iso- 
therme T  zuzuführende  Wärme-Quantität  bezeichnet  wird,  und  mit 

Clanains:  .Meehamiebe  Wfinnetheorie'.  2.  Aull.  LBand.  III.  Ab- 
schnitt. 
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688  N«nnter  AbMhBitt.  §208. 

Q  dQ  die  bei  den^  üebergange  längs  der  Isotherme  T  -|-  dT 
zuzuföhreode  Wärme- Quantität,  so  ist  nach  dem  obigen  Satz: 

Das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme -Quantität  ent- 
spricht dem  in  F\fr,  592  schraffirten  horizontalen  Flfirlieastreifen. 
Dean  bei  dem  üebergaoge  vou  C  nach  B  läo^s  der  Linie  GAB 

wurde  die  Wärme -Qaan- 
Fig.  582.  tität  Q  zuzufübren  sein, 


und  bei  dem  Üebergaoge 
von  €  nach  B  längs  der 
Linie  CDB  die  Wiirme- 
Quantität  Q  4-  dQ.  Der 
Unterschied  zwischen  die- 
sen beiden  zuzuführeuden 
Warmc-Quantitäten  kann 
aber  nur  von  der  durch 
jene  schraffirte  Fläche  re- 
präsentirten  Differens  der 
ftmienn  Aibeitan  lierrtb^ 


ren,  da  sowohl  die  AnfirngssustAiide  als  auch  die  EDdsust&ndo  in 
beiden  Fftlleo  fibeniattimineo. 

Wie  aadi  immer  die  Formen  der  beiden  Adiabaten  AC  und 
BD  beeehaffen  sein  mOgen  —  die  in  Fig.  692  schraffirte  Fl&efae 
wird  immer  betrachtet  werden  dürfen  als  ein  nnendlioh  schmaler 
Flftohenstreifen  ?on  der  Länge  m  und  der  anendiich  kleisea  Breite 
dp*  Indem  man  den  Flächeninhalt  desselben  mit  dem  Wärme* 
Aeqnivalente  der  Arbeits-lSnheit  mnltiplicirt,  erhält  man  demnach 
fftr  jene  Wftrme-Qnantität  den  Ansdniok: 

.  2)  dQ^Äzdp, 
Ana  Qleichnng  1)  ergiebt  sieh  flOr  ebendieselbe  Wärme- Quantität 
der  Werth: 

3)  rf<?  =  — jT-' 

und  die  Gleichsetzang  dieser  beiden  Ansdräcke  fährt  sa  der  fol- 
genden Gleiohnng: 

4)  Äzdp=  — 

Diese  Gleichung  wird  man  auch  dann  noch  als  g^ältig  betrachten 
därfen,  wenn  man  sich  die  beiden  Adiabaten  so  weit  auseinander 
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Sferflekt  denkt,  dass  dte  Endpnokte  der  ieothemüsdieii  Strecke  AB 
mit  den  beiden  Eckpunkten  dieser  unteren  Isolhenne  ineammen» 
ftUen,  insofern  die  an  den  beiden  Enden  der  oberen  ^therme 
hierbei  anftretenden  Abweichungen  von  der  geiadlinigen  Form  bin- 

BichtHcb  der  Berechnung 
Fig.  M  des  BebnlOrten  Fliehen- 

Streifens  Aenderuttgen  be- 
dingen werden,  welche  als 
unendlich  kleine  Grossen 
iweiter  Ordnung  nnbe- 
rflcksichtigt  bleiben  dflr- 
fen<Fig.593).  Wenn  man 
demgeroäss  u  statt  z  und 
r  statt  Q  setzt,  so  nimmt 
die  vorige  Gleichung  die 
folgende  Form  an: 

6)   Audp  =  r^' 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  nunmehr  r  die  sogenannte  „Ver- 
dampfungswärme" des  Wassers*),  nämlich  diejenige  Wärme-Quan- 
tität, welche  erforderlich  ist,  um  eine  Wassermasse  von  1  Kil.  Ge- 
wicht bei  der  Temperatur  7'  und  dem  zugehörigen  constanten 
Dnicke  p  vollständig  in  gesättigten  Dampf  von  derselben  Tempe- 
ratur zu  verwandeln,  während  u  die  mit  dieser  Verwandlung  ver* 
bundene  Volumen-Zunahme  bedeutet 

§  209. 


Bei  isothermiscbem  üebetgange  eines  Kilogramms  Wasser  in 
gee&ttigten  Dampf  wird  die  ganze  sugefBbrte  Wftrme»  Quantität  r 
in  mechanische  Arbeit  umgewandelt  Der  conslante  Druck  p  ver- 
ricbtet  bei  der  TolnmenTeigrOBsemng  t»  die  mechanische  Arbeit:  pv. 
Dieser  in  Fig.  594  durch  die  schraffirte  Rechteckfl&che  daigeetellten 
Arbeit  entspricht  ein  Wärme -Aequivalent  von  der  GrOsse:  Apu, 
Von  der  zugeführten  Wftrme-Quaotitftt  r  wir  I  also  der  Theil:  Apu 
in  äussere  Arbeit  umgewandelt,  und  dieser  Theil  wird  die  Süssere 
latente  Wärme  des  Wasserdampfee  genannt**) 

*)  Ciaasius:  ,Meehaaische  Wärroetheorie*.  2.  Aufl.  I.  Baad.  S.  ISO. 
**)  Zenner:  »Gnuidittge  der neahaDiaebeB  Wftnnefhearie*.  9.Aafl.  S.27I. 
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Neonter  Abaehnitt  §  210. 


D«r  aDdeie  Tbdl  der  zugefUirteD  Winne- Quantität  r  wird  in 
innere  Arbelt  nmgewandelt,  iBBOfem  derselbe  dun  Terwendet 
wird:  diejenigen  Widentftnde  sn  fibenrinden,  mit  welken  die 
swischen  den  Waseertheilcben  wiikenden  Anziebongikiifte  einer 

Trennung  derselben  ent- 


gegen wirken.  Diese  in 

innere  Arbeit  umgewan- 
delte WAnne- Quantität, 
welehe  mit  p  bezeichnet 

werden  soll,  nennt  man 
die  i  n  n  e  r e  latente  Wärme 
des  Wasserdampfes.*)  Die- 
'  selbe  luuin  demnach  defi- 
nirt  werden  als  diejenige 
in  Arbeit  umgewandelte  Wärme -Quantität,  welche  ein  Kilogramm 
gesättigten  Wasserdampfes  von  der  Temperatur  T  mehr  enthält 
als  ein  Kilogramm  Wasser  von  der  Temperatur  T.  Die  ganze  Ver- 
dampfungswärme r  ist  gleich  der  Summe  jener  beiden  latenten 
Wärmen  und  hat  die  Grösse: 

r  =  p  -|-  Apu. 

Bei  isothermischer  Rückkehr  in  den  tropfbar  flüssigen  Zustand 
würde  die  Masse  dieselbe  Wärme-Quantität  r  abgeben  und  gleich- 
zeitig die  Wärme- Quantität:  Äpu  in  Form  von  zugeführter  mediat- 
nischer  Arbelt  aufnehmen. 

§210. 

Speciflsche  Wärme  des  gesättigten  Wasserdampfes. 

Für  die  Wärme-Quantität,  welche  einem  Kilogramm  Wasser 
▼on  der  Temperatur  T  zugeführt  werden  muss,  um  dasselbe  toU- 
ständig  in  gesättigten  Dampf  von  der  Temperatur  T-^-dT  zu  ver- 
wandeln, wird  man  verschiedene  Werthe  erhalten  Je  nach  dem 
Wege,  auf  welchem  die  Masse  aus  ihrem  Anfangszustande  in  den 
Endzustand  übergeführt  werden  soll.  Denkt  man  sich  diesen  üeber- 
gang  das  eine  Mal  längs  des  Weges  ABB,  das  andere  Mal  längs 
des  Weges  A('D  stattfindend,  so  eritennt  man:  dass  der  Unter- 
schied zwischen  den  beiden  zuzuführenden  Wärme-Quantitäten  der 
Differenz  der  beiden  äusseren  Arbeiten  entsprechen  wird,  insofern 
die  Anlaugszustände  sowohl  als  die  Endzustände  in  beiden  Fällen 


*j  Zenner:  »Gnudzöge  der  meebuiiMben  Wiimetheorte*.  1.  AnlL  fi.  2f  1. 
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aber^instiiinDen  (Fig.  595).  Dieser  in  Flg.  595  durch  die  sebraffirfee 
Flftehe  dftigestellten  ArbeitsdiifereDz  udp  entspricht  d&s  Wtünne- 
AeqnlvaleDt: 

1)  t  =  Äu  dp. 

Wenn  mit  h  die  speoifieche  Wftrme  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes*)  beieicfanet  wird  für  diejenige  Art  der  Znstands-Aeiide- 
Fig.  595.  "»»t  bei  welcher  der 

Dampf  stets  im  gesfttUg- 
ten  Zustande  bleibt,  so 
ist:  A<ITdieWtomeanan- 
Uttt,  welehe  dem  üeber* 
gange  BD  entspricht  Der 
isothermische  üebeigang 
Ton  A  naeh  B  erfordert 
die  Winneqnantltftt:  r. 
Fflr  die  ganze  längs  des 
Weges  ^B2>  znsnflihrende  Wirme- Quantität  eigiebt  sieh  dem- 
nach der  Weitb: 

2)  Q  =  r-\-hdT. 

Wenn  mit  c  die  specifiscbe  Wärme  des  Wassers  bezeichnet 
wird  fflr  diejenige  spedelle  Art  der  Zostands-Aendening,  bei  wel- 
cher der  Dmck  des  Wassers  stets  dem  Dmcke  des  gesättigten 
Dampfes  von  derselben  Temperatur  gleich  bleibt,  so  ist;  e  4T  die 
dem  Hebergange  ÄC  entsprechende  Wärme -Quantität.  Der  iso- 
thennisehe  Uebergang  von  C  nach  D  erlbrdert  die  Wärme-Qnan- 
tität:  r  +  dr.  Dem  üebergange  längs  des  Weges  ACD  entspricht 
also  die  Wärme-Quantitäl: 

3)  Q-\-9  =  r-^dr-j-edT. 

Aus  den  letzteren  beiden  Gleichungen  ergiebt  sieb  für  die  Diffe- 
renz £  der  VVertü: 

4)  t  =  cdT-^dr  —  hdT. 

Die  Gleichsetzuüg  der  obigen  beiden  tür  e  gefundenen  Ausdrücke 
fthrt  zu  der  Qleichnng: 

6)    A  u  dp  ^cdT-\-dr  —  h  r/7; 

nnd  wenn  man  bierin  fOr  den  auf  der  Unken  Seite  stehenden  Aus- 

d  'V 

druck  den  in  §  208  gefundenen  Werth:         einsetzt,  so  erhält 


Ciausius:  .Mechanische  Wärmetheorie 2.  Anä.  S.  131. 
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Neunter  Abacbuitt.    §  211. 


man  fOr  die  spedfiadie  Winne  des  gesSiügten  WaaMrdampfw  die 
GleiohiiDg: 

6)   h  =  c-\.^-^^ 

§211. 

OHferaiizlalgltkiMmg  dtr  zoiffilhrtoD  Wlrnt. 

* 

Die  geradlinige  isothenDiaehe  Strecke  AB  veranschanliehi 
diejenige  Zustands-Aenderang,  welche  ein  Kilogiamm  Wasser  er- 
leidet, wfthrend  dasselbe  bei  der  Temperatur  T  und  dem  zage- 
hdrigen  constanten  Drucke  p  vollständig  in  gesättigten  Dampf 
Terwindelt  wird  (Pig.  596).   Ein  zwiechen  den  beiden  Endpunkten 

^  dieser  Strecke  liegender 

P  *  Pankt  M  wird  also  irgend 

einen  Zwiscitenzustand 
repräsentiren,  in  welchem 
die  Masse  sich  befindet, 
wenn  ein  Theil  derselben 
vom  Gewichte  r  bereits 
in  Dampf  verwandelt  wor- 
den ist,  während  der  Rest 
von  1  —  X  Kilogrammen 
noch  im  tropfbar  Üussigen  Zustande  sieb  befindet.  Betrachtet  man 
diesen  durch  den  Punkt  M  repräsentirten  Zustand  als  Anfangs- 
zusLand,  so  erkennt  man  ans  obiger  Fis^nr,  dass  dem  Linien- Ele- 
mente eine  --oUlio  Zu>taiid5-AHii  lerung  entsprechen  wird,  bei 
welcher  die  Tempt^ratnr  um  dT  und  ier  zugehörige  Druck  um  dp 
zunimmt,  während  zugleich  ein  Masseniheil  vom  Gewichte  dr  aus 
dem  tropfbar  Ilüssigen  Zustande  in  den  dampfförmigen  Zustand 
übergeht.  Dieser  durch  das  Lmien-Element  MN  dargestellten  Zu- 
ütaiids-Aenderung  entspricht  eine  zuzuführende  Wärme- QuuutiLät 
dQ^  «welche  aus  folgenden  drei  Theilen  sich  zusammeiisetzi. 

Der  erste  Theil  dQ^  wird  dazu  verwendet,  der  Wassermasse 
▼on  1  —  X  Kilogrammen  die  Temperatur- Erhöhung  dT  zu  ertheilen, 
und  dieser  Theil  hat  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Definition  die  GrOese: 

Der  zweite  Theil  dQ^  wird  dasu  verwendet,  der  Dampfmasee 
?on  X  Eilognimmen  die  Tenipenitar*BrhOhung  dT  zu  ertheilen, 
und  hat  die  GrOsee: 
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2)  dQ^=x.h.dT. 

Der  dritte  Theil  dQ^  wird  dazu  verwendet,  die  Wassermasse 
vom  Gewichte  dx  in  gesätti^ton  Dampf  zu  verwandeln,  und  dieser 
Tbeü  liat  nach  §  209  die  Grösse: 

3)  dQ^  =  r  .  dx. 

Die  ganze  Wärme-Quantität  dQ  ist  gleich  der  Summe  dieser 
drei  Tbeile  zu  setzen  und  bat  die  Grösse: 

4)  dQ=r{\—  , )  dT  -f  h  x  dT-^r  dx. 

Wenn  man  hierin  für  h  den  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen 
getundeoen  Werth  einsetzt,  so  erh&U  man  die  Gleichung: 

dT 

6)   äQ^cdT-^-xdr-^rds  —  xr — 

welcher  man  inrich  der  für  das  Differenziiren  eines  Productes  gel-  ' 
tenden  Jä^el)  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

dT 

6)  dQ  =  cdT'\-d{xr)  —  xr'  y  »  oder: 

7)  dQ  =  edT-^Td{'^)' 

Fnr  ein  Gemisch  von  x  Kilogrammen  Dampf  und  m  —  ;r  Kilo- 
grammen Wasser  wfirde  man  auf  dieselbe  Weise  die  folgende 
Gleichung  erhalten: 

8)  dQ^medT-\^Td{f^)- 

§212. 

Zunahme  der  inneren  Wärme. 

Der  Gleichung  6)  des  voripren  Paragraphen  kann  man  mit 
Benutzung  der  Gleichun?  1)  des  §  209  und  der  Gleichung  5)  des 
§  208  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

1)  dQ  =  cdT-{-d[x{g^  Apu}]  —  Axu  dp, 

2)  dQ==cdT-\-d  {xg)  4  A  d  (xp u)  ~  Axu  dp, 

3)  dQ^c  dT     d  (xp)  -i-  Apd(xu). 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  zugeführte  W ärme-i^uantit&t 
sich  zusammensetzt  aus  den  beiden  Theilen: 

4)  dU  =  cdT-\-d(x^)  und 

5)  dL  =  Ap  d  {xu)y 

von  denen  der  letztere  als  die  in  äussere  Arbeit  umgewaiidelte 
W§nDe> Quantität,  und  der  erstere  als  die  von  der  Masse  selbst 
aufgenommene  Wärme-Quantitut  betrachtet  werden  darf. 

Bliler,  Ing«iii«iir>llMbiBik.  3.  Avfl.  38 
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Neunter  Abschnitt. 


§  212. 


fieim  BegiDD«  der  ZustandB-Aenderaog  MN  hatte  nach  Fig.  597 
das  Yolamen  der  ganzen  Masse  die  GrOsse: 

6)  /•  =  5  .TM, 

und  wfibrend  der  Zustands-Aenderung  MN  nimmt  das  Volumen 

zu  um  die  Grösse: 

7)  dr  =  ds-\-d  (xu). 

In  dieser  Gleichung  bedeutet       die  Volamenznnahme,  welche 
dem  Uebergange  Ton  A  nach  C  entsprechen  «rürde,  oder  die- 
jenige Grosse,  um  welche 
Flg.  §97.  das  Volumen  von  1 

Wasser  zunehmen  würde, 
wenn  die  Temperatur  des- 
selben von  T  bis  T dT 
erhöht  wird,  während  «u* 
gleich  der  Druck  in  dem- 
selben Maasse  sich  stei- 
gert, wie  der  Druck  des 
gesättigten  Wasserdam- 
pfes mit  jVner  Tempera- 
lur/unalnne  wachsen  wür<ie.  Die  VemachlässijTung'  dieser  Volumen- 
Aeu  lerunp^  hat  einen  so  geringen  Einfluss  auf  die  ans  obigen  Glei- 
chuTii^en  abzuleitenden  Re?nltüte,  dass  man  ohne  Bedenken  dz  =:  0 
setzen  und  demgemäss  die  Grösse:  p  d  {.ru)  als  die  hei  der  Zu- 
stands-Aenderung  MX  verrichtete  äuf^sere  Arbeit  ansehen  darf. 

Hieraus  folgt,  dasy  die  Grö.-;se  dU  diejenii^e  Warme-Quantität 
darstellt,  welche  von  der  Masse  selbst  auftrenonimen  wird,  und  zom 
Theil  in  innere  Arbeit  umgewandelt,  zum  Theil  auf  Hervorbringung 
der  Temperatur-Erhöhung  »yT  verwendet  wird.  Der  Theil  dT  kann 
also  abkürzungsweise  als  Zunahme  der  inneren  Wärme  bezeichnet 
werden. 

Der  Fehler,  welchen  man  begebt,  iudem  man  der  Grosse  dU 
die  obige  Deutung  giebt,  besteht  darin,  dass  man  die  in  §  210 
definirte  specifische  Wärme  r  verwechselt  mit  der  specifischen 
Wärme  des  Wassers  bei  constantem  Volumen.  Der  Unterschied 
zwischen  diesen  beiden  specifischen  Wärmen  ist  aber  erfahrungs- 
gemäss  so  geringfügig,  dass  man  ohne  Bedenken  dem  Buchstaben 
c  auch  diese  letatere  Bedeutung  beilegen  darf.  In  diesem  Falle 
wttrde  das  Glied:  cdT  in  Gleichung  4)  diejenige  GrDase  darstellen, 
um  welche  die  innere  Wärme  der  Masse  sugenommen  haben  würde, 
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wenn  die  ^anze  Masse  anfangs  im  tropfbar  flüssigen  Zustande  sich 
befunden  hätte.  Da  in  Wirklichkeit  beim  Heginne  der  Ziistands- 
Acnderung  iLV  bereits  .<  Kilogramme  im  damittfuimigeu  Zu-s laude 
sich  befanden,  so  war  die  innere  Wörme  der  Masse  ?chon  anfangs 
um  jc^  grösser,  als  dieselbe  bei  tropfbar  flüssigem  Zustande  der 
ganson  Masse  gewesen  sein  würde.  Bei  der  WärmezuführuDg 
wftohst  dieser  üebersoliuss  um  die  OiOsse  ^/(^p)  —  einestlieib  da- 
durch, dass  der  Factor  «  um  die  Grdase  lU,  aademtheUs  dadurdi, 
dass  der  Factor  p  um  die  Grosse  dg  zunimmt 

§  21:^. 

Erfahrungstormeln  und  Tabellen. 

Wenn  man  wieder:  7' =273-)-/  setzt,  also  mit  t  die  nach 
dem  Celsius'schen  Thermometer  gemessene  Temperatur  bezeichnet, 
so  ^Wt  für  die  speciflsche  Wärme  des  Wassers  (naoh  Begnault)  die 
Gleichung: 

1)  c  =  1 -h  0,000  04  .  A  0,000  000  9  . 
welche  annäherungsweise  sowohl  für  Temperaturänderungen  bei 
constantem  Volumen  als  auch  für  Temperaturänderungen  bei  con- 
stantem  Drucke,  sowie  auch  für  die  in  §  210  behandelte  Zustands- 
änderung  als  gültig  beinchtet  werden  darf,  insofern  der  Unter- 
schied zwischen  diesen  specifischen  Wärmen  des  Wassers  als 
geringfügig  vernachlässigt  werden  darf. 

Da  nach  obiger  Gleichung  die  Grösse  r  mit  steigender  Tem- 
peratur nur  sehr  hingsam  zunimmt,  so  kann  man  bei  solchen  Zu- 
>^tandsiinderungen,  welche  ein  nicht  gar  zu  grosses  Temperatur- 
Intervall  umfassen,  ohne  Bedenken  die  Grösse  c  als  eine  constaute 
Grösse  behandeln,  indem  mau  für  dieselbe  denjenigen  Werth  ein- 
setzt, welcher  nach  obiger  Gleichung  dem  arithmetischen  Mittel 
der  beiden  extremen  Temperaturwerthe  entsprecheii  wurde  — 
ein  Verfahren,  welches  nra  so  mehr  gerechtfertigt  erscheint,  als 
die  mathematisch  genauen  Werthe  der  Grösse  c  ohiiehiu  uube- 
kauQt  sind. 

Die  Verdampfu?igsv?ärme  des  Wassers  ist  nach  Kegnault's  Ver- 
suchen zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

2)    r  =  606,5  —  0,695  .  t  —  0,000  02  .    —  0,000  000  3  .  t\ 
und  die  in  §  209  mit  p  bezeichnete  innere  Utente  Wärme  des 
Wasserdauipfed  nach  Zeuuer  aus  der  Gleichung: 
3)    p  =  öiö,4  — 0,791. 

38* 
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5^6  Neoßter  Abschnitt.  §  218. 

Aus  den  letzteren  beiden  Gleichuugeu  ergeben  äicb  die  in  nacki'- 
folgender  Tabelle*)  zusammeiigestellten  Zahlen wertbe: 


t 

r 

..  .  -  — ..  , 

606,500 

10 

599,548 

t/U  1  ,DO 

20 

692,590 

oo«i,oo 

90    j  586,624 

hh\  Q7 
ilUl|9  t 

40 

578,649 

t%AA  AA 
044,UD 

50 

671,663 

UOU,i  ^ 

60 

664,663 

v«0,14f 

70 

557,649 

SO 

550,61s 

ti  1     1  •/ 

90 

643,569 

100 

536,500~ 

110 

Ö2'J,4Ü9 

400,00 

120 

622,294 

130    '  51M53 

140 

607.986 

_ 

ifij.  Kl 

150 

500J88 

456  70 

160 

493,559 

-  1 

448,80 

170 

486,298 

440,89 

180 

479,002 

432,99 

190 

471,670 

4*j5,08 

200 

464,300 

417,17  ^ 

Für  Tempeiaiuron,  welche  nicht  zu  weit  von  dem  Werther 
t  — 100^  abweichen,  liann  man  (nach  Claiisins)  die  Verdanpftnigs- 
wftnne  annfthernDgeweise  aneb  berechnen  nach  der  einfhcfaeren 
Formel: 

4)  f  =  607—  0,708. <. 

*)  Zcuiicr:  «Gruudzüge  der  mecbanüchen  Wärmethearie*.  2.  Aufl* 
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1 

1 

i 

P 

n—  ^ 

10333 

1 

11 . 760 

—  30 

5,25 

0,000508 

0,386 

—  20   j        12.6  1  0.ÜÜ122 

0,927 

—  10   1       28,7  1  0,00276 

2,093 

0 

62,5 

0.00605  »  4,600 

10   ;  124,6 

0,01206 

9,165 

20 

236,4 

0,02288  1  17,391 

30  428,9 

0,04151 

31,548 

40 

746,5  j  0,07224 

64,906 

60 

1250,5  1  0,1210     1  91,980 

60    j     2023  0,1958 

148,786 

70 

3169     1  0,3067 

233,082 

80  4822 

0,4666     ;  354,62 

90   1  7143 

0,6913 

525,39 

100  10333 

1 

760 

110 

14621 

1,415     "1  1075,37 

120  20275 

1,962 

1491,28 

130   1  27603 

2,671 

2030,28 

140 

36949 

3,576 

2717,63 

150 

48  690 

4,712       1  3581,23 

160  63243 

6,121 

4651,62 

170 

81054 

7,844 

180  102600 

9,929 

7546,39 

190 

128382 

12,42 

9442,70 

200 

158922  15,38 

1 1 688,96 

210 

194767     1 18,85 

14324,80 

220    1 236447     |  22,88 

17390,36 
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Das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes mit  der  Temperatur  sich  ändert,  lässt  sich  durch  eine 
einfache  Gleichung  nicht  darstellen.*)  Man  wird  daher  in  solchen 
Fällen,  wo  für  einen  gftß^ebenen  Werth  von  t  der  zugehörige  Werth 
von  p  bestimmt  werden  soll,  die  vorstehende  (nach  Regnault's  Ver- 
suchen berechnete)  Tabelle  zu  benutzen  haben,  in  welcher  p  den 
Druck  in  Kilogrammen  pro  Quadratmeter,  und  t  die  nach  dem 
Celsius'schen  Thermometer  gemessene  Temperatur  bedeutet.  Die 
Zahlen  der  dritten  VertiGal-Ck>lamne  geben  den  Druck  in  Atmo- 
spliftra  an,  and  die  Zaktoo  der  vierten  Veriical-Colomne  geben  den 
Dmek  in  Millimetern  der  Quecksilbei^Sänle  an. 

Nachdem  Ar  eine  heetiramte  Temperatnr  t  die  Weithe  der 
Grössen:  />,  r,  p  auf  solche  Wdse  gefonden  sind,  kann  nach  der 
Gleichung  1)  des  §  209  nunmehr  auch  die  Grösse  u  für  jede  ge- 
gebene Temperatur  berechnet  werden. 

§  214. 

Die  am  Schiasse  des  §  211  für  dQ  gefondene  Gl^chnng  7) 
nimmt,  wenn  dieselbe  auf  beiden  Seiten  durch  T  dividirt  wird,  die 
folgende  Form  an: 

Der  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Quotient  kann 
(nach  §  183)  als  DiiTerenrial  der  Entropie  wie  frfiher  gleich  dd 

*)  Annäherung  weise  las8t  sich  die  Beziehung  zwischen  Druck  und  Tem- 

perator  des  gesättigten  Wasserdampfes  nach  Rank  Ine  dtntelten  durch  die 

enpiiiaehe  Fbnnel: 

i           1         ü.^'»^     1517'«  122516 
»  logp  =  8,M77  ^  . 

in  welcher  .log*  den  Brigg'acheu  Logarithmus  bedeutet;  nach  Magnus  datch 
die  ompifiiebe  Formel: 

5=4,52:. .  ](}■"  "'*, 
in  welcher  5  den  Druck  in  Millimetern  der  Quecksilbersäule  ausgedrückt  be- 
deutet; Bich  Zeaner  dnreh  die  empirieeh«  Femel: 

T= 885.24 .  -f  87,774  .  h"  -*  , 

in  welcher  n  die  Zahl  der  Atmosphfir-^n  bedeutet.  Die  Btziehunp^  zwischen 
Drack  und  Volumen  lässt  sich  nach  Zeoner  ausdrücken  durch  die  Formel: 

„  .  p'.o«*«  =  1,7049. 

ans  «deher  ftlr  das  Gewleht  efnee  CubilciDetera  der  folgende  Worth  dob  ergiebt: 

Y  =      =  0,6058  .  . 
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gesetzt  w'Tden.  und  An  der  Factor  c  annÄherungsweiBe  als  eine 
constante  Grösse  behanuelt  werden  darf,  so  ist: 

2)  d«  =  rf(cigr+^^^)- 

Indem  man  diese  Gleichung  integriii,  erhält  man  für  die  Kutropie 
zunächst  den  folgenden  Ausdruck: 

3)  (g«clgr+  '^'^ -hCoüSt 

Wenn  mit  derjenige  Werth  von  ^  bezeichnet  wird,  welcher  den 
Werthen;  x  =  0  und  r=  273«  (oder  t  =^  U)  entspricht,  so  ist; 

4)  (5,      rlg273      0  -1  Const. 

Hierin  bedeutet  lS„  die  Eutropie,  welche  1  Kil.  Wasser  bei  der  Tem- 
peratur von  Null  Grad  (Celsius)  besitzt,  walirend  @  die  Entropie 
bedeutet,  weiche  ein  Gemisch  von  x  Kilogrammen  gesättigten 
Dampfes  und  1  —  x  Kil.  Wasser  bei  der  absoluten  Temperatur  T 
besitzt    Die  Differenz: 

5)  (g  ~     r-.  E 

bedeutet  also  diejenif^e  Grösse,  um  welche  die  Kntropie  der  Ma??sR 
zunimmt,  während  dieselbe  aus  dem  ersteren  iu  den  letzteren  Zu- 
stand übergeführt  wird,  und  hat  deu  Werth: 

Betrachtet  man  Jenen  enteren  Zustand  —  denjenigen  nämlich,  bei 
welchem  die  ganze  Masse  noch  tropfbar  flässig  war  und  die  Tem- 
peratur von  Null  Grad  (Celsius)  hatte  —  als  den  ein  ffir  alle  Mal 
gP(Tehp!ien  Anfangsznstand,  so  kann  man  abkürziingsweise  den  Aus- 
druck „Entropie"  auch  für  die  oben  mit  E  bezeichnete  Grösse  '^e- 
hrauchnn.  Hiernach  erhält  man  für  die  Entropie,  welrb^  l  Kilo- 
gramm gesättigten  Wasserdampfes  von  der  absoluten  Temperatur  T 
besitzt,  indem  man  x—l  setzt,  den  Werth: 

7)  £-cl?(J3)+j,. 

Um  nach  dieser  Gleichung  die  Entropie  eines  Kilogramms  ge- 
sättigten Waeserdampfes  von  atmosphärischem  Drucke  zu  berech- 
nen, bat  man:  T~  373  (oder  t  =  100)  zu  setzen  und  für  die  Grösse 
e  denjenigen  Werth  tu  wählen,  welcher  der  mittleren  Temperatur 
des  zwischen  den  Grenzen  Null  und  hundert  Grad  (Celsius)  liegen- 
den Temperatur-Intervalls,  nämlich  dem  Werthe:  <  =  50  entspricht. 
Nach  Gleichung  1)  des  Torigen  Paragraphen  entspricht  dieser  mit^ 
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leren  Temperatur  der  Werth:  c  —  1,004,  und  nach  Substitution 
desselben  erhält  man  mit  Benutzung  der  Tabelle  des  vorigen  Para- 
graphen für  die  Entropie  den  Werth: 

8)  Ä=1.0(M.lg(^;^)  +  ^  =  l,76J. 

Dem  Drucke  von  14  Atmosphären  entsprechen  die  Werthe: 
<=  195,53  (oder  T  =  468,53)  und:  f  =»467,6.  Indem  man: 
c=  1,013  setzt  (entsprechend  der  Mitteltemperatur:  t  =  97,8),  er- 
hält man  für  die  Entropie,  welche  1  KU.  gesfttügten  Wasserdampfes 
bei  diesem  Drucke  beaitat,  den  Werth: 

9)  ^=1.013..g(-ii«f) +  -^5^1-=  1.45. 

Hieraus  ergiebl  sieh  das  bemerkenswerthe  Besultat:  dass  die  En- 
tropie des  gesftttigten  Wasserdampfes  mit  steigender  Temperatar 
abnimmt,  daas  also  eine  Temperatur- Zun  ahme  mit  Wärme- 
Entziehnog  und  eine  Temperatur-Abnahme  mit  Wirme-Zu- 
fuhr nng  verbunden  ist. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  oben  erhftlt  man  nach  Gleichung  7)  die 
in  der  nachlblgenden  Tabelle  zusanunengestellten  Zahlenwerthe: 


p 

10  333  ~" 

t 

r 

E 

~  0,00605 

0 

606,5 

2,222 

0,1 

46,21 

574,3 

1,956 

0,5 

81,71 

549,4 

1,812 

1 

100.00 

536,5 

1,752 

2 

riu,  00 

521.9 

1,694 

3 

133,91 

512,4 

r,661 

4 

144,00 

505,1 

1,638 

5 

162,22 

499,2 

1,621 

6 

159,22 

494,1 

1,607 

7 

165,34 

489,7 

1,596 

8 

170,81 

485,7 

1,586 

9 

175,77 

482,1 

1,577 

10 

180,31 

~478\8~ 

1,569 

11 

184,50 

475,7 

1,562 

12 

188,41 

472,8 

1,556 

13 

192,08 

470,1 

1,551 

1* 

190,53 

467,6 

l,ö4ö 

uiyu.^L^o  Ly  Google 


Enftxopie  eines  GemiiclMi  ton  Ihmpt  und  Wniiw. 


601 


Die  erste  Vertical-Columne  dipser  Tabelle  p^iebt  die  Werthe 
des  Druckes  in  Atmosphären  an,  und  die  vierte  giebt  an:  um  wie 
viel  die  Entropia  eines  Kilogrammes  gesätlig^ten  VVasserdampfes 
von  diesem  Drucke  i^rös^t  r  ist  als  die  Entropie  emes  Kilogrammes 
Wasser  von  der  Temperatur  Null  Grad  (Ceiaiusj. 

§  215. 

Eilropit  eliiie  fieiiiidiee  «m  Duipf  wU  WMier, 

Die  EatFopie  «ner  MisebaDg  von  s  Kit.  Dampf  nnd  1  —  s  Eil. 
Wasm  hat  nach  der  Gleichnsg  6)  des  Torigen  ParagrapheD  die 
Grosse: 

Dieselbe  setrt  sieh  zosammeo  am  zwei  Tbeilen,  von  denen  der 
entere: 

die  Entropie  eines  Küogramins  Wasser  von  der  Temperatur  T  dar- 
stellt (oder  denjenigen  Werth  von  welcher  tOx  x^O  rieh  er- 
geben  würde),  wfthrend  der  andere: 

die  Grösse  angiebt,  welche  zu  der  vorigen  noch  hinzukommt,  wenn 
der  Theil  x  auf  isothermischena  Wege  in  dampftormigen  Zustand 
überoreht.  Hierum  Ii  kann  die  Entropie  der  Mischung  bei  gegebenem 
Werthe  von  x  mit  Hülfe  der  umstehenden  Tabelle *j  berechnet 
werden,  in  welcher  ausserdem  noch  die  Werthe  von  p,  sowie  auch 
die  bei  der  Berechnung  des  Volumens  zu  benutzenden  Werthe  der 
am  Schlüsse  des  §  208  definirten  Grösse  „u"  angegeben  sind. 

Bei  dem  Drucke  von  10  Atmosphiren  hat  nadi  dieser  Tabelle 
die  Entropie  eines  Gemndies  von  x  Eil.  Dampf  und  1  —  x  Eil. 
Wasser  die  Grösse: 

4)    £  =  0,5131  -f  1,0562.  ar. 
Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  die  Grössen  x  und  E  die 
nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlen  werthe: 

«  =  0        0,1      0,2      0,3      0,4      0.5      0.6      0,7      0,8     0.9  1 
.V»  0,518  0.eie  0,784  O,8S0  0.986  1,011  1,147  1,253  1,858  1,464  l,fi«9. 
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:  1 

10333'-'*.      *     !  ^ 
1 

♦  r 
T 

u       '  p 

0,00605 

0 

0 

2,2216 

210,66 

676,40 

0.1 

46,21 

0,1566 

1,7992 

14,55 

538,85 

0,6 

81,71 

0.2627 

1,5489 

3,171 

510,77 

I 

100,00 

0,3136 

1,4383 

1,660 

496,30 

2 

120,60 

0,3682 

1,;V259 

0,8588 

480,00 

-  . .  —  - 
3 

133,91 

0,4021 

-  —  —    1  1  , 

1,2591 

0,6864 

469,48 

4 

144,00 

0,4271 

1,2113 

0,4474 

461,50 

5 

152,22 

ü,4471 

1,1740 

0,3626 

454,99 

6 

159/22 

0,4639 

1,1432 

0,3054 

449,46 

7 

165,34 

0,4784 

1.1171  0,2642 

444,62 

8 

170,81 

0,4912 

1,0944  0,2329 

9 

440,29 

9 

176,77 

0,6027 

1,0742  0,2086 

436,37 

10 

180,31 

0,5131 

1,0562  ,  0,1887 

432,77 

11 

184,50 

0,5227 

1,0398  1  0,1725 

429,46 

12 

188,41 

0,5316 

1,0248 

0,1689 

426,37 

13 

192,08 

0,5398 

1.0109 
0,9980 

0,1473 

423,46 

14 

195,53 

0,5475 

0,1373  .  420,74 

Auf  dieselbe  Weise  erhftlt  man  für  die  Entropie  des  Gemisches 
bei  dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  die  0leiehung: 

6)   ^«=0,3136  4^  l,4383.ar, 
aus  welcher  fQr  die  Grossen  x  und  E  die  oachfolgeiid  susBmmeii'» 
gesteilten  Zahlenwerthe  steh  ergeben: 

9^0       0,t      0,8     0.8     0,4      0,5     0,6      0.7      0,S     0,9  1 
Ä=  0,314  0,-157  0,601   0,745  0.889  t,03S  1,177  1.320  1,464  1,608  1,752. 

Die  letzteren  beiden  Tabellen  zeigen:  dass  z.  B.  bei  dem 
Drucke  vo?i  10  Atmosphären  ein  Gemisch  von  0,9  Kil.  Dampf  und 
0,1  Kil.  Waaser  dieselbe  Entropia  4r.4)  besitzt  wie  bei 

dem  Drucke  von  1  Atraospliilre  eii)  Gemisch  von  0,8  Kil.  Dampf 
und  0,2  Kil.  Wasser.   Man  erkennt  hieraus,  dass  der  üebergaog 
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ans  jenem  ersterpn  in  diesen  letzteren  Zustand  mit  einer  partiellen 
Condensation  verbunden  sein  würde,  insofern  bei  dieser  Zustands- 
änderung  ein  Masaentlieil  von  0,1  Kil.  Gewicht  aus  dem  dampf- 
förmigen in  den  tropfbar  flüssigen  Zustand  übergeht.  Eine  solche 
ZustandsÄnderung,  bei  welcher  dem  Endzustande  und  dem  Anfangs- 
zustande gleiche  Werthe  der  Entropie  entsprechen,  winl  z.  B.  dann 
stattfinden,  wenn  die  Masse  langsam  sich  aiisJehnt  und  bei  dieser 
Ausdehnung  weder  Wärme  aufnimmt  noch  Wärme  abgiebt. 

Das  Volumen  des  Gemisches  kann  man  mit  Benutzung  der 
Tabelle  berechnen  ans  der  Gleichung: 

6")    V  =  c  -\-  XU, 

in  welcher:  0,001  das  Volumen  von  1  Kil.  Wasser,  und  u  die 
bei  der  Verdampfnncj  eintretende  VoUimen- Vergrösserun^  bedeutet. 

Hiernach  hatte  bei  dem  Dnicke  von  10  Atmosphären  das  Ge- 
misch Yon  0,9  Kil.  Dampf  und  0,1  Kil.  Wasser  das  Volumen: 

7)   «;=^0,001  -1-0,9.0,1887  =  0,1708  Cabikmeter. 

Bei  dem  nacbberigeD  Dnieke  von  1  Atmospbftre  bat  das  Qemlseb 
TOD  0,8  Kil.  Dampf  und  0,2  Eil.  Waaser  das  VolnmeD: 

.  8)  1»  =  0,001  -f  0,8 . 1,65  =  1,32  Cnbikmeter. 

Mit  der  oben  angenommenen  Zustandsänderung  wflrde  also  eine 
Ausdehnung  auf  das  7,73- fache  des  ursprünglichen  Volumens  ver- 
bunden sein. 

§  216. 
CurvM  cemlmlir  Enlropie* 

Naeh  der  im  Torigen  Faragraphen  eiDgefBhrten  BeseicbiMiDgs* 
weise  kann  mao  dem  Ansdrneke  für  die  Entropie  des  (Gemisches 
Ton  X  KU.  Dampf  und  1 — x  KU.  Wasser  aneb  die  folgende  Form 
geben: 

1)  i?  =  T-hS. 

Für  die  Curve  constanter  Entropie  (Isentrope  oder  Adiabate)  er- 
giebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 

2)  T  -f- 1  ~  CoDst:, 

in  welcher  die  Constante  aus  dem  gegebenen  Anfaogszustaude  be- 
rechnet werden  kann. 

Wenn  der  den  Anfangszii«5iand  repräsentirende  Pnnkt  in  der 
Isotherme  T^  gegeben  ist  (Fig.  598),  so  kann  man  die  Lage  des 
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Durchschniktspunktes  ü/g,  in  welchem  irgend  eine  gegebene  zweite 
Isotherme  von  der  Adiabate  jenes  Anfangspunktes  geschnitten 
wird,  berechnen  mittelst  der  Gleichung: 

Für  den  adiabAtischen  XJebergang  aas  der  Isotherme  des 
Druckes  ?on  10  Atmospbflren  in  die  Isotherme  des  Druckes  von 

1  Atmosphäre  erhält 
FiiT-  man  hiernach  mit  Be- 

nutzung der  Tabelle 
des  vorigen  Paragra* 
phen  die  Gleicbiing:: 

4)0,5131-f  l,0öG2,x, 
=s0,3136-i-l,438a.jr„ 

ond  findet,  indem  man 
dieselbe  für  die  Grosse 
anflOsti  den  folgen- 
den Werth: 
5)  ar,r=:  0,1388 

0,7343  .  . 

Wenn  man  x^^x^  setst;  so  erhAH  man  ans  dieser  Gleichung  for 
Xi  den  Werth: 

6)  a:,  =0,522, 

und  dieselbe  zeigt,  dass  mit  dem  üebergange  von  3/,  nach 
bei  dem  hier  angeuommenea  Falle  eine  Verdampfung  oder  eine 
Condensation  verbunden  sein  wird,  jenachdem  .Tj  kleiner  oder 
grösser  als  0,522  war;  denn  im  erstereu  Falle  wird     >  xj,  im 
letzteren  wird  .i\  -<  • 

Für  die  beiden  Volumina  erhält  man  nach  der  am  Schlosse 
des  vorigen  Paragraphen  erklärten  Methode  die  Gleichungen: 

7)  =0,001  -f  0,1887 

8)  =0,001  +  1,65. 

Der  lekiteren  kann  man  mit  Benntsnng  des  oben  ihr  x^  gefundenen 
Werthes  auch  die  folgende  Form  geben: 

9)  =  0,22986  +  1,2116.^,. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sicli  für  den  hier  angenommenen 
Fall  die  in  der  nachstehenden  Tabelle  siusammeogesteliten  Zahlen- 
werLhe: 
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r—  

i 

1 

'  0  - 

0,139 

0,00 1 

0,230 

230 

0,1 

0,212 

0,0199 

0,351 

17,66 

0,2 

0,286 

0,0387" 

0,472 

12,11 

! 

0,359 

0,0576 

0,593 

10,30 

0,4 

0,432 

0,0765 

0,714 

9,34 

0,5 

0,506 

0,0954 

0,836 

8,76 

0,6 

0,679 

0,U42 

0,957 

^  8,38 

:  0,7 

0,653 

0,1331 

1,078 

8,10 

'  0,8 

0,726 

0,1520 

1,199 

7,89 

0,9 

0,800 

0,1708 

1,320 

7,73 

0,873 

0,1897 

1,441 

7,60 

Mit  BenaUung  des  auf  solche  Weise  für  gefandenen  Warthes 
kann  man  nniuDehr  in  Fig.  598  die  Lage  des  Darclmittspanktea 

bestimmen,  in  welchem  die  gegebene  Isotherme  tod  der 
Adiabate  geschnitten  wird,  und  durch  Wiederholung  des  obigen 
VerfiibreDa  in  Bezug  auf  eine  dritte,  vierte  .  .  .  Isotherme  würde 
man  alsdann  die  ConstracUon  der  Adiabate  weiter  fortsetzen  können. 

Bei  Ausführung  dieser  Rechnung  würde  man  z.  B.  für  den 
Dorchschnittspunkt  der  Adiabate  mit  der  Isotherme  des  Druokea 
von  5  Atmosphären  die  Gleichungen  finden: 

10)  =  0,05622  + 0,9.. ri, 

11)  =-0,0214-1-  0,3263.2-1, 

und  für  den  Durchschnittspiinkt  mit  der  Isotherme  des  Druckes  von 
2  Atmosphären  würde  man  die  folgenden  Gleichungen  erhalten: 

12)  X  =  0,1093     0,7965  .  x^, 

13)  V  ^  0,09487  +  0,684  .  x,. 

Wenn  also  mit  n  der  Druck  in  Atmosphären  bezeichnet  wird, 
so  ergeben  sich  für  den  Fall,  dass  anfangs  die  ganze  Masse  im 
tropfbar  flüs^iiren  Zustande  sich  befand,  die  nachfolgenden  au- 
sammengehöngen  Zahlen wertbe: 

ft=    10         5  2  1 

9  »0,001     0,02  U     0,09487  0,230, 
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und  für  den  Fall.  da.ss  anfangs  die  ganze  Ala-^c  hu  dampf- 
förmigen  Zustande  sich  befand,  würde  man  die  folgenden  Werthe 
erhalten: 

n=    10  6  2  1 

0,IH97  0,3477  0.77H^J  1,441. 
Die  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Gleichungen  und  Ta- 
bellen würde  man  selbstverständlich  auch  benutzen  können,  um 
das  Verhalten  eines  Gemisches  von  Wasser  und  Dauipf  bei  adia- 
batischer Compression  zu  bestimmen.  So  z.  B.  zeigt  die  oben 
für  die  Grössen  und  berechnete  Tabelle:  dass  m  einem  Ge- 
mische von  0,873  Kil.  Dam}»f  und  0,127  Kil.  Wasser  die  ganze  ur- 
tipruuglich  vorhanden  gewesene  Wassermasse  verdainpfen  würde, 
wenn  bei  adiabatischer  Compression  der  Druck  von  1  Atmo- 
sphäre bis  zu  10  Atmosphären  gesteigert  wird  —  ferner:  dass  in 
einem  Genjische  von  0,13ü  Kil.  Dampf  und  0,861  Kil.  Wasser  unter 
gleichen  Umständen  die  ganze  ursprünglich  vorhanden  gewesene 
Dampfmasse  in  den  tropfbar  flüssigen  Zustand  übergehen  würde. 


Fig.  59». 


mg,  eoo 


'-^17. 

Adiabali»che  Arbeit  des  gesättigten  Wasserciampies. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  behandelte  Zustand3*>AeDdenuig 
kann  man  sieb  durch  die  beiden  l^lgaren  599  uod  600  veranschau- 
lichen, von  denen  die  erstere  den 
Anfangszustaod  und  die  letztere 
den  Endzustand  darstellt  Der  Vor- 
aussetzang  oacb  sollte  der  Ueber- 
gang  aus  dem  ersteren  in  den  letz- 
teren Zustand  ohne  Wärmezufüh- 
rurg  stattfinden;  folglich  ist  es  ein 
Theil  tler  inneren  Wärme,  welcher 
bei  der  Ausdehnung,  in  mecha- 
nische Arbeit  timgewandelt,  dazu 
verwendet  wird,  den  Kolben  zurück- 
zudrängen uiid  den  Susseren  Gegendruck  —  welcher  stets  gleich 
dem  inneren  Drucke  vorausgesetzt  wird  —  dabei  als  Widerstand 
zu  überwinden.  Um  die  Grösse  dieser  (in  V'u^wr  598  durch  die 
schraffirte  Flache  dargestellten)  Arbeit  zu  berechnen,  hat  man 
derunarh  zunächst  den  bei  der  Ausdehnung  stattfindenden  Verlust 
an  innerer  Wärme  zu  bestimmen,  und  diese  Wärjne-Quantitat 


1  [ 

I 
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nachher  mit  dem  mechaDiechen  AequiTalente  der  Wflrme- Einheit 
za  multiplicireo. 

Pfir  die  AeoderoDg  der  inneren  Wftrme  eines  Gemieehee  von 
Dampf  nnd  Wasser  wurde  in  §  212  (Oleiebung  4)  der  folgende 
Attsdruek  gefunden: 

1)  dU^cdT-^dixg). 

Indem  man  diese  Gleichunj;  intosfiirt,  erhalt  man  fttr  den  ganzen 
hri  ubiger  Zustands  -  Aenderung  eintretenden  Verlust  an  innerer 
Wärme  die  Gleichung: 

2)  ü,-U,  =  cCJ\-~T,)-\-x,^,~-T,g,, 

in  welcher  statt  -  T.  auch  ^,  gesetzt  werden  kann.  Für 
die  gesuchte  adiabatiscbe  Arbeit  ergiebt  sich  hiemach  der  Werth: 

3)  «'^  \  ^t)4-^lPl-^s^}• 
Den  Drücken  von  10  Atmosphären  und  1  Atmosphäre  ent- 
sprechen resp.  die  Temperaturen  fj=  180^31  und  =  100^  Nach 
§213  (Qleichung  3)  entsprechen  diesen  beiden  Temperaturen  die 
Werthe:  pj  =  432 J 75  und  =  496,3.  Für  den  Uebergang  aus  der 
eceteren  in  die  letztere  Temperatur  Innn:  c  =  1,023  geeeftzt  werden 

(entsprechend  nach  ^  213,  Gleichnng  1,  der  Hitteltemperatnr: -^-^-^ 

=  140%  Hiernach  ergiebt  sich  für  die  bei  di-^^em  Üebezgange  in 
äussere  Arbeit  umgewandelte  innere  Wärme  der  Werth: 

4)         ir,  =  1,023(180,31— iOO)+ 432,776  .  «j— 496,3 . 

Wenn  man  hierin  fSr  den  bereite  im  vorigen  Paragraphen  (Glei- 
chung 5)  fttr  diesen  FUl  berechneten  Werth  einsetati  so  nimmt  diese 
Gleichung  die  folgende  Form  an: 

5)  V,  —      =13,33  4-  68,34.0:,. 

Für  den  Füll,  daa^  auUngs  die  ganze  Masse  im  truj  lljar  üiis- 
sigeu  Zustande  sich  befand,  würde  hierin  a-,  —  0  zu  setzen  sein. 
Hieraus  folgt,  dass  1  Kil.  Wasser  von  seiner  inneren  Wärme:  13,33 
Wärme- Einheiten  abgiebt,  wenn  diese  Wassermasse  (bei  partieller 
Verdampfung)  aus  der  Isotherme  des  Druckes  von  10  Atmosphären 
in  die  botherme  des  Druckes  von  1  Atmosphäre  fibergeht.  Die 
auf  den  Eoiben  Qbertragoie  Arbeit  hat  also  in  diesem  Falle  die 
Qrflase: 

6)  9( »  424 . 1 3,33  ^  6652  Keterkilogramm. 

Für  den  Fall,  dass  anfangs  die  ganze  Masse  im  dampfförmigen 
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Zustande  siob  belknd,  wdrde:  x,  =  1  zu  setzen  sein.  Sin  Kilo- 
gramm Dnmpf  wfirde  also  unter  gleichen  ümsttnden  (bei  partieller 
Oondensatlofl):  81,67  W&rme-Sbibeiten  oder:  34628  Meterkilo- 
gramm entwickeln. 

$  218. 

ErwIrNiinfi  btl  comlaiiteiii  Vttameii. 

Das  Volumen  eines  Gemisches  von  x  KU.  Danjpf  und  1 — x  Kil. 
Wasser  bat  nach  §  210  (GleicbiiDg  6)  die  Grösse: 

1)  V  =  C -\- XU. 

Dil  die  Grösse  0  annäherungsweise  als  eine  coustante  Grösse  be- 
handelt werden  darf,  so  erc^iebt  sich  hieraiH  für  die  ünveränder- 
licbkeit  des  Volumens  die  Bedingungegleiciiuug: 

2)  d{xu)  =  0, 

und  die  in  §  212  gefundene  Differenzialgleicbung  3)  nimmt  nach 
Subatitation  dieses  Werthes  die  folgende  Form  an: 

3)  dQ  ^  cdT  ^  d{x^). 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhfllt  man  für  die  znm  Herror- 
briogen  der  Temperatur-ErhOhnng:  T«  —  erfbrderliche  Wftnne- 
Quantität  den  Werth: 

Da  nach  Gleichnng  2)  die  QrOsse  des  Prodnetes  xii  bei  der  Ep- 
wiimnng  unTerftndert  bleibt,  so  ist: 

b)   x^Uy  ^XfU^ 

zu  setzen,  und  mit  Benutzung  des  hieraus  für  die  Grösse  au 
entnehmenden  Werthes  kann  man  der  Torhergehenden  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

Nach  §213  und  §215  eutspreilM  ii  Jeiii  Drucke  von  i  Atmo- 
sphäre die  Werthe:  =  100,  pj=4y6,3,  «j  —  1,65,  und  dem 
Drucke  von  2  Atmosphiireu  die  Werthe:  =  120,6,  p,  =  480, 
=  0,8588.  lodern  man:  c=  1,0153  setzt  (entsprechend  der 
Mitteltemperatur  von  110,3  Grad),  erhält  man  hiernach  für  die 
Waruie-Qiiantit.it,  welche .  erforderlich  ist,  um  ein  Gemisch  von 
0,1  Kil.  Dai)i|'t  und  ()/,»  Kil.  Wasser  bei  constuiitem  Volumen  bo- 
weit  zu  erwürmtii,  dass  der  Druck  von  i  Atmosphäre  bis  2  Atmo- 
sphären zunimmt,  den  Werth: 
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1)         1,0163  (120.6  -  100)  +  0,1 . 165  - 

~  63,5  Wärrae-Einheiten. 
Aus  Gleichung  6)  ergiebt  sich  für  diesen  Fall  der  Werth:  a-,=0,192. 
Bei  der  Erwärmung  werden  a1?o:  0,092  Kil.  Wasser  in  Dampf  ver- 
wandelt. Um  das  Gemisch  aus  dem  letzteren  Zustande  in  den  örste- 
ren  wieder  zurückzuführen,  würde  man  demselben  G3,5  Wärme- 
Einheiten  zu  eutziehen  haben.  Das  unverändert  bleibende  Volumen 
hat  nach  Gleichung  1)  die  Grösse: 

8)  v  =  0,001  -f-  0,1 .  1,65  =  0,166  Cubikmeter. 

Dm  denjenigen  Grenzwerth  zu  finden,  welchen  der  Druck  in 
dem  Aagenblicke  emtcht,  wo  bei  fortgesetzter  Erwärmung  die 
ganze  ursprünglich  vorhanden  gew^ene  Wassermasie  Ton  0,9  Kil. 
in  Dampf  übergegangen  ist,  hat  man  vi  setseii  imd  «rbftlt 

nach  GleichoDg  5)  den  Werth: 

9)  fit  =       =  0,1 . 1,65  «  0,166, 

weldiem  nach  der  Tabelle  des  §  216  ein  Dmdc  von  11,6  iltmo> 
Bphiren  eniepricht  Um  das  msprflnglieli  gegebene  Gemisch  ganz 
in  geolt^gten  Dampf  von  diesem  Dmeke  zu  verwandeln,  wfirde 
man  demselben  466  Winne-Binlititen  znffihren  mfissen,  nnd  eben 
so  gross  ist  die  Winne-Qaaniität,  welebe  1  Kilogramm  gesättigten 
Dampfes  von  11,5  Atmosphären  Drack  abgiebt,  wenn  dasselbe  bei 
oonstantem  Volnmen  bis  anf  100*  (Celsius)  abgekühlt  wird,  wobei 
0,9  Kil.  in  den  tropfbar  flüssigen  Znstand  fibergehen  nnd  der  Dmek 
bis  anf  1  Atmosphire  sinken  wfirde. 

§  219. 

Atttdtbniuig  bei  plStzKclMr  Drucky«rniiid«niiig. 

Wenn  der  Ton  aussen  gegen  den  Kolben  wirkende  Dmefc 
plötslioh  Ton  j»,  bis  I»  abnimmt  nnd  wflhinnd  des  alsdann  ein- 
tretenden beschleunigten  Zarückweichens  des  Kolbens  die  oonstante 
Grosse  p  beibehält,  so  wird  die  meehanisohe  Arbeit: 

1)  Ä==_p(e,,  — 

auf  den  Kolben  übertragen,  während  das  Volumen  von  bis  t?» 
sonimmt  Mit  Benutzung  der  Gleichung  6)  des  §  215  kann  man 
dem  obigen  Ansdmeke  anoh  Ae  folgende  Form  geben: 

2)  a=;?Cfl:,M,  — iCj«,). 

Bitter,  iDgoilMBwIlMlManL  S.  Aafl.  39 
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Dieser  in  Fig.  601  durch  die  schraffirte  ßechteckfläche  dargestellten 
Arbeit  entspricht  ein  Verlust  an  innerer  Wärme  von  der  Grosse: 

Indeni  man  hierin  für  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Grösse 
den  in  §  217  (Gleichung  2)  gafondaiien  Ausdruck  einsetct,  erh&lt 
man  die  GleichuDg: 

in  welcher  Vg  die  bei  nachher  eingetretenem  Ruhezustände  erreichte 
Endtemperatur  bedeutet.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  das 
jüampfgewiciit      der  Werth: 

Der  nachherigen  Tem- 


Fig.  601. 


»1 


-F 


peratur      entspricht  ein 

Gleichgewichtsdruck 

welcher  im  Allgemeinen 
verschieden  sein  wird 
von  dem  vorherigen  oon- 
stanten  Ge£rendnicVp  p. 
Denkt  man  sich  die  Vo- 
lumen-Vergrösserung  ge- 
rade so  weit  fortgesetzt, 
dass  p^—p  wird,  so  pr- 
giebt  sich  für  diesen  q  e- 
ciellen  Fall  die  Gleichung: 


6)  — <«)  +  J?i(pi+^At<i) 

Wenn  z.  B.  der  Anfangsdruck  10  Atmosphären  betrug,  und 
der  äussere  Druck  plötzlich  bis  auf  1  Atmosphäre  abnahm,  so 
wurde:     ^180,31,  ^8=100,  c:^  1,023,  p,:=431,775,  pg=496,3, 


0,1887,         1,65,  ;)g=  10333  su  aetmn  sein,  und 


hält  für  diesen  Fall  die  Gleiohung: 

7)  «,  =  0,1632 +  0,8102. äPi. 

Fdr  die  buden  Yolumioa  ergebfln  sich  nunmebr  na«h  den  0kl- 
ckungen  7)  und  8)  des  §  216  die  Wertlie: 

8)  =0,001  -f- 0,1887 

9)  I?,  =  0,254  4-  l,34ö.a:j. 
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Hiernach  würde  man  z.  B.  die  oachfolgondeii  zusammengehörigen 
Zahlen werthe  erhalten: 

Xi=^0  0,1  0,5  0,Rt>9  1 

4«,  =  0,153  0,236  0,661  0,829  0,968 

t>jc=  0,001  0,01987  0,09535  0,1574  0,1897 

» 0,264  0,3885  0,9266  1,116  1,699. 

Diese  Tabelle  Migt:  dase  eine  Verdampfung  eintritt,  wenn 
kleiner  als  0,829  war;  eine  Condeneation  dagegen,  wenn 
Xi  grösser  als  0,829  war. 

Denkt  man  sieh  einen  Dampfkessel  ganx  mit  Wasser  gelUlt, 
dessen  Temperatur  (dem  Dmeke  Ton  10  Atmoephben  entsprechend) 
180^31  Ceisins  betrflgt,  so  eigiebt  sich  aus  obiger  Tabelle,  dass 
bei  dem  Ausströmen  des  Wassers  in  den  ftosseren  mit  atmoephA» 
rischer  Luft  erfüllten  Baum:  15,3  Proceot  der  ganzen  Waasermaase 
verdampfen  wurden,  womit  eine  254'fache  VergrOsserung  dee 
Volumens  verbunden  sein  würde.  Wenn  dagegen  der  Kessel  ganz 
mit  gesättigtem  Dampfe  von  10  Atmosphären  gefüllt  war,  so  wer- 
den: 3,2  Procent  der  ganzen  Dampfmasse  condensirt,  und  ea 
findet  eine  S,43-fache  Vergrösserung  des  Volumens  statt. 

Die  Gleichunp  5)  kann  auch  auf  den  Fall  des  Ausflnssps  in 
einen  luftleeren  Raum  vom  Volnmen  v.^ — r,  anr^-ewendet  werden. 
Man  erhält  für  diesen  Fall,  indem  man  ^  =  0  setzt,  die  Gleichung: 

10)  ^.  =  i^ni)±£i£i, 

welehe  nach  Substitution  der  oben  beispielsweise  gewählten  Zahlen* 
werthe  die  folgende  Form  annimmt: 

11)  0,16666  + 0,872. a;^. 

Nach  §  216  (Gleiehnng  8)  entspricht  diesem  Damp^wtehte  das 
Volumen: 

12)  9,  =  0,2743  H-M388.a;A. 

Aus  diesen  Glnchungen  ergeben  sich  für  den  hier  als  Beispiel  ge- 
wählten Fall,  die  nachfolgenden  tusammengebOrigen  Zahlsuwerthe: 

z\=0  0,1  0,5  0,9568 

0,166  0,253  0,602  1 

t=  0,001  0,01987  0,09536  0,18146 

t'g-f  0,274  0,418  0,994  1,661. 

Für  einen  Werüi  von  x^^  welcher  grösser  ist  als  0,95Gs,  wurde 
man  aus  Uieiohuug  11)  für       einen  Werth  erhalten,  welcher 

89* 
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grösser  ist  als  „Eins",  woraus  zu  scbliessen  ist,  dass  in  diesem 
Falle  der  Dampf  in  den  überhitzten  Zustand  übergehen  würde. 
Die  Gültigiceit  der  Gleichung  11)  ist  daher  ao  die  Bediogiuig  ge- 
knüpft: dass  Xi  <  0,9568  war. 


220. 


Die  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  kann  auch  auf  den 
in  Fig.  602  dargestellten  Fall  angewendet  werden,  bei  welchem 

angenommen  ist:  dass  der 
Flg,  60S.  äussere   Druck  plötzlich 

von  jK  bis  ;)  zunahm 
und  während  des  hierauf 
erfolgenden  beschleunig- 
ten Vorrückens  des  Kol- 
bens die  constante  Grösse 
;)  beibehielt.  Während  bei 
dem  im  vorigen  Paragra- 
phen behandelten  Falle 
die  innere  Wftrme  ab- 
nahm, findet  hier  tine 
Zunahme  der  Inneien 
Wflnne  stttt  —  und  swar  nm  das  Aequivilent  der  doreh  die 
eehraffirto  Be<ditedtflleh«  dugestellten  Arbeit  Ans  der  Gleichnng  4) 
des  vorigen  Paragraphen  eriiftU  oian  ittr  das  Dampfgewieht  am  Rnde 
der  Gompression  den  Werth: 


1)    Xi  ==  


^2)  +  ^2  (p»  +  ^l>Ml) 


Denkt  man  sich  die  Gompression  gerade  so  weit  fortgesetzt,  dass 
der  nachherige  Gleichgewichtsdruck  gleich  p  wird,  so  ergiebt 
sich  für  diesen  speciellen  Fall  die  Gleichung: 

Wenn  z.  B.  der  ftnssere  Bmdc  plOtslich  von  1  Atmosphftra 
bis  auf  10  AtmoBidiftren  vergrOssert  wurde,  und  die  Gompression 
alsdann  gerade  so  weit  fortgesetzt  wird,  dass  der  naehherige 
Qleichgewichtsdruck  ebenfalls  10  Atmosphären  beträgt,  80  erhftlt 
man  nach  SnbstituUon  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 


2) 


CompressioD  bei  plötzlicher  Drack-ZuD«hme. 
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Wertbe  —  indem  man  zugleich:  py=  103330  setzt  —  die  üiei- 
chuDg : 

3)  äp,  =  — 0,1717  +  1,8762. Ä^. 

Fflr  die  beiden  Volumina  findet  man  auf  dieselbe  Weise  wie  im 
Torigen  Paragraphen  die  Werthe: 

4)  V,  =0,001      1,65  .r,, 

5)  r,  =  —  0,03 U  +  0,354  .  x,. 

Aus  den  letzteren  drei  Gleichangen  ergeben  sich  die  nachfolgenden 

zusammengehörigeu  Z^hlenwerthe: 

ar,  =0,625  0,5  0,196  0,1  0,0915 

X,  =  l  0,766  0,196  0,0159  0 

r,  =  1,03  0,826  0,324  0,166  0,151 

Vi=0,19  0,146  0,038  0,004  0,001. 

Diese  Tabelle  zeigt:  dass  mit  der  Compression  eine  Ver- 
dampfung verbunden  sein  wird,  wenn  or,  grosser  als  0,196 
war,  eine  Condensation  dagegen,  wenn  .t^  kleiner  als  0,196 
war.    Dieselbe  lei^t  ferner  —  da       weder  grösser  als  1,  noch 

kleiner  als  0  werden  kann  —  dass  die  obigen  Gleichungen  nicht 
mehr  als  gültig  zu  betrachten  sind,  wenn  r.^  entweder  grösser 
als  0,625  oder  kleiner  als  0,0915  war.  Im  erstj?refi  Falle  würde 
die  ganze  Masse  schon  vor  lieendigung  der  Cornjjreasion  im  Zu- 
stande des  überhitzten  Dampfes  sich  befinden;  im  letzteren  den 
tropfbar  flüssigen  Aggregat- Zustand  angenommen  haben. 

Für  diejenige  Grösse  j-,  welche  das  anßnglicbe  Dampf^ewicht 
a-j  haben  luusste,  wenn  bei  der  Compre.^sion  weder  Verdampfung 
noch  Condensation  stattfinden  soll,  erhält  man  aus  Gleichung  2), 
indem  mau  darin:  =  .r  setzt,  den  Werth: 

Nach  §  209  (Gleichung  1)  kann  man  diesem  Ausdrucke,  indem 
man  tuglaleh:      =3i»  Mtiti  aneb  die  fblgrade  Form  geben: 

7)  ^  =  '^  -A^  

»(»•2  —  p2)-f?8  — n 

Wenn  der  anfängliche  Druck  wieder  gleich  1  Atmosphäre  ange* 
nommen  wird,  so  ist:  fj  =  100,  =  496,3,  r,  =536,5  zu  setzen, 
und  für  diesen  Fall  wird: 

8)  -  fcm  


».  10,2  + 496,3  — r, 
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Neanter  Abschoitt.  §  S21. 


Mit  Benutzung  der  Tabelle  des  §  214  erhalt  man  aus  dieser  Glei- 
chung z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 

n=    2  6  10  14 

0,381       0,27       0,196  0,166. 

Wenn  di-'^  anfängliche  Dampfmonge  grö^^f^r  war,  so  findet  Ver- 
dampfung statt;  wenn  dieselbe  kleiner  war,  findet  Con- 
densation  statt.  Dem  Grenzfalle,  in  welchem  weder  Verdampfung 
noch  Condensaüon  stattfindet,  entspricht  —  wie  di**  ohigren  Zahlen* 
werthe  zeigten  ■ —  eine  um  so  kleinere  anfänglicbe  I)aiiij  fmenee, 
je  grösser  die  nachher  erfolgende  plötzliche  Druckstejgeruog  ist. 


§  221. 


Warn  man  durch  die  Temperatarflftche  eine  Ebene  legt:  pa- 
nülel  rar  Tertiealen  Tempenttur-Aehse  und  rar  boriiontalen  Yo> 
lomen-Aclue  (also  rechtwinkelig  rar  horizontalen  Dnick*Adi8e),  eo 
erhSlt  man  als  DiirchBehnittslinie  der  Tempetatoriliche  mit  dieser 
Yertical-Ebeoe  eine  „Isol»are*^  oder  „IM^  eonstanten  Dmckes**. 

iäne  solche  Isobare  entbftlt 

Flg.  603. 

T 


/ 


im  Allgemeinen  zwei  gerad- 
linige horixontale  Strecken, 
von  denen  die  obere  dem 
Verdampfen,  die  untere 
dem  Gefrieren  des  Wassers 
entspricht  Da  die  fiorizontal- 
curven  der  Temperstorfliclie 
die  Isothermen  darstellen ,  so 
ist  von  jenen  beiden  Horizon- 
talstrecken eine  jede  zugleich 
eine  isothermische  Strecke. 
So  z.  B.  f^llt  bei  derjenig^en 
Isobare,  welche  dem  eonstan- 
ten Drucke  von  1  Atmosphäre 
^  '     entspricht,  die  obere  Horizon- 

tal^^trecke  mit  der  Isotherme  von  -f  100**,  die  untere  mit  der  Iso- 
theruje  von  Null  Grad  (Celsius)  zusammen  (Fig.  6031.  Die  Länge 
der  oberen  Horizontalstrecke  reprSsentirt  die  bfim  V»^rdampf^n 
eintretende  (ungefähr  1650 -fache)  Volumen -VergiüsseniiiL^:  die 
Länge  der  unteren  Horizontalstrecke  reprAsentirt  die  beim  Geirieren 
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des  Wassers  stattfindende  Volumen- Vergrössernng,  welche  letztere 
ungefähr  9  Procent  beträgt.  Denkt  man  sich  durch  einen  Punkt 
der  unteren  Horizontalstrecke  eine  Verticale  gelegt,  so  erkennt 
mau;  d<i3S  bei  gegebenem  Druckö  einem  uud  demselben  WerLhe 

j,.    ^  .        des  Volumens  unter 

gewissen  Umstftn- 
dfln  drei  Terschie- 
4eiie  TtinperBtareii 
entqNredMD  kOBnen, 
ineoiiuD  die  Linie 
eoMtaateii  Drucke» 
fon  jener  Yerkicaleii 
dreiöiil  gesehDitten 
wird. 

IfitdemWedieeii 
dfiB  Dmekee  ist  eine 
Z  B  n  ahm  e  der  Tein» 
peratar  des  gesät- 
tigten  Dampfes  mid 
eine  Abnahme  der 

Temperatur  des 
schmelzenden  Eises 
yerbuttden.  In  einer 
Linie  ron  oenstan'» 
tem  Drucke,  welcher 
mehr  als  1  Atmo- 
sphäre beträgt,  wird 
daher  die  obere  H<H 
rizontalstreeke  eine 
höhere,  die  un- 
tere dagegen  eine 
tiefere  Lage  an- 
nehmen. Wenn  man 
die  Temperatur- 

^  fläche  wiederum  als 

eine  Gebirgsober- 

fläche  sich  vorstellen  wollte,  so  würde  der  den  üebcrgan^  aus 
dem  tropfbar  flüssigen  in  den  festt  u  Aggregatzuftnn  i  re]  raseuti- 


Fig.  605. 


rende  Theil  des  Gebirges  als  eine 


vorspringende  and 


überii&ngeude  Felswand  sich  darsteilen  (big.  t}04). 
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Denkt  man  sieli  darch  den  nnteren  Theil  dieses  Tenpentiir- 
Oebiiges  eine  horiiontele  Ebene  gelegt,  so  erfaftlt  min  als  Dnreh* 
echnittslinle  derselben  mit  der  Tempenturflftche  eine  bothenDe, 
welche  nngefthr  die  in  Fig.  605  daigestellte  Form  bat  Dieee 
Isothenne  bat  —  ebenso  wie  die  Linie  oonstaaten  Druckes  — 
4  Eckponkte  nnd  xwei  geiadlinigo  Strecken,  Ton  deren  Bedentnng 
man  eine  klare  VoTstellang  gewinnt,  indem  man  sidi  die  Wa^ser- 
masse  ans  dem  Zustande  des  flberbitzten  Dampfes  dnrch  isother- 
mische  Oompression  allmählich  in  den  festen,  nnd  hernach  in  den 
iiopfbar  flflssigen  Aggregatznstand  übergeführt  denkt.  Der  Eck- 
punkt M  entspricht  dem  üebergange  des  Dampfes  aus  dem  über- 
hitsten  in  den  gesättigten  Zustand.  Die  geradlinige  Strecke  MN 
Teranschaulicht  den  allmfthlichen  Uebergang  aus  dem  dampf- 
f&rmigeD  in  den  festen  Aggregatzustand  (Schneebildung).  Der  Eck- 
punkt L  bezeichnet  den  Beginn  des  erst  bei  höherem  Drucke 
eintretenden  Schmelzens,  und  die  geradlinige  Strecke  LK  veran- 
schaulicht den  allmählichen  Uebergang  ans  dem  festen  in  den 
tropfbar  flüssigen  Aggregatzustand. 

Die  Isothermen  des  Eises  unterscheiden  sich  also  von  den  in 
Fig.  605  durch  die  punktirte  Linie  repräsentirten  Isothermen  der 
höheren  Temperaturen  dadurch:  dass  an  der  Stelle  des  einen  Eck- 
punktes J  bei  den  ersteren  lie  drei  Eckpunkte  N,  L,  A' auftreten. 
Den  Uebergang  von  der  ersteren  zur  letzteren  Gruppe  bildet  eine 
bestimmte  T^otherme,  welche  (wie  in  den  folgenden  Paragraphen 
gezeigt  werden  soll)  um  0,007  44  Grad  oberhalb  der  Isotherme 
von  Null  Grad  (CelsiuR)  lipcrt.  Die  letztere  selbst  ist  also  noch 
KU  der  Gruppe  der  IsoLh^rnien  des  Eises  zu  zählen.  Jene  Üeber- 
gangs- Isotherme  von  j-  0,007  4-4  Grad  entspricht  derjenigen  Tempe- 
ratur,  bei  welcher  eine  Wasserraasse  gefrieren  (oder  eine  Eismasse 
schmelzen)  würde,  wenn  dieselbe  unter  dem  Drucke  des  bei  dieser 
Temperalur  gebildeten  Dampfes  sich  befände. 

Während  die  Isothermen  im  Allgemeinen  mit  horizontalrn  F«?<wp£rfn  atif 
<lor  ObiTfläche  eines  Gebirges  vt>rtf!ichen  werden  konnten,  ersctieint  dieser  Ver- 
gleich hinsichtlich  der  Isotberuien  des  Eisea  insofern  nicht  ^utreüeud:  als  die 
lettteien  ttnckenwviw  «o  der  Ont«riU«he  tiser  ftberUngenden  Felniand  ent- 
iMg  laufen. 

Der  Temperatur  von  -j-  0,007  44  Grad  (Celsius)  entspricht  ein 
Dimpfdrack  von  0,006  Atmos^iSieD.  Wtnn  man  die  b  Fig.  G04 
angedeutete  Gcnstruction  der  Linien  constanten  Druckes  nach  der 
Seite  der  kleineren  Drütte  weiter  fortwttte,  so  wOrde  sieb  ergeben, 
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f 


dass  bei  dem  Drucke  von  0,006  Atmosi>h<ireü  die  beiden  Hori- 
zontalstrecken zasammenfalleo,  insofera  eine  jede  von  beiden  in 

^  die  geradlinige  Strecke  der 

^  '  Isotherme  Ton  +  0,007  44 

Qiad  bineinftUi  M  noch 
kleinowni  Diudce  nimmt 
die  ÜDie  eomtstitan  Dra* 
ekes  die  In  Fig.  606  dar- 
gestellte Ferm  ad.  Dleee 
Idoie  eotbftlt  nur  eine 
geradlinige  horiiODtale 
Strecke  MN^  entspre- 
ebend  dem  direeten  üebeigange  ans  dem  dampfnirmigen  In  den 
festen  Aggregatinstand. 

§  222. 

Kanten  der  Temperaturfläche  des  Wassert. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  604  die  Constraction  der  Isobaren, 
oder  in  Fig.  605  die  Constraction  der  Isothermen  weiter  fortgesetzt, 
so  erkennt  man:  dass  den  Eckpunkten  jener  Linien  die  Kanten 
der  Temperatuifl&che  entsprechen.  Diese  Kanten  bilden  zugleich 

die  Grenzlinien  für  die 

Fig.  CO«. 
TV  D 


Walser 


drei  Flftchengebiete, 
welche  den  drei  ver- 
schiedenen Aj^oTpgnt- 
zuständen  entsprechen. 
Diese  drei  Gebiete 
grenzen  jedoch  nicht 
unmittellmr  an  einan- 
der; sondern  dieselben 
sind  durch  drei  Ueber- 
gangsgebiete  ron  ein- 
ander getrennt  (Big. 
607).  Jedes  dieser  drei 
"  UebergaDgsgebiete  hat 

die  Form  einer  cylindrisch  gekrümmten  Fläche,  deren  erzeugende 
gerade  Linie  der  Volumen-Achse  parallel  ist,  erscheint  also  in  der 
Richtung  der  letzteren  gesehen  als  eine  Linie.  In  Be^u^r  auf  die 
Wasserkante  JW  und  die  Damplltiinte  \,b  dari'  man  anuelimen: 
daiää  dieselben  in  einer  beätimmten  Höhe  —  entweder  in  einander 
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übergeheD  oder  in  der  Fläche  verlaufen;  insofern  bei  sehr  hohen 
Temperaturen  höchst  wahrscheinlich  ein  Unterschied  zwischen 
tropfbar  liussigem  und  dampfförmigem  Aggr^tzüstande  über- 
haupt nicht  mehr  existirt. 

Jedem  be^timmteD  ruiikte  der  Temperaturfl^che  entspricht 
ein  bestimmtes  Werthen-Sjstem  der  drei  Coordinaten:  py  r,  T,  und 
durch  diese  drei  Werthe  ist  im  Allgemeinen  auch  der  Zustand 
der  ganzen  Masse  eindeutig  bestimmt  Einen  bemerkeDBwertben 
AoBDahiDe&U  Jedoch  bildet  die  Oeaammtheit  deijenigen  Punkte, 
welche  in  der  geradlinigen  Strecke  JKL  d«r  Igotherme  von 
-I-  0,007  44  Grad  (oder  der  Isobare  von  0,00S  Atmospbftren)  liegen. 
IMe  in  dieser  geradlinigen  Strecke  liegenden  Funkte  entsprecben 
denjenigen  Wertben  des  Druckes  und  der  Temperatur,  bei  welchen 
das  Wasser  in  allen  drei  AggregatzustAnden  gleichseitig  exi- 
stiren  kann.  Wenn  swar  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt 
dieser  Strecke  auch:  Bruck,  Temperatur  und  Volumen  der  ganzen 
Masse  gegeben  sind,  so  ist  doch  der  Innere  Zustand  derselben 
hierdurch  noch  keineswegs  genügend  bestimmt,  insofern  die  Eennt- 
nisB  des  QesammtTOlumens  noch  nicht  ausreicht  zur  Bestäm- 
mung  des  Verhftltnlsses,  in  welchem:  Dampf,  Wasser  und  Eis 
mit  einander  gemischt  sind.  Da  die  innere  Wftrme  des  Dampfes 
aber  betrachtlich  grosser  ist  als  die  des  Wassels,  und  die  des 
letzteren  wiederum  grösser  als  die  des  Eises,  so  ist  mit  der  Lage 
jenes  Punktes  die  innere  Wärme  des  Genüsches  no  h  keineswegs 
gegeben;  vielmehr  werden  einem  und  demsellMn  Funkte  dieser 
Strecke  unendlich  viele  verschiedene  Werthe  der  inneren  W&rme 
entsprochen  können. 

So  würde  i.  B.  der  Punkt  K  dieser  Strecke  ebensowohl  den- 
jenigen Zustand  bezeichnen  können,  in  welchem  eine  Wassermasse 
von  1  KU.  Gewicht  sich  befindet,  wenn  in  Folge  des  Gefrierens 
der  ^nzen  Masse  ihr  Volumen  um  9  Procent  zugenommen  hat, 
als  auch  denjenigen  Znstand,  in  welcliera  diese  Wassermasse  sich 
befinden  würde,  wenn  in  Folge  partieller  Verdampfung  ihr  Vo- 
lumen um  9  Procent  sich  vergrössert  hätte.  Im  letzteren  Zustande 
whi'T  würde  die  Masse  an  iuiierer  Wärme  ungefähr  80  Wärme- 
Einheiten  mehr  »enthalten  als  im  ersteren  Zustande. 

Dipse  geradlinige  isothermische  und  isobarische  Strecke  JKft 
(Fig.  i>07)  bildet  in  ihrer  ganzen  Längen-Ausdehnung  zugleich  eine 
Kante  der  Temperaturfläche,  und  da  diese  Kante  vor  allen  übri- 
gen Unien  und  Kanten  der  Temperatarfläche  durch  die  oben  ge- 
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nannten  bemerkenswerilieü  Eigenschaften  sich  auszeichnet,  so  soll 
dieselbe  im  Folgenden:  ,,die  Hauptkante  der  Temperaturüäclie'' 
geaannt  werden. 

Die  Dampfkante  LD  könnte  man  auch  die  „Nebelkante'^ 
nennen,  Insofern  die  beginnende  Condensation  durch  Nebelbildung 
sich  charakterisirt,  und  die  Wasserkante  J\V  könnte  man  die 
„Regenkaiue'*  oder  die  „TIuiu k ;inte"  nennen,  insofern  das 
Product  der  vollendeten  Condenaatiou  als  Regen  oder  Thau  sich 
dsntellt  Die  Kante  l'J  kann  aufgefasst  werdeu  als  diejenige 
Linie,  in  welcher  das  Gefrieren  des  Wassers  beginnt,  und  aus 
diesem  Qnude  die  „Frostkante"  genannt  werden.  Die  Kante  8K 
kaoo  tn%«&88t  werden  als  diejenige  Linie,  in  weloher  das  Selmiel- 
len  des  Eises  beginnt,  und  ans  diesem  Grunde  die  „Schmelz- 
kante** genannt  werden.  Die  Kante  kann  die  „Beif kante** 
oder  „Schneekante"  genannt  werden,  Insofern  das  Prodoct  des 
direeten  Ueberganges  ans  dem  dampfförmigen  in  den  festen  Aggre* 
gatmtaad  als  Beif  oder  Schnee  sich  darstellen  wflrde. 

$223. 

nselmiwMel  m  ür  Haapikaiilt. 

Nach  dem  Clapeyron-Clausius'schen  Gesetze  (§  208,  Glei- 
chung 5)  kann  die  Beziehung  zwischen  Druck  und  Temperatur 
des  gesättigten  Wasserdampfes  ausgedruckt  werden  durch  die 
Differenzialgleichung: 

^    <IT  AuT 
Dem  Werthe  r  =  273  (oder  /  =  0)  entsprechen  nach  den  Tabellen 
des  §  214  und  des  §  215  die  Werthe:  7~  60G,6  und  u  -=  210,66. 
In  der  Isotherme  von  Null  Grad  CCelsius)  nimmt  also  der  obige 
Difierenziait^uotient  den  tolgendeu  Werth  an: 

^    r/r  ~  210,66.  27a~'  ' 
von  welchem  der  für  die  Isotherme  -\-  0,007  44  Grad  zu  berech- 
nende Werth  desselben  nur  tun  eine  verschwindend  geringe  Grosse 
verschieden  ist. 

Die  in  §  208  für  den  Uebergang  aus  dem  tropfbar  flüssigen 
in  den  dampfförmigen  Aggregatzustand  gefundene  Gleichung  5) 
darf  auch  für  den  Uebergang  aus  dem  festen  in  den  tropfbar  flüs- 
sigen Aggregatzustand  als  gültig  betraditet  werden,  sobald  darin 
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Neunter  Abschnitt.  §  223. 


statt  „u":  die  beim  Schmelzen  eintretende  (negative)  Volumen- 
YergrOsseruDg  und  statt  „r":  die  Schmelzwärme  des  Eises  sub* 
atitairt  wird. 

B«l  atmospbiriBcheni  Drncka  imd  d«r  diesem  Dnck*  ent- 
sprechenden Schmelztemperator  Ton  Null  Grad  (Ctoteins)  hat  die 
flcfamelz Wirme  dee  Eiees  die  Grfleae: 

3)  ;-=80, 

d.  h.  es  würde  bei  iliesera  Drucke  eine  Zuffihrunir  von  80  Wärme- 
Einheiten  erforderlich  sein,  um  i  Kilogramm  Eis  von  der  Tempe- 
ratur Null  Grad  (Celsius)  in  Wasser  von  der  Temperatur  Null  Grad 
zu  verwandeln.  Beim  Schmelzen  vermindert  sich  das  Volumen  der 
Masse  um  die  Grj^sse: 

4)  u  =  0,001  09  —  0,001  =  0,000  09  Cubikmeter, 

nnd  der  auf  die  Raumferminderung  fördernd  einwirkende  atme- 
ephlneche  Draek  vericbtet  hierbei  die  mechanische  Arbeit: 

5)  8  » 10  333 . 0,000  09  »  0,93  Meterkilegramm. 

Diese  mechanische  Arbeit  liefert  —  In  Wflrme  yerwandelt  —  einen 
Beitrag  tob  0,002  2  Wftrme-Einheiten  in  derjenigen  Wftrme-Qnan- 
titftt,  welche  von  der  schmelzenden  Masse  als  hinere  Wftrme  auf* 
genommen  wird.  Da  dieser  Beitrag  einen  yersebwindend  kleinen 
Bmchtheil  von  dem  ganxen  Zawadise  der  inneren  Wtane  bildet, 
se  darf  man  ohne  Bedenken  Jene  äussere  Arbat  gms  nnberfick* 
ricbtigt  bmen  und  annehmen:  dass  bei  der  Temperatur  von  Kall 
Grad  ein  Kilogramm  Wasser  l  Wftnne>Binheiten  mehr  enthSlt  als 
ein  Kilogramm  Bis,  oder  dass  die  innere  latente  Wftrme  des  Was- 
sers dieselbe  GrOsse  hat  wie  die  Sdimelzwflrme  des  Eises. 

Wenn  man  in  der  Gleichnng  1)  nnnmehr  „ —  u"  an  die  Stelle 
▼on  vnd  J''  statt  „r"  setzt,  so  erhält  man  für  die  Bezie- 

hung zwischen  ,,Dnick**  nnd  „Schmelztemperatur'*  die  folgende 
Düferenzialgieichnng: 

in  wekiiflr  die  Grossen  l  und  it  ab  Functionen  tob  7  so  bebtach- 
ten  sind.  Der  Temperatur  T»273*  entspreebeo  die  in  den  Glei- 
chungen 3)  und  4)  angegebenen  Werthe,  und  nach  Substitution  der^ 
selben  erUlt  man  Ar  den  obigen  Differenzialquotienten  den  Werth: 

^>    W  =  -0.000  09.  273 
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Einer  Druck-Vergrösserung  um  1  380  546  Kil.  (oder  n3,6  Atmo- 
sphären) würde  hiemach  eine  Erniedrigung  der  Sclmielztenipo- 
ratar  um  1  Qrad  (Celsius)  entsprecben,  wenn  angeoommeD  werden 

dbfte.  dm  d«r  I)Ur«(«»l.l4»>ti»t M  di6Mr  T«aip«.tar. 

AenderuDg  den  obigen  constanten  Werth  beibehält.  In  Bezug  auf 
den  zwischen  der  Frostkante  Tind  der  Schmelzkante  liegenden 
Plächenstreifen,  welcher  das  Gemisch  von  Eis  und  Wasser  reprä- 
seuLirt  (Ficf.  607),  ergiebt  sich  hiemus,  dass  derselbe  in  der  Nähe 
der  Uauptkante  um  einen  sehr  kleinen  NeigUDgswinkfl  von  der 
Horizontal -Ebene  abweicht,  insofern  einer  sehr  beträclitlichen 
Dnick'Vergrösserung  eine  äusserst  geringe  Senkung  der  Isotherme 
des  Schmelzpunktes  entspricht 

ElDer  Drack-Verminderung  um  1  Eil.  wflrde  nach  Glei- 

duiiig  7)  eine  Erhöliang  der  Sebmelstempentar  um  ^  gg^  545, 

Grad  entspreeheo.  Wenn  also  der  Draek  von  der  OiOese:  p  = 
1033SEU.  abnimmt  ble  tnr  Grtlese:  j>  =  62,58  Eil,  bo  steigt 
der  Schmehpnnkt  m  der  leofcbenne:  <«>sNnn  Gnul  Ms  in  der 
Isotherme: 

10  333-62,58  _  .  ^^^7.. 

Da  bei  dieser  Temperatur  der  Druck  des  gesättigten  Wasserdampfes 
ebenfalls:  62,58  Kil.  (oder  0,006  Atmosphären)  beträgt,  so  ergfiebt 
sich  hieraus  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Hauptkante:  dass  dieselbe 
—  \vie  oliPii  behauptet  wurde  —  zusammenfällt  mit  der  «gerad- 
linigen Strecke  der  Isotherme  von  -j-  0,007  44  Urad  und  der  Iso- 
bare von  0,006  Atmosphären. 

Die  Reifkante  HK  (Fig.  607)  liann  aufgefasst  werden  als 
diejenige  Linie,  in  welcher  der  directe  Uebergang  des  Eises  iu 
den  dampfförmigen  Zustand  beginnt.    Um  die  Gleichung  5)  des 
§  20Si  auf  die  Verdampfung  des  Eises  anzuwenden,  hat  man  „r  -1- 
an  die  Stelle  von  „r"  zu  setzen,  und  „u  an  die  Stelle  von 

,,m'^  zu  setzen;  man  erhält  dann  für  die  Beziehung  zwischen  Druck 
uüd  Verdampfungstemperatur  des  Eises  die  Differenzialgleichungr 

dp_^  r-\-l 
dT      A  (u  —  u)  T 

In  der  Isotherme  von  Null  Grad  (Celsius)  nimmt  dieser  Differea«^ 
zialqnoUent  den  folgenden  Werth  an: 
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Neunter  Abecbniit.  §  224. 


m\  JP.^-  42-^  (606,5  4-80)  _ 
^  rfr  (210,66  —  0,00009)273  '  ' 
vou  welchem  der  für  die  Isotherme  von  -j-  0,007  44  Grad  zu  be- 
rechnende Werth  desselben  nur  um  eine  versehe iuJend  kleine 
Grösse  verschieden  ist.  Die  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  dem 
in  Gleichung  fiir  diesen  Differen/ialquotienten  gefundenen  Werlhe 
zeigt,  dass  die  HauiJtkaüte  JKL  i^Vig.  607)  in  dem  Theile  KL 
eine  einspringende  Kante  bildet,  während  dieselbe  iu  dem  Tüeiie 
JK  eine  vor  springende  Kante  bildet. 

§  224. 

DiNoilliMiillt  Mn  UebeftehraHm  dw  Hupllaiift. 

Im  Allgemeinen  wird  eine  gegebene  Zostands-i^enderang  stete 
ftttfgefawt  werden  kOanen  als  Bewegung  eines  Panktee  Uogs  einer 
bestimmten  Linie  !n  der  Temperaturflftche.  In  der  Form  dieser 
Bahnlinie  prägt  sich  das  Geeets  ans,  naeh  weldiem  die  Znstanda- 
Aendemng  erfolgt 

Wenn  in  jedem  Punkte  der  Temper&tnrflftehe  dnrch  die  tn- 
gehOrigen  Werthe  der  drei  Cbordinaten  mit  der  Lage  des  Punktes 
zugleich  auch  der  Zustand  der  Masse  eindeutig  bestimmt  vftre, 
80  kdnnte  eine  jede  zusammenbftngende  Linie  in  der  Temperatur«' 
flftche  als  Beprisentant  einer  stetigen  Zustands-Aenderung  be- 
trachte werden,  insofom  der  Zurfieklegnng  eines  unendlich  kleinen 
Weges -Elementes  immer  nur  unendlich  kleine  Aenderungen  aller 
deijenigen  Grössen  entsprechen  wftrden,  welche  den  Zustand  der 
Hasse  charakterisiren.  Auch  an  solchen  Stellen,  wo  jene  Linie 
etwa  eine  Kante  der  T  mperaturfläche  durchschneidet,  würde  die- 
selbe immer  noch  als  Darstellung  einer  stetigen  Zustands-Aende* 
rung  gelten  können,  obwohl  das  GesetE  derselben  beim  üeber- 
schreiten  der  Kante  im  Allgemeinen  eine  plOtsUche  Aenderung  er* 
leiden  wird. 

Naeh  §  222  repräsentirt  die  Hauptkante  in  ihrer  ganzen 
Längen- Ausdehnung  von  J  bis  L  den  singulären  Ausnahmefall, 

in  welchem  die  oben  erwähnte  Vorbedingung  nicht  erfüllt  ist. 
Jedem  bestimmten  gegebenen  Punkte  der  Hauptkante  entspricht 
zwar  ein  bestimmtes  Werthen-System  der  drei  Coordinat^n:  p,  r,  T; 
aber  jedem  von  diesen  WL-rtlien- Systemen  können  unendlich  viele 
ver?fhipdene  Werthe  der  inneren  Wärme  U  entsprechen.  Es  kann 
also  üier  eine  Zustands-Aenderung  stattfinden,  ohne  v<m  gleich- 
zeitiger Aenderung  der  Coordinateu  begleitet  zu  sein« 
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Wenn  man  das  die  Hauptkante  durchschneidende  unendlich 
kleine  Linienstück  MX  als  Bahn -Element  des  in  der  Temperatur- 
filäche  sich  bewegenden  ZustandspuükUs  betrachtet,  so  ergiebt 
8ichf  dass  bei  dem  Uebergango  von  M  nach  iV  die  Grösse  U 
sprangweise  aas  einem  grösseren  in  einen  kleineren  Werth 

fibergeht,  während  Druck, 
Fig.  606.  Volmen  und  Temperatur 

gleicbseitig  nur  unendlieh 
kleine  Aendemngen  eilei«- 
den  (Fig.  608).  Derun]Bib> 
telbnr  oberhalb  der  Haupt- 
kante liegende  Anfongs* 
pnnkt  M  reprftsentirt  dn 
Gemuwli  Ton  Waeaer  und 
Dampf;  der  unmittelbar 
unterhalb  derselben  lie- 
gende Endpunkt  N  repift» 
sentirt  ein  Gemisch  von  Bis  und  Dampf.  Jedem  dieser^  beiden 
Punkte  entspricht  ein  bestimmter  Werth  Ton  und  diese  beiden 
Werthe  sind  um  eine  endliche  QrOsse  Ton  einander  yerschieden, 
welche  einen  Maximalirerth  von  mehr  als  80  Wflrme-Einheiten  er- 
reicht, wenn  die  Uebergangsstelle  nach  dem  Punkte  K  hin  verlegt 
wird.  Einer  stetigen  Aenderung  der  Grösse  ü  würde  eine  die* 
continuirllche  Bewegung  des  Zustandspnnktes  entsprechen.  Der^ 
selbe  würde  bei  seiner  Ankunft  an  der  Uebergangsstelle  plötz- 
lieh aum  Stillstände  gelangen,  nm  an  dieser  Stelle  so  lange  zu 
verweilen,  bis  jene  Aenderung  der  Grösse  U  sich  vollzogen  hat, 
und  erst  nach  Beendigung  derselben  seine  Bewegung  längs  des 
unterhalb  der  Hauptkante  liegenden  Theües  der  Bahnlinie  weiter 
fortsetzen. 

Zur  V«niiiaebaiilichiiDg  diaiar  Discontianität  l^nnto  man  ticb  die  Ten- 

peraturflaihe  längs  der  ganzen  Lange  der  Uauptkanie  aufgeschnitten  denken 
TiTir^  dift  letztere  als  eine  atis  zwei  unendlich  nahe  bei  einand'-r  liopenden 
i'arallelkanteii  zasammeogesetKte  lioppelkaote  auffasseo.*)  Die  xwei  Jl'arailel- 
kaaten  Inua  nun  riok  datek  dne  Xlaft  gslrsii&t  danken,  defon  Tief«  an  d«r 
SMIt  JT  en  Ibzinnii»  «imebfc  und  von  da  nach  beiden  Seiten  hin  bie  Nnll 
abnimmt  —  wobei  jedoch  der  Aasdruck  .Tiefe"  nicht  in  tfiBnliebenp  londtni 
im  figfirlicken  Sinne  ta  deuten  «ein  w&rde. 


^>rgl.  C.  Neumana:   «Vialerangen  (iber  die  mechaniiche  Theorie 

der  Wärme\  S.  159. 
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^'euQter  Abschnitt.  §  225. 


§  225. 

AdiabftUf  che  ücIrartchreitiMg  der  Haupttuwte. 

Bei  adiabAtiscber  Amdehmiiig  eines  Gemisohee  m  Wasser 
und  Dampf  nebmeii  Temperatir  und  Draek  stetig  ab  bis  in  dem 
Augeoblieke,  in  welchem  die  sinbende  Temperator  den  Werth 
-f  0,007  44  Grad  (Celsius)  erreicht.  In  diesem  Augenblicke  beginnt 
das  Wasser  zu  gefrieren,  und  die  hierbei  frei  werdende  Wärme 
wird  ein  ferneres  Sinken  der  Temperatur  so  lange  verhindeni,  als 
noch  ein  Theil  der  Masse  im  tropfbar  flüssigen  Zustande  sich  be- 
findet. Die  Adiabate  <S(S 
p  wird  daher  an  der  Stelle 

3f,  wo  dieselbe  die  Haupt* 
kante  erreicht,  einen  Eck- 
punkt bilden,  und  das  nun 
folgende  Stück  der  Adia- 
bate wird  als  geradlinige 
horizontnlp  Strecke  mit 
der  Hauptkante  selbst  zu- 
sammenfallen (Fig.  609). 
Nachdem  das  Gemisch  von 

ff  p —  Jf'  Wasser  und  Dampf  in 

ein  Gemisch  von  Eis  und 
Dampf  sich  vorwaudelt  hat,  beginnen  Druck  und  Temperatur  von 
Neuem  zu  sinken.  Der  Endpunkt  der  horizontalen  Strecke  MN 
bildet  daher  einen  zweiten  Eckpunkt  der  Adiabate. 

Die  Bewegung  des  Zustandspnnktes  längs  der  horizontalen 
Strecke  MN  repräsentirt  eine  Zustande- Aenderung,  bei  welcher  ein 
Theil  des  Wassers  gefnert,  während  gleichzeitig  der  andere  Theil 
in  Dampf  verwandelt  wird.  Die  beim  Gefrieren  des  erstereo  frei 
werdende  Wärme« Quantität  wird  zur  Verdampfung  des  letzteren  in 
Anspruch  genommen.  Wenn  mit  rr^  das  dem  Anfangspunkte  M 
entsprechende  Dampfgewicht  bezeichnet  wird,  und  mit  die  Grösse, 
weldie  das  Dampfgewicbt  am  Snde  jener  Znitinds-Aenderung  ei^ 
reicht  bat,  so  ist  1  —  Xf  das  Qeirtcht  des  gelHerenden  TheÜM, 
und  —  rE|  das  Gewicht  des  Terdampfenden  Thdles  der  uraprilng- 
lich  Torhanden  gewesenen  Wassennasse.  Die  yerdampfung  des 
letzteren  Tbeiles  erfordert  die  Wftrme-Qnantitftt: 

1)    ^  =  r(x3,— xj), 
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und  die  beim  Gefrieren  des  ersteren  Tbeiles  frei  weidende  Wftrme- 
Qna&titftt  bat  eben  dieselbe  Grfleee: 

2)  Q  =  Hl-x,). 
Dttfcb  Gleiebeetsuog  der  obigen  beiden  Wertbe  erbftlt  man  eine 
Gldebung,  welcbe  f&r     aofgelitot  die  iolgeade  Form  annimmt: 

Der  Verwandln  Dg  von  jr,  — Eil.  Wasser  in  Dampf  entsprieht 
eine  Volnmen-Znnabme  Ton  der  Grdsse: 

nnd  die  bierbei  Ton  dem  Dünpfllnu^o  Terriebtete  mecbaidsebe 
Arbeit  bat  die  Grosse: 

6)  «  =  j>ti(Ä,  — «i). 
Dieser  in  lig.  600  dmreh  die  sebiaffirte  fieebteekflftebe  dargestellten 
Arbeit  entspricht  die  Wftrme-Qoantitftt: 

6)  q  =  Apu(Xf — Xi). 

Der  Temperatur:  ^  = -f  0,00744  entsprechen  die  Werthe: 
rs  606,5,  /  =  80,  j9  =  62,58,  ti  =  210;  und  nach  Substitation 
dieser  Werthe  kann  man  den  obigen  GleiehnogeB  auch  die  folgen- 
den Formen  geben: 

7)  a:,  =0,1165 -f  0,8836. Xj, 

8)  Vt  —  t\  -24,5(1—«,). 

9)  g  =  3,6l(l 

Wenn  anfangs  die  ganze  Masse  im  tropfbar  flüssigen  Zustande 
8ich  befand,  so  ist  =  0  zu  setzen,  und  man  erhält  für  diesen 
Fa!l  die  Werthe:  ^0,1165,  r,  ^  =  24,5,  7  =  3,61.  Bei 
adiabatischeni  Ueberganf,'e  eines  Kilogramms  Wasser  in  ein  Ge- 
raisch von  Rj«  nnd  Dampf  werden  also  0,1165  Kil.  verdampfen 
und  0,8835  Kii.  gefrieren.  Das  Volumen  wächst  hierbei  um  24,5 
Cubikmeter,  und  von  der  inneren  Wärme  werden  3,61  Wftrme- 
Eiüheiteo  in  äussere  Arbeit  umgewandelt. 


§  226. 

2«tHt  Heu^ildunig  der  MMUmltclMii  tHflrmallworft. 

In  §  208  wurde  für  die  isothermische  Zostands-Aenderung 
eines  Gemisches  von  Wasser  nnd  Dampf  ans  dem  xweiten  Hanpt- 
sstse  der  mechanischen  Wftimetheorie  die  Gleichung  abgeleitet: 

1)  Azdp^^ — 

Biticr,  Xng«otoiir-tf«eluiük.  a  A«l).  40 
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Neunter  Abschnitt.   §  226. 


Id  dieser  Gleichung  bedeutete  Q  die  vom  Hemrbringeii  der  iso* 
tbermisehen  TolumeD-YeigrOseeraDg  z  erforderliche  Wirme- Qoan- 
titftt,  und  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  bedeutete  das  Wärme- 
Aequivalent  der  in  7ig.  592  durch  den  scbraffirten  Flftchenstreifen 
geometrisch  dargestellten  ArbeitsgrOese.  Der  Flftcheninhalt  dieeee 
Streifens  konnte  berechnet  werden  wie  die  Flftche  eines  Bechtecks 


TOD  der  Hi^he 


dp 

ilT 


(IT  und  der  Grundlinie  z. 


Für  den  Fall  einer  unendlich  kleinen  Volumen-Vergrösse- 
rung  würde  man  dv  statt  z  und  demgemftss  dQ  statt  Q  eu  setsen 
haben;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 
2)  Aä.-%.T=Jf9äT, 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Gleichung  in  dieser  letzteren 
Form  nicht  nur  für  den  in  Fig.  592  dargestellten  Fall  der  gerad- 
linigen Isothermen  des  Gemisches  von  Wasser  und  Dampf,  son- 
dern auch  für  den  in  Fig.  610  dargestellten  Fall  der  krumm- 
linigen Isothermen  eine? 

Fig.  GIO. 


beliebigen  anderen  Kör- 
pers ihre  Gültigkeit  be- 
hält, insofern  auch  hier 
der  Inhalt  der  schraffir- 
tea  Viereckfläche  berech- 
net werden  kann  wie  der 
Inhalt  eines  lieciitecks 
dp 


von  der  Hdbe 


dT 


dT 

uud  der  Grundlinie  dv. 
Für  die  zum  Hervorbrin- 
gen der  unendlich  kleinen 
iöothermischen  Volumen- Vergrflsserung  dv  erforderliche  Wärme- 
Quantität  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth: 

Einen  anderen  Ausdru>  k  ti;i  ili-su  Wärme- Quantität  kann  man 
aus  der  Gleichung  5)  des  §  18 1  ableiten,  indem  man  dieselbe  auf 
den  speciellen  Fall  der  isothermischen  Zustands-Aenderung  an- 
wendet uud  demgemiias  für  die  Grösse  dp  den  uud  der  Gleichung: 

4)   0  =  (f 
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zu  entnehmenden  WertU  in  jener  Gleichung  substituirt;  man  erhält 
dann  die  Gleichung: 

in  welcher  Cp  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke,  und 
c,.  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  bedeutet.  Die 
GleichsüUuDg  der  obigen  beiden  Aindrücke  für  dQ  führt  alsdann 
zu  einer  Gleichung,  welcher  iü,i;i  die  folgende  Form  geben  kann: 

6)  .r=c._c,(--:)(f).. 

Diese  Gleichung  zeigt:  dass  von  den  beiden  Grössen  Cp  und  c,.  die 
eine  allemal  aus  der  anderen  berechnet  werden  kann,  sobald  die 
Gleichung  der  Temperatarfiäche  für  den  betreffenden  Körper  ge- 
geben ist. 

(iT  V 

So  i.  ii.  würde  für  die  atmosphärisch;  Luft:  R'l\  folglich  -j-  = 

md  r~  =  C.  zQ  aatceu  mIb.  Für  die  beiden  apeeifiielien  Wirmen  der  Lall 

ar  Ii 

•rbilt  mn  altdaim  die  frfther  bereits  mehrfaeb  Angewendete  Oleiehang  (§  180, 
Gleiebuiig  11),  AR=e,—  Cr,  welche  man  benutsen  könnte^  mn  die  eine  von 

dic?cn  lei  lon  Grci^sen  nuf  dein  Wege  der  Rechonn^  zn  bestimneBt  oaiCbdenil 
die  andere  direct  auf  experimeiitellein  Wege  gefanden  war. 

Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  9)  des  §  179  und  die  Glei- 
chuug  5)  des  §  181  auf  die  Weise  mit  einander  verbindet:  dass 
man  in  der  letzteren  das  eine  Mal  für  dp,  das  andere  Mal  für  dv 
den  aus  der  ersteren  zu  entnehmenden  Ausdruck  substituirt,  so  er- 
hält man  die  Gleichungen: 

7)  =  cdr (47)  rf**» 

8)  dQ  =  e^dT-(c^-Cr)(^)dp, 

welchen  man  mit  Benutsoiig  dee  ans  Gielohang  6)  fflr  die  OrftiM 
Cp  —  Cv  zo  eDtDebmenden  Werthee  aueb  die  folgenden  Formen 
geben  kann: 

9)  dQ  =  c,dl  +  ~^-dv, 

\dp) 
AT 


10)  dQ^CpdT-j-g^dp. 


*)  CUttiitts:  .Mecbaaiiebe  Wirmetbeorie\  &.  Aufl.  1.  Band  S.  188. 
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Newtor  Ab«cluuU.  §  227. 


§  227. 

tttmitcli  ¥M  iwtl  vtneliltdMM  finarttn.*) 

Wenn  in  emem  und  demselben  Baume  zwei  yenchiedene  Gns- 
arten  eiDgeschlossen  sind,  deren  jede  Ar  sidi  allein  bestehend  dem 
Kariette-Gaj-LQB8ac*8chen  Geeetie  gemäss  sich  verhalten  wfirde, 
so  darf  man  annehmen,  dass  auch  nach  eingetretener  Mischung 
der  beiden  Gase  Jenes  Gesets  seine  Gültigkeit  behllt  —  nicht  nur 
für  das  Gemisch  im  Gänsen,  sondern  auch  far  Jeden  der  beiden 
Bestandtheile  dnieln  genommen.  Als  Beispiel  hano  die  reine 
atmosphärische  Luft  gelten,  welche  ans  einem  Gemiseh  von  Saner* 
stoif  nnd  Stichstoff  bestdit  Den  Werth,  welchen  die  Constante 
des  Mariotte-Gay^Lossac^schen  Gesetzes  für  ein  solches  Gemiseh 
annimmt,  kann  man  —  sobald  die  Werthe  dieser  Ofmetanten  ffir 
die  beiden  Bestandtheile  bekannt  sind  —  anf  folgende  Weise  be- 
rechnen. 

Wenn  mit  7  das  Gewicht  der  Cubikeinheit  und  mit  v  das 
Volumen  der  Gewichtseinheit  bezeichnet  wird,  so  ist:  '{v  —  \  in 
sotten;  man  kann  daher  der  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gleichung, 
indem  man  dieselbe  zunächst  auf  das  Gemisch  im  Ganzen  anwen- 
det, auch  die  folgende  Form  geben: 

In  gleicher  Weise  gelten  (Cr  die  beiden  Bestandtheile  resp.  die 
Gleichungen: 

2)   fi.  =  i«..   3)  .^^^M,. 

Da  Jede  you  den  beiden  Gasmassen  den  Baum  gerade  so  er* 
ffillt,  ^uch  gegen  die  Gefässwände  auf  dieselbe  Weise  druckt,  wie 
wenn  die  andere  nicht  Torhanden  wäre,  so  ist  femer: 

zu  setzen,  und  Daih  Subätitutiou  dieser  Weilhe  niiumt  Gleichung  1) 
die  folgende  Form  an: 


*)  Bei  den  iiaeb>teb«ndfa  Anwendmigcn  der  nechaiiiKhen  Wimetheoii« 
auf  die  Vorginge  in  der  Erd'Atnc»phire  wurden  die  folgenden  Werke  ale  Gnud- 

läge  lenutrt:  Iteje:  .Die  Witbelstüinie.  Tornados  und  Wettersäoleu  in  dtr 
Erd- Ativio«^}  hari  Hai  iiovor.  Carl  Rüinpler.  1872.  Mohn  und  Galdberg: 
.£todeB  sar  lea  inoaTemeDta  de  i'atmoüphere*.  Chrietiania.  W.  fir&gger.  1876. 
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fr, +-,or-*- 

Da  überall  ^^l^^iclie  Temperatur  vorausgesetzt  wird,  so  ist: 
=     —  T  7A\  setzen.    Aus  den  beiden  Gleichungen  2)  und  6) 
erhält  man  Uemoacli,  indem  man  letztere  durch  erstere  dmdirt, 
die  folgeade  Gleichung: 

1  .  i 

T, 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  ffir  das  VerhäUiiiss  der  beiden 
Einzeldrucke  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  der  Werth: 

und  nach  Substitution  desselben  oimmt  die  vorige  Gleichung  die 
folgende  Form  an: 

9)  — \^  =  #- 

Wenn  also  sbkfinaogsweise:  —=x  und  -p^  — •  gasetst  wird, 

80  ergiebt  sieh  hieraiiB  die  Gleichung: 

Die  Grösse  r  kann  als  das  Verhältniss  der  absoluten  Gewichte, 
die  Grösse  s  als  das  Verhältniss  der  specifisrhen  Volumina  Toder 
als  das  umf,'ekelirt*'  VerhSltniss  der  spei  irtsi  hen  Gewichte)  der  bei- 
den Bestandtheile  aufgefasst  werden.  Die  Bedeutung  der  ersteren 
Grosse  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 


11)   a;  =  -^  =  ^*-  = 


in  weicher  mit  <r,  und  O.,  resp.  die  absoluten  Gewichte  der  bei- 
dcr\  Bestandtheile  bezeichnet  sind.  Die  Bedeutung  der  Grösse  b 
ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

,2)   .=  |'  =  J^^. 
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welche  zeigt,  dass  die  Giösse  £  das  ura^^ekehrte  Verhältniss  der 
beiden  Dichtigkeiten  oder  specifischen  Gewichte  darstellen  würde, 
wenn  ausser  den  Tempora turen  auch  die  Drücke  in  beiden  G:i>- 
arten  dieselben  wären.  Da  bei  Vergleichung  der  specifiscbcn  Ge- 
wichte zweier  Gasarten  stets  gleiche  Drücke  und  gleiche  Tempe- 
raturen Torau.^gt.  etzt  werden,  so  kann  die  Grösse  i  als  das  um- 
gekehrte VerUItnisB  der  specifisclieii  Gewichte  der  beiden  Gas- 
trtm  definirt  weides. 

Wenn  mit  e  die  Fpeeifisebe  Wärme  des  Gemisches  bezeichnet 
wird  (für  eooetanteD  Druclr),  so  ist: 

13)  CT^'^'Yi -I-T2) 
die  Wärme« Quantität,  welche  der  Cubikeinheit  des  Gemisches  eine 
Temperaturerhfthung  von  1  Grad  Celsius  ertheilen  würde.  Diese 
Warme-C^uantität  i^t  gleich  der  Summe  der  beiden  Wärme- Quan- 
titäten, welche  auf  gleiche  Weise  für  jede  einzelne  der  beiden  Gas- 
arten sich  ergiebt;  folglich  ist: 

,6)  .(t+^)=e.(n-3..  J). 

Wenn  man  also  abltürznngsweise  das  Verbftltniss  ^  mit  i)  be- 
zeichnet, 90  erhält  man  mit  Benutzung  der  in  GleicbuDg  11)  ein- 
geführten Bezeichnung  für  die  specifische  Wäime  des  Gemisches  die 
Gleichung: 

16)  £-=-!+M. 

§  228. 

Gemisch  von  atmcsphlritcher  Luft  urd  überhitztem  Wasierdampf. 

Das  Gewicht  des  in  der  xVtiEOspbäre  enthaltenen  Wasserdampfes 
bildet  unter  gewöhnlichen  Umständen  einen  verhältnissmässig  so 
kleinen  Bruchtheil  vom  Gewichte  der  Luft  —  und  überdies  sind 
es  verhaltnissmiissig  so  niedrige  Temperaturen,  welche  hier  in  Be- 
tracht kommen  —  dass  man  im  vorliegenden  Falle  ohne  Bedenken 
den  W^ässerdampf,  so  lange  derselbe  im  überiutzteu  Zustande  sich 
befindet,  wie  ein  vollkommenes  Gas  bebaiulehi  darf.  Sowohl  für 
das  Gemisch  im  Ganzen,  als  auch  für  jeden  der  beiden  Bestand- 
theile  einzeln  genommen,  darf  man  demgemäss  das  Mai'iotte-Gay- 
Lussac'sche  Gesetz  als  gültig  betrachten. 
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Da  die  apecifische  Wärme  der  vollkommenen  Gase  einen  con- 
stanten  Werth  hat,  so  wird  durch  die  obige  Behandlungaweise  die 
Annahme  eines  passenden  Mittelwerthes  fiir  die  (in  Wirklichkeit 
veränderliche)  ^ppcitische  Wärme  des  Wasserdampfes  bedingt.  Ob- 
wohl der  Yon  Hegnault  gafandene  Mittel werth: 
1)  <?^  =  0,48 

streng  genommen  nur  f&r  Wasserdampf  von  atmosphärischem 
Drucke  bei  Temperaturen  zwischen  122,7  und  316  Qrad 
(Celsius)  als  gültiir  hrtrachtet  werden  dürfte,  so  wird  man  doch  in 
Ermangelong  anderer  Versuchsresultate  genOthigt  sein,  den  obigen 
Werth  einstweilen  auch  für  solche  Temperaturen  und  Drückf^,  wie 
sie  bei  dem  atmosphärischen  Wasserdampfe  vorkommen,  als  Mittel- 
werth zu  benutzen.  Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  bezeich- 
nete Verhältnisszabl  nimmt  also  für  den  vorliegenden  Fall  den  fol- 
genden Werth  an: 

und  nach  der  am  Sehlusse  des  vorigen  Paragraphen  gefondenen 
Gleichung  erhält  man  für  die  Bpedfisohe  Wärme  des  Gemisches  tod 
Luft  nnd  Dampf  den  Werth: 

3)   c  =  0.2375 

Das  Yerhftltoiss  des  specifiachen  Gewichtes  der  trockenen  Lnft  zum 
spediischen  Gewichte  des  Wasaerdampfes  hat  die  GrOsse: 

Nach  Gleichung  10)  des  vorigen  Paragraphen  hat  also  für  ein  Ge- 
mif?ch  von  1  Kil.  atiuuspliürischer  Luft  und  x  Kil.  Wasserdampf 
die  Constante  des  Mariotte-Ga} -Lussac'chen  Gesetzes  die  Grösae: 

Für  den  Fall,  dass  die  Grösse  x  nicht  direct  gegeben  ist,  kann 
man  dieselbe  aus  dem  gegebenen  Dampfdrucke  und  dem  gleich- 
falls gegebenen  Totaldrucke  auch  auf  folgende  Weise  berechnen. 
Nach  der  Gleichung  8)  des  vorigen  Paragraphen  ist: 

6)   f-  =  «x 
Vi 

ZU  setzen,  und  mit  Beuutaung  dieses  Werthes  erh&lt  man  für  das 
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Verfaftltniss:      ,  welches  abkflnuDgsweise  mit  m  beseicbnet  wer* 

den  soll,  die  Gieichung: 

welche  för  die  Qidaa»  x  an^lOet  die  folgende  Fonn  anoimmt: 

_       o  0,622.  «0 

^>   ^-.(1^00=    l-o  • 

In  dieser  Gleicbang  bedeatet  o  daar  Yerbftltoiss  des  vom  Hygro- 
meter angCKeigten  Dampfdruckes  zu  dem  Yom  Barometer  an- 
gezeigten Totaldmcke  der  dampfhaltigen  atmosphtrisehen  Luft 

Die  Grossen  x  und  m  erreidien  ihre  rehtiven  lüuimalwerthe, 
wenn  die  Luft  mit  Wasserdampf  gesftttigt  ist,  für  welchen  Fall  die 
Grosse  j)^,  als  Druck  des  gesättigten  Wasserdampfes  bei  gegebener 
Temperatur,  nach  der  Tabelle  des  %  21ä  bestimmt  werden  kann. 
Hiemach  erhSlt  man  z.  B.  für  den  Barometerstand  von  760°^ 
(entsprechend  dem  Totaldrucke:  j>  =  10333  Eil.)  die  nachfolgend 
zusammengestellten  Zablenwerthe: 

T      =     248         25S        263        273        288         293  803 
»(■»)  =  0,000S08  0.00122   0.00275  0.006 0&  0,01206  0.02286  0,04151 
A'iMM)  ^  0,000816   0,00076  0,00172  O.00879  0.00759   0,01457  0.02694. 

Die  absolniien  Werthe  der  Grossen  x  und  a  können  um  so 
grosser  werden,  je  kleiner  der  Totaldruck  ist.  So  z.  B.  wMen 
ftr  den  Barometerstand  von  76  Ifillimetem  (entsprechend  dem 
'Totaldrucke:  p  ^  1033,3  Eil.)  die  folgenden  Mazimal werthe  sich 
ergeben: 

T     =   243  273  303 

=  0,00608      0,0605  0,4151 
X(«„)=  0,003176     0,040  0,4414. 
Nach  Substitution  der  aus  Gleichung  8)  fdr  x  zu  entnehmen- 
den Werthes  kann  man  dem  in  Gleichung  5)  für  die  Oonstante  R 
gefundenen  A^nsdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 

29,27 

9)    ^  =  --i_o;378.ö* 

Aus  diraßf  Gleichung  erhält  mau  für  die  Grössen  cj  »nd  R  z.  ü. 

die  nachlolgeuden  znsamiiiengehörigen  Zahleuwerthe: 

o        0  0,00605       0,01206     0,02288  0,04151 

ü  =  2ä,2<      29,34  29.40         29,53  29,74. 
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Mit  TJeniitzun^  des  auf  solche  Weise  für  die  CoDstante  H  zu 
berechnenden  Werthf"«^  kann  man  nODmelir  die  Mariotte  -  Gaj« 
Lussac'sche  Gleiciiung: 

10)  Pj,=S 

auch  auf  die  Zustandsänderungen  der  dampfhaltigen  Luft  anwenden 
—  TorausgeseUfc*  daas  bei  diesen  ZnBtandaftaderangen  keine  Conden- 
eation  eintritt. 

Adlabatische  Zustandsänderung  der  dampfhaltigen  Lttft. 
Nach  dem  Poisson'schen  Gesetze  kann  bei  adiabatiscber  Zu- 
standsändf^rnn«,'  eines  vollkommenrn  0;i«es  die  Beziehung  zwischen 
Druck  und  Temperatur  dargestellt  werden  durch  die  Gleichung: 

1)    ^„  =C<.nst= 

Hierin  bedeutet  |ji  eine  Gonstante,  für  welche  (nach  §  181  und 
§  180  der  folgende  Werth  einsnsetzen  ist: 

p  • 

Nach  der  im  voiigsn  Paragraphen  eingeffthrten  Beseichniingsweisd 
hat  man  also  für  dampflialtige  Lnft  den  Exponenten  (t  zu  berechnen 
ans  der  Gleichnng: 

3)  ^=  ;g, 

indem  man  darin  fär  e  und  B  rcsp.  die  in  den  Gleicfamiigen  3) 

und  5)  des  vorigen  Paragiaphen  gefundenen  Werths  einsetrt;  man 

1 

erhilt  dann,  indem  man  zugleich:  i4  =  — —  setzt,  die  Gleichung: 

4)  ^  =  3,44 

welcher  man  nach  Substitution  des  in  Gleichung  S)  des  vorit,'en  Para- 
graphen für  die  Grösse  w  gefundenen  Werthes  auch  die  folgende 
Form  geben  kann: 

5)  iJ.-- 3,44(1  +  0,2:)R?, .  cd). 

Wenn  z.  B.  der  anfangliehe  Totaldruck  die  Grösse:  10333 
Kil.  und  der  anftogiiche  Dampfdruck  die  GrOsse:  »  236,4  KU. 
hatte,  so  ist: 
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zu  sotzen.  Diesem  Werthe  von  ca  entspricht  nach  der  Gleichung  8) 
des  vorigen  Paragraphen  der  Werth:  ;t  =  0,01457  und  nach  Ölei- 
chuDg  ö)  wird  für  diesen  Fall: 


Nach  der  ersten  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  wurde  den 
obigen  Werthen  von  a  und  die  Sättigungstemperatur  von  293'' 
entsprechen.  Wenn  also  die  wirkliche  Anfangstemperatnr  «l^s 
Gemisches  die  Grösse:  -  -^  303'Miatte,  so  befand  sich  der  Dampf 
anfangs  im  überhitzten  Zustande,  und  wird  derselbe  erst  später, 
nachdem  bei  adiabatischer  Ausdehnung  die  Temperatur  um  eine 
gewisse  Grösse  gesunken  ist,  in  den  gesättigten  Zustand  übergehen. 

So  lange  der  Dampf  noch  im  überhitzten  Zustande  sich  be- 
findet, bleibt  CO  constant  und  gilt  für  die  l^eziehung  zwischen  Druck 
und  TeMiperatur  die  Gleichung  i).  weicher  man  auch  die  folgende 


Nach  dieser  Gleichung  würde  z.  B.  der  Temperatur:  2'=  293°  der 
Totaldruck:  p  =  d20ÖKi\.  und  der  Dampfdruck: 

9)  /=:0,02288.  9200  =  210,5  Kü. 

eniBprechen.  Da  bei  der  Temperetur  tob  293^  (nach  §  213)  der 
Druck  des  gesättigten  Dampfes:  236,4  Eil.  betragt,  so  befindet 
sieb  auch  bei  dieser  Temperatur  der  Dampf  nocb  immer  im  Aber- 
hitsten  Znstande. 

Indem  man  nunmehr  für  T  einen  noch  kleineren  Werth  sab- 
stitufrt  und  wiederum  den  wie  oben  zu  berechnenden  Werth  TOn 
/  Tergleicht  mit  dem  Drucke  des  gesättigten  Dampfes  bei  dieser 
Temperatur:  findet  man  durch  wiederholtes  Probiren,  dass  erst  bei 
der  Temperatur:  T  =  290^7,  welcher  der  Totaldruck:  ?.  =  8950  Kil. 
und  der  Dampfdruck:  /  =  205  Kil.  entspricht,  der  Dampf  in  den 
gesättigten  Zustand  übergeht;  denn  bei  der  Temperatur  von  290 '',7 
beträgt  der  Druck  des  gesättigten  Dampfes  ebenfalls  205  KU. 

Bei  adiabatischer  Ausdehnung  eines  Geraisches  von  l  Kil.  Luft 
und:  0,01457  Kil.  Wasserdampf  wird  also  die  Condensation  in  dem 
Augeublirke  beginnen,  wo  die  Temperatur  gesunken  ist  von  30® 
(Celsius)  bis  auf -j-  17",7  (Celsius),  und  der  Druck  abgenommen  hat 
von  10333  Kl.  bis  auf  8D50  Kil.  Bei  noch  weiter  fortgesetzter 
adiabatischer  Ausdehnung  würde  für  das  Gesetz  der  Druckänderung  * 
die  Gleichung  8)  nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachten  sein,  insofern 


7)    jJL  ^  3,44  (1  -f-  0,2583  .  0,02288)  =  3,46. 


Form  geben  kann: 
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durch  die  nnnmebr  eintretende  Coodensation  eine  wesentliche  Aea* 
deruog  jenes  Gesetzes  bedingt  wird. 

§  230. 

AüalNiUMh«  Aitidefinwig        fitmitchM      Luit,  0«ii|if  wd  Waiaw. 

WeDQ  mit  /  der  Dampfdruck  nnd  mit  p  der  Toialdruck .  be- 
teiehnet  irird,  so  Ist  nach  §  228  der  Druck  weldben  die  trockene 
Luft  fDr  sich  allein  ausfibt«  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

Die  Wärme-QuantiUt  welche  erforderlich  ist,  um  in  «ner 
Mischung  von  1  Kilogr.  Luft  mit  x  Eilogr.  Wasserdampf  und  m — jo 
Kilogr.  Wasser  gleichzeitig  die  Temperaturerhöhung  dT  und  die 
Druckzunabme  dp  hervorzubringen,  setzt  sich  zusammen  aus  der* 
jenigen  W&rme- Quantität  dQ^^  welche  die  Lnftmasso  aufnimmt, 
und  derjenigen  Wftrme  •  Quantität  dQ^^  welche  das  Gemisch  von 
Dampf  und  Wasser  aufhimmt.  FOr  die  erstere  eigiebt  sich  aus 
der  Gleichung  2)  des  §  ISö-  der  Werth: 

2)   dQ^^idT  —  Ä^T^* 

In  dieser  Gleichung  bedeutet:  c  =  0,2375  die  specifische  Wärme 
der  trockenen  Luft  (bei  constantem  Drucke)  und  'Si  —  29,27  die 
Constante  des  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetzes  fQr  trockene  Luft 
Die  Wftrme>Qnantitftt  dQ^^  welche  von  der  Dampf  und  Wasser- 
maise  aufgenommen  wird,  kann  unnüttelbar  ntcb  der  Gleichung  8) 
des  §  211  berechnet  werden  und  hat  die  Grösse: 


3)  dQ^^mcdT^Td{-f)' 


T 

Wenn  die  Zustandsundening  der  ganzen  Masse  ohne  VVärine- 
'/.tiiühnmg  stattfindet,  so  ist  die  Summe  der  obigen  beiden  Würme- 
Quantituten  gleich  Null  7u  setzen.  Für  die  adiabatische  Ausdehnung 
des  Ganzen  erhält  mau  hiernach  die  Gleichung: 

4)  0^tdT^A1kT'^^medT-\^Td(^.^)Mtr\ 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  und  mit  dem  Index  „Null"  die 
Anfangs  wer  the  bezeichnet,  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 


636  Keimtw  Akwhmtt,  $  230. 

6)   X«  Ig  (     )  =  (C  +  me)  lg(j.J+  y  -  • 

Hierin  bedeutet  r  die  specifisclie  Wärme  des  Wassers,  nnd  da  v-^r- 
ausgesetzt,  werden  darf,  da?;s  die  Masse  m  einen  verli;iltni=-"ni'i-si<7 
kleinen  ßruchtheil  von  der  ganzen  Masse  bildet,  so  darf  man  im 
vorli^enden  Falte  (nach  §  213  ohne  Bodeuken:  c     1  setzen. 

Ntdi  Einführung  der  nnnoierischen  Werihe:         ,  ^, ,  ,  91  ^  29,27, 

c  =  0,2375,  c=\  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

7)  Ig(  J-)=3.44  (1  +  4.21  • »)  lg  (  y  4-1 4,486  (^!:-'^?)  ■ 

Da  bei  Anwesenheit  des  Wassers  der  Dampf  stets  in  gesät- 
tigtem Zustande  sich  befindet,  so  ist  mit  der  Temperatur  T  zu- 
gleich der  Dampfdruck  /  als  gegeben  zu  betrachten,  insofern  d'^r- 
selbe  aus  der  Tabelle  des  §  213  entnommen  werden  kann.  Mittelst 
der  beiden  Gleichungen  1)  und  7)  können  demnach  die  beiden 
unbekannten  Grössen  p  und  .r  aus  dem  g^^^-pbenen  Anrangsztutande 
berechnet  werden,  sobald  die  End-Temperatur  gegeben  ht. 

In  obiwr  Gleichung  bedeutet  „lg"  den  ,.natüri)ciien'-  IjOgarith- 
mus.  Für  den  Fall,  dass  man  es  vorzieht  mit  „Brigg'schen''  Lo- 
garithmen zn  reehTT'u  (welche  mit  ,,log"  bezeichnet  werden  sollen), 
hat  man  die  folgende  Gleichung  zu  benutzen: 

8)  log(JJ  =  3,44(l  4-4,21 .  m)log(^,  )4-  6,291  i^^^-^' 

Erstes  Zahlenbeispiel.  Im  vorigen  Pangnphen  ergab 
sich  in  Bezug  anf  die  adiabatische  Ausdehnung  eines  Gemisches 
von  1  Kil.  Luft  und  0,01467  Kil.  Dampf  als  Resultat:  dass  die 
Abnahme  des  Druckes  von  10333  Kil.  bis  auf  s950  Kil.  einem 
Sinken  der  Temperatur  von  303*  bis  auf  290^7  entsprach,  bei 
welcher  letzteren  Temperatur  der  Dampf  den  Sättigungspunkt  er* 
reichte.  Wenn  man  diesen  Endzustand  als  Anfangszustand  eines 
neuen  (adiabatischen)  Ausdehnungsprocesses  betrachtet,  so  hat  man: 
=  8950,  T„  =  290,7,  =  205  und  =  ^745  zu  setzen.  Da 
anfangs  noch  kein  Wasser  vorhanden  war,  so  ist  ausserdem:  in=ro 
=■  0,01 4  57  zu  setzen. 

Wenn  also  z,  B.  derjenige  Werth  von  p  berechnet  werden  soll, 
wpleher  der  Endtemperatur  7'=  273  und  dem  zugehörigen  Dampf- 
drucke: /=  62,ö  entspricht,  so  hat  man  (nach  §  213)  zu  setzen: 
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ro  =  594,2  und:  r  =  606,5.  Nach  Substitution  der  obigen  Zablen- 
werthe  kann  man  alsdann  den  Gleichungen  1)  und  8)  die  folgen- 
den  formen  geben: 


10)    log  p  =  3,655  -f  13,976  .  x. 

Indem  man  provisorisch  r  =  0  setzt,  erhält  man  aus  der  letzteren 
Gleichung  zunächst  einen  vorläufigen  Annäherunpswerth  für  p, 
worauf  nach  Gleichung  9)  ein  Annäherungswerth  für  r,  und  hier- 
nach aus  Gleichung  lO)  ein  {^enanerer  Werth  von  p  berechnet  wer- 
den kann.  Durch  Wiederholung  dieses  Correctionsverfahrens  findet 
man  die  Werthe: 

p  =  5640    und    a-^^  0,00689. 

Dar  Totaldruck  des  Gemisches  sinkt  also  während  der  Ausdehnung 
bis  auf  die  Grosse: 

=  6702,5. 

Hieraus  folgt:  dass  bei  adiabtUseher  Ausdehnung  eines  Ge- 
misches  von  1  Kil.  Luft  und  0,01457  Eil.  Dampf  eine  Abnalime 

des  Druckes  von  10  333  KU.  bis  auf  6702,5  Kil,  verbunden  ist 
mit  einem  Sinken  der  Temperatur  TOn  30"  (Celsius)  bis  auf  Null 
Grad  (Celsius),  wobei  von  dem  ursprünglichen  Dampfgewichte  der 
Theü:  —  x  =  0,007  68  Kil.  in  den  tropfbar  flüssigen  Zustand 
ubergeht,  welcher  letztere  Uebergang  während  desjenigen  Zeitab- 
schnittes sieb  vollzieht,  in  welchem  die  Temperatur  Ton  +  17,7  Grad 
bis  auf  Null  Grad  Celsius  sinkt. 

Zweites  Zahlenbeispiel.  Die  Werths  Tq  =  303,  = 
10333,  .ro=m  =  0,02693,/,  =  428,9,  Po  =  9904,l  r,  =  585,62, 
7"  — 273, /=  G2,5,  r  ^  606,5  entsprechen  dem  Falle,  in  welchem 
die  Condensation  schon  bei  der  Anfangstemperatur  von  -f-  30  Grad 
Celsius  begann,  und  für  diesen  Fall  erhält  man  auf  dieselbe  Weise 
wie  oben  die  Werthe:  p  =  4208,  .r  =  0,00924,  p^mo.b. 

Drittes  Zahlenbeispiel.  Die  Werthe:  3*o  =  0  und:  m=0 
ent>[ii*  (  heil  der  Voraussetzung:  dass  die  Luft  gar  keinen  Wasser- 
dampt  enthielt,  und  für  diesen  Fall  findet  man  —  entweder  nach 
Gleichung  8),  oder  nach  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen, 
indem  man  iu  der  letzteren:  (x.  =  3,44  setzt  —  dass  dem  Sinlien 
der  Temperatur  von  4-  30  Grad  bis  auf  Null  GiaJ  Celsius  eine 
Abnahme  des  Druckes  von  10333  Kil.  bis  auf  7219  Kil  ent- 
spricht. 
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§231. 

AllatatiMli«  Auidebiinii  tinu  OmrImIim  von  Ufl,  Oampt,  Waitfr  uml  Elc 

Die  gleichzeitige  AnweBenbeit  von  Wasser  und  Bis  bedingt 
eine  unverändert  bleibende  Temperator  von  Null  Giad  Celsius. 
Die  adiabatiscbe  Ausdehnung  ist  daher  in  diesem  Falle  zu« 
gleich  eine  isoth ermische  Ausdehnung,  und  die  Grossen: 
T=27S,  /s62,5,  r  =  606,5  bleiben  während  der  Ausdehnung 
oonstant 

Von  der  tropfbar  flAssigen  Masse  wird  ein  Theil  gefrieren, 
während  gleichzeitig  ein  anderer  Theil  Terdampft  Wenn  bei 
einer  solchen  adiabatischen  und  zugleich  isothermischen  Ausdeli- 
nung  eines  Gemisches  von:  1  KU.  Luft,  x  Kil.  Dampf,  p  Eil.  Eis 
und  m  —  x  —  if  Eil.  Wasser  das  Yolumen  der  ganzen  Masse  um 
die  Grosse  cfr  zunimmt,  so  wird  das  Dampfgewicht  um  die  GrOsse 
dx  und  das  Eisgewicht  um  die  Grösse  (hj  zunehmen,  während 
das  Wassergewicht  um  die  Grasae  rfa7+dy  abnimmt. 

Bei  isothermischer  Volumenzunahme  um  die  Grösse  dv 
erfordert  1  Kil.  troclcener  Luft  (nach  §  184)  die  Zufahrung  der 
Warme-Quantität: 

1)  dQi^Äp  dv. 

Die  zur  isothermischen  Yerdampfüng  von  dw  Eilcgr.  Wasser  erfor* 
derliche  Warme-Quantiiät  hat  (nach  §  209)  die  GrOsse; 

2)  dQ^  ^rdx. 

Die  beim  Ge&ieren  von  dy  Eilogr.  Wasser  frei  werdende  Wärme- 
Quantität  hat  (nach  §  223)  die  Grtese: 

3)  rfPg  =  i  äy. 

Indem  man  diese  letzlere  gleich  der  Summe  jeuer  beiden  ersteren 
setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

4)  /  ihj  —  Apdi'  -\-r  dx. 

Dn  bei  niedrigem  Drucke  das  specifische  Volumen  des  Dampfes 
ausserorJentlieb  viel  grösser  ist  als  dasjenige  des  Wassers  und  des 
Eises,  so  darf  der  von  letzteren  beiden  Bestandtheilen  des  Gemisches 
eingenommene  liaum  als  verschwindend  klein  vernachlässigt  wer- 
den. Da  ferner  von  den  beiden  gasförmigen  Bestandtheilen  ein  jeder 
den  ganzen  Raum  gerade  so  ausfüllt,  wie  wenn  der  andere  nicht 
vorhandeij  wäre,  so  ist  die  Grösse  »  —  als  Volumen  der  gauzen 
Masse  —  zugleich  anzusehen  als  derjenige  Haum,  welcher  von  den 
X  Kilogrammen  Dampf  ausgefällt  wird,  und  ebenso  auch  als  der- 
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je I)  ige  Banm^  welcher  von  dem  1  Kilogramm  Luft  ausgefällt  wird. 
FQr  die  GrOsse  p  kann  daher  auch  der  aus  der  OleichuDg:  pv  =  ^T 
m  entnehmeDde  Werth  eiogeseist  werden,  und  wenn  mit  u  das 
spedfische  Yolmneii  des  Dampfes  (bei  der  Teviperatur  von  Noll 
Grad  Gelsios)  hezeiGhoet  wird,  so  Ist: 

ö)   v=iux   und   dv^udx.   also:  —  — 

9  X 

ZU  setzen.  Hiernach  Icann  man  dem  oben  fdr  dQ^^  substttnirten  Aus- 
drucke auch  die  folgende  Form  geben: 

6)   Apdc  =  A^fiT—  =  AnT—' 

'       ^  V  X 

Wenn  man  diesen  letzteren  Ausdruck  in  Gleichiiog  4;  tinsetzt  uini 
hernach  die  Integration  derselben  ausführt,  so  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Gleichungen: 


8)   ljdy  =  Amj~^-itrjdx, 


»)  J(y-jf.)  =  ii«3rJg(^)+r  (*-«!,). 

Dem  Wachsen  des  Danipf^tnvicht^s  von  bis  x  entspridit  ein 
WacliRpn  (Ipr  Eisgewichtes  von  b!>;  n ,  oder  ein  (iefiifren  des 
Wassergewichtes:  y  —  iJq.  Wenn  als  Anfangszustand  derjenige  be- 
trachtet wird,  bei  welchem  das  Wassergewicht  die  Grösse  a  und 
das  Eisgewicht  die  Grösse  y^—O  hatte,  oder  derjenige  Zustand, 
bei  welchem  das  erste  Wassertheilchen  gerade  im  Begriffe  war  zu 
gefrieren;  als  Endzustand  aber  derjenige,  bei  welchem  das  Ge- 
frieren des  letzten  Wassertheilchens  gerade  beendigt  war,  so  ist: 

10)  f/      r  =  m      a  -|-  ^'o 

ZU  setzen,  und  üach  Substitütion  des  hieraus  für  y  zu  entnehmen- 
den Werthes  kann  man  der  Gleichung  9)  auch  die  folgende  Form 
geben: 

11)  a/  =  ii«rig(^)+(r  +  0{a;-.»«). 

Nach  Einführung  der  numerischen  Wertbe:  T=273,  2  =  80, 
606,5,        j— «  31  =  29,27  kann  mau  die  Grtss«  x  nun« 
mehr  berechnen  aus  der  Gleichung: 
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12)  lg  (— )  -f  36,427  .  (x  —  x^)  ==  4,245 .  a, 

oder  aaeh  —  frUs  man  vorzieht,  statt  der  „oatGrlichen*^  die  „Brigg'- 
sehen**  Logarithmen  zu  benutzen  —  ans  der  folgenden  QleiebnDg: 

13)  log  (— )  -I-  16,907  (»  —  a?,)  =  1,8436 .  a. 

ZahlenbeispieL  Im  vorigen  Paragraphen  ergab  sich  in 
Bezog  anf  die  adUhatisehe  Ausdehnung  eines  Oemisches  von  i  Kil. 
Luft  und  0,01467  EU.  Dampf  als  Resultat:  dass  der  Druckabnahme 
von  10333  bis  auf  6702,5  ein  Sinken  der  Temperatur  von  +  30 
Grad  Celsius  bis  auf  Noll  Grad  Celsius  entsprach ,  wobei  von  dem 
Dampfgewiehte  der  Theil:  0,01467  —  0,00689  =  0,00768  £11.  in 
den  tropfbar  flüssigen  Zustand  fiberging,  wahrend  der  Best  von 
0,006  89  Kil.  im  dampfförmigen  Zustande  verblieb.  Wenn  man 
diesen  Endzustand  als  An&ngssustand  des  neuen  Ausdehnungs- 
prooesses  betrachtet,  so  hat  man  die  Wertbe:  =  0,006  89  und 
a  =  0,007  68  in  Gleiehung  13)  zu  substitniren,  welcher  man  als- 
dann die  folgende  Form  geben  kann: 

14)  log  X  +  16,907 .  X  ^  0,961  976  —  3. 

Aus  dieser  Gleiehung  ergiebt  sich  der  Werth:  jp=  0,007  07,  und 
nach  Snbstllation  desselben  erhftit  man  ans  der  Gleichung  7)  des 

§  228  den  Werth;  o  ^  0,01124  Der  Totaldruck  siaift  aiso 

P 

während  der  Ausdehnung  von  der  Grösse  6702,6  bis  auf  die  GrOsse: 

wobei  von  der  anlkngs  vorhanden  gewesenen  Wassermasse:  0,0076 
Eil.  gefrieren  und  0,000 18  Eil.  in  Dampf  verwandelt  werden. 

§232. 

MiabalitclM  AutdtiiRiiiis  «Ims  OtniickM  ven  Luft,  DunM  uiitf  Ell. 

Wenn  bei  noch  weiter  fortgesetzter  adiabatischer  Ausdehnung" 
die  Temperatur  uniei'  Null  Grad  Celsius  gesunken  ist,  so  wird 
uunmehr  der  Dampf  direct  iu  Eis  sich  verwuadeln.  üm  für 
diesen  Fall  die  einer  gegebenen  Temperatur-  Abnahme  entspre- 
chende Druckverminderung  zu  berechnen,  hat  man  in  der  Giei* 
chuug  6)  des  §  230  an  die  Stelle  der  Yerdampfongswarme  und 
der  specülschen  W&rme  des  Wassers  resp.  die  Verdampfungs- 
wftrme  und  die  spedfische  Wftrme  des  Sises  zu  setien.  Wenn 
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also  die  letztere  mit  ^  bezeichnet  wird,  so  erhält  m&n  die  Glei- 
chung: 

. )  ^ 3i  lg  ( =  (c  +  ,„ .  0 lg {'0  +  ■-.  -'^ 

welcher  man  nach  Substitution  der  numerischen  Weithe:  A=-r^rrt 

424 

m  ==  29,27,  c  =  0,2375,  ;  ==  0,5,  l  =  80,  indem  man  zugleich  den 
„natürlichen''  Logarithmus  durch  den  „Brigg'schen''  Logarithmiu 
ausdrückt,  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

2)    log  (~)  =  3,44  (1  4-  2,105  .  m)  log  (^) 

Die  Gleichung'  1)  des     230  ist  auch  hier  noch  hIs  gültig  zu  be- 

trachteu.    ludem  mau  deiügemäss: 

-:p 

setzt,  kann  man  die  beiden  unbokauoteu  Grössen  p  und  x  aus  den 
obigen  beiden  Gleichungen  nunmehr  auf  dieselbe  Weise  wie  in 
§  230  berechnen,  sobald  die  Endtempeiatur  T  gegeben  ist,  insofern 
mit  letzterer  zugleich  die  aus  §  213  zu  enttiebroendeo  Werthe  der 
Grössen  /  und     g^eben  sind. 

Zahlenbf'is'piHl.  Wenn  der  l^ndzustaiid  des  im  vorigen 
Paragraphen  berechneten  Ausdehnungsprocesses  hier  als  Änfangs- 
ziiatand  gewählt  wird,  und  diejenige  Druck- Abnahme  berechnet 
werden  soll,  welche  dem  ferneren  Sinken  der  Temperatur  von 
Null  Grad  Celsius  bis  auf  —  30  Grad  Celsius  entspricht,  so  hat 
man  die  folgenden  Wörlhü  zu  substituiren :  Tq  =  273,  j^o  —  5«^60, 
/o  =  62,5,  Po  =  ö497,5,  =  0,00707,  =  606,5,  m  =  0,014  57, 
T=  243, /— 5,25,  r  =  627,34.  Den  obigen  beiden  Gleichungen 
kann  man  nach  Substitution  dieser  Werthe  alsdann  die  folgenden 
Formen  geben: 

4)  log  p     3,449  -i-  18,3123  .  x, 

3,265 

5)  *  L_. 

Durch  Anwendung  des  in  §  230  erklärten  Verfahrens  findet  man 
hieraus  die  Werthe:  p  =  2947  Kil.  und  x  =  0,001  108  Kil.  Der 
TotaMruck  sinkt  also  bis  auf  die  OrOsae:  J9  =  2952,25  Kil. 

Kitter,  logenlenr-MeclwnU:.  8.  Aofl.  41 
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Aus  den  letztetm  vier  Paragraphen  ergiebt  sich  demnach  als 
Gesamintr*  sultat:  dass  hei  adiabatischer  Ausdehnung  eines  Ge- 
misches voa  1  Kil.  Luit  uüd  U,ul4ö7  Kil.  Wasserdampf  dem  Sinken 
der  Temperatur  von  -\-  30  Grad  Celsius  bis  auf  —  30  Grad  Celsius 
ein  Abnehmen  des  Druckes  von  10  333  Kil.  bis  auf  2952,25  KU. 
entsprecheu  wird,  und  dass  nach  lieetniigung  des  Ausdehnunpfs- 
processes  das  Gemisch  aus  1  Kil.  Luft,  0,001  108  Kil.  Dampf  und 
0,013  4G2  Kil  Eis  bestehen  wird. 

liei  adiabatischer  Ausdehnung  dei  trockenen  Luft  würde  der 
gleichen  Temperatur- Aenderung  ein  Sinken  des  Druckes  TOn 
10  333  KiL  bis  auf  4836  Kil.,  und  der  gleichen  Drock-AendoniDg 
ein  Sinken  der  Temperatur  von  +  30  Grad  bis  auf  —  62,44  Grad 
entsprechen. 


iUMllMnide  fllHIiktll  dM  PoIüm'mIim  ttiMliee  wllmiid  dar  CetduaWeiu 

In  S  229  wurde  geieigt:  daaa  bei  adiabatiaclier  AasdehniiDg 
feuchter  Luft  die  dner  gegebenen  Tempeiatnr-AenderuDg  ent- 
sprechende Druck*  Aendenmg  —  so  lange  keine  GondensatUm  des 
Waseerdampfes  erfolgt  —  berechnet  werden  kann  nach  der  PoisBon- 
schen  Gleichung: 


in  weleher  Ar  den  Exponenten  ^  der  aus  Gleichung  4)  des  §  229 
XU  entnehmende  Werth  einiusetzen  ist 

In  dem  Augenblicke,  wo  die  Condensation  beginnt,  ftndert 
sich  plotslich  das  Ausdehnungsgesetz,  insofern  die  nunmehr  frei 
werdende  ktente  Wflrme  des  Wasserdampfes  ein  langsameres 
Sinken  der  Temperatur  bedingt 

Anstatt  für  den  nun  folgenden  Ausdehnnngsprocess  die  Glei» 
ebungen  des  §  230  zu  benutaen,  kann  man  jene  plOtdiche  Aende- 
ning  des  Ausdehnungsgesetzes  auch  auffassen  als  eine  sprung« 
weise  eintretende  Vergrösserung  des  Exponenten  |Ji,  und  bei  ge- 
höriger Berücksichtigung  dieser  Aenderung  wird  man  demgnnSsB 
auch  während  der  Condensation  noch  die  Gleichung  1)  zur  Be- 
rechnung der  Druckabnahme  benutien  dürfen. 

Streng  genommen  müsste  man  hierbei  Rücksicht  darauf  neh- 
men: dass  während  des  neuen  Ausdehnungsprocesses  die  Grösse 
des  Exponenten  p.  eine  allmähliche  Aenderung  erleidet,  und 
müsste  für  jedes  der  folgenden  Tempeiatur-Inter?alle  den  nume- 


§  253. 


1) 
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Tischen  Werth  desselben  besonders  berechnen.  Da  jedoeh  diese 
stetige  Aendening  der  QiOsse  ^  TedUUtnissrnSssig  langsam  erfolgt, 
und  überdies  du  ganze  Temperator^Intemll  zwischen  dem  Sfttti« 
gangspunl^te  nnd  dem  Gefrierpunkte  In  der  Begel  einen  rerhUt- 
nissmftssig  kleinen  Bruchthell  von  der  absoluten  Temperatur  bil- 
det, so  darf  man  bei  Auswahl  eines  passenden  Mittelwerthes  die 
Grosse  annäherungsweise  hierbei  als  eine  constante  GrOsse  be* 
handeln. 

Man  findet  jenen  Mittelwerth,  indem  man  znnftchst  nach  den 
Gleichungen  des  §  230  ilen  genaueren  Werth  von  p  berechnet,  und 
hernach  denjenigen  Werth  aufsucht,  welcher  in  Gleichung  1)  für 
(i  substituirt  werden  müsste,  um  das  gleiche  Resultat  zu  liefern. 

Beispiel.  In  §  230  wurde  bei  der  Berechnung  des  ersten 
Zahlenbeispieles  gefunden:  dass  der  Abnahme  des  Totaldruckes 
von  8950  Kil.  bis  5702,5  Eil.  ein  Sinken  der  absoluten  Temperatur 
von  290^7  bis  273«  entspricht.  Fär  diesen  Fall  wOrde  also  der 
Mittelwerth  von  |Ji  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 
ü702,5  /  273  V  , 
-895r  =(  290.7  )  '   ^^•'^    It  =  7,176. 

Um  einen  Maassstab  zu  gewinnen  für  die  Schätzung  des  Feh- 
lers, wekhen  man  begeht,  indem  man  die  Grösse  (j.  während  der 
ganzen  Temperatur- Ann'Iprung  als  constant  ansiebt,  hat  man  sich 
das  ganze  Temperatur-Int-Tvall  in  zwei  oder  mehrere  Tli^ile  zer- 
legt zu  denken  und  den  Mitteln^erth  von  u  für  jeden  Theil  einzeln 
genommen  zu  berechnen.  Aus  den  Gleichung  n  des  §  230  würde 
in  Bezug  auf  das  obige  Zahlenbeispiel  sich  ergeben,  dass  dem 
Zwisclienwertb«:  T=  283'^  der  l>ruck:  ji>  =  7300  Kil.  entspricht. 
Hiernach  findet  man  durch  Anwendung  der  obigen  Methode:  dass 
dem  Sinken  der  Temperatur  von  290^7  bis  auf  283^^  der  Mittel- 
werth: |x,  =  7,58,  und  dem  ferneren  Sinken  der  Temperatur  von 
283®  bis  auf  273«  der  Mittelwerth:  —  6,87  entspricht,  üm  für 
einen  bestimmten  gegebenen  Zustand  den  genauen  Werth  von 
ji,  zu  erhalten,  würde  man  die  obige  Berechnungsraethode  auf  ein 
unendlich  kleines  Temperatur- IntervüU  anzuwenden  haben. 
In  Bezug  auf  das  obige  Zablenbeispiel  wurde  man  alsdann  finden, 
dass  der  Exponent  jjl  continuirlich  abnimmt  von  dem  Werthe: 
{j.  =  7,8  bis  zu  dem  Werthe:  fi,  —  6,-i,  während  die  Temperatur 
von  290,7  bis  auf  273  sinkt. 

In  derselben  Weise  wie  hier  das  Poisson'sche  Gesetz  auf  ein 
Gemisch  von  Luft,  Dampf  und  Wasser  angewendet  wurde,  kann 

41* 
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daaselba  ancb  auf  ein  Gemisch  von  Luft,  Dampf  und  Eis  ange» 
wendet  werden.  In  Bezu^  auf  die  in  §  232  weiter  fortgefHbrta 
Untersuchung  des  obigen  Falles  wurde  man  z.  B.  finden:  dass 
dem  Sinken  der  Temperatur  von  273»  bis  auf  263 der  Mittelwertb 
}L  =  6,4,  und  dem  ferneren  Sinlcen  der  Temperator  von  263''  bis 
auf  243*'  der  Mittelwerth  |i  =  6,0  entspricht. 

Die  Grösse  des  Exponenten  [x  ^yäcbst  mit  dem  Feuchtigkeits- 
gehalte der  Luft,  Für  die  im  zweiten  Zahlenbeispiele  des  §  230 
berechnete  adiabatische  Ausdehnung  einer  Luftmasse,  welche  bei 
dem  Anfangsdrueko  von  10  3'^:^  Kil  und  der  Anfangstemperatur 
von  -\-  30°  Celsius  mit  Wa^serdampf  gesättigt  war,  würde  man 
:nif  dieselbe  Weise  wie  oben  den  Mittelwerth:  {1  =  8,474  finden, 
während  für  vollkommen  trockene  Luft:  pi  =  3,44  zu  setzen  ist. 

Kinen  die  Anwendung  dei*  obigen  Methode  ausschliessenden 
Ausnahmefall  bildet  die  in  §  231  behandelte,  während  des  Ge- 
frierens der  Wasseriheilchen  stattfindende  Zustandsändemng,  in- 
sofern bei  dieser  Zustandsänderung  eine  Druckabnahrae  stattfindet, 
ohne  von  einer  Temperaturabnahme  begleitet  zu  sein.  Für  diesen 
Fall  würde  der  Exponent  der  Poisson*schen  Gleichung  den  Werth: 
{1  =  00  annehmen. 

§234. 

IneWerantor  QMchgtwicliliantomi  4tr  dainplbtHlgM  Aliwiflilre. 

Da  der  Druck  der  aimosphärischen  Luft  mit  zunehmender 
Höbe  über  der  Erdobeilläcbe  abnimmt,  so  können  die  la  §  j-Ji) 
für  die  adiabatisehe  Ausdehnung  der  dampfhaltigea  Luft  gefun- 
denen Gleichungen  angewendet  werden  auf  ein  in  der  ruhenden 
Atmosphäre  langsam  und  glekhfi^rmig  emporsteigendes  Lufltheil- 
chen.  Die  steigende  Bewegung  des  sich  selbst  flberlastenen  LufU 
theildiens  wird  eine  gleicli förmige  sein,  wenn  tel  Jeder  Lage 
desselben  Auftrieb  und  Gewicht  einander  das  Gleichgewicht  halten. 
Biese  Bedingung  wird  erffillt  sein^  wenn  die  Temperatur  des  auf* 
steigenden  Lufltheilchena  stets  fiberdnstiinmt  mit  der  Temperatur 
der  benachbarten  ruhenden  LxtfL  Da  bei  Gleichheit  der  Tempe- 
raturen iLeine  Wftrme-Üebettragnng  stattfindet,  so  wird  in  diesem 
Falle  zugleich  die  Bedingung  fBr  die  adiabatisehe  Ausdehnung 
erfüllt  sein.  Das  gleicharmige  Ettiporsteigen  und  die  adiabatische 
Ausdehnung  sind  daher  an  die  gemeinschaftliche  Bedingung 
kttCpft:  dasa  in  der  ruhenden  Aimospbire  die  Temperatur  mit  zu- 
nehmender BOhe  genau  nach  demselben  Gesetze  abnimmt,  nach 
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welchem  die  Temperatur  eines  aufsteigenden  Luftth^ilchens  ab- 
nebmeo  würde.  Wenn  diese  Bedingung  überall  er  lullt  ist,  so  be- 
findet sich  die  Atmo.^phäre  im  indifferenten  Gleichgewichts- 
zustände. Der  Gleichgewichtszustand  würde  dagegen  ein  labiler 
oder  stabiler  sein,  wenn  die  Temperatur  nach  oben  hin  resp. 
rascher  oder  langsamer  abnähme,  als  die  Temparatur  des 
aufsteigenden  LuiltLeilcheus  abneboitiu  wurdo. 

Unter  Voraussetzung  des  inlifTerenl.Mi  Gleichgewicbtszustaudes 
der  Atmosphäre  wird  man  demnacLi  lar  die  Beziehung  zwischen 
Druck  uud  Temperatur  die  Polssou'sche  Gleichuug; 

Po         ^  ^0  ^ 

als  gültig  betrachten  dürfen,  wobei  der  Exponent  |j.  —  je  nach 
dem  Zustande  der  Atmosphäre  —  entweder  nach  den  Glt:'ichüügeu 
des  §  229  ol-  r  nach  der  im  vorigen  Para^raplien  prklärt*^n  Me- 
thode zu  bereciiiien  sein  wird.  Die  obige  Gleichung  kann  auch 
als  DifferoQzlalgleiehuQg  in  der  folgenden  Form  benutzt  werden: 

2) 

zu  welcher  man  gelangt,  indem  man  die  vorige  Gleichung  diflfe- 
renziirt,  und  die  so  enistaadene  GleichuDg  nachher  darch  erster« 
dividirt. 

§235. 

HOhe  der  iiiittmi  WolkMgrvne. 

Wenn  mit  p  der  Totaldiuck  in  der  Höhe  z  über  dem  Meeres- 
spiegel bezeichnet  wird,  und  mit  y  <las  Gewicht  eines  Cubikmeters 
der  darapfhaUigen  Luft  an  dieser  Stelle,  so  entspricht  der  H*^hen- 
zuaahme  dz  die  Druckänderuug: 

1 )  dp  —  —  Y  dz  . 

So  lange  die  Luft  nicht  mit  Wasserdampf  giv^fittigt  ist,  kann  das 
Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz  als  gültig  betrachtet  werden,  und 
nach  Snbstitiitiou  des  aus  §  228  (Gleichung  10)  für  die  Grösse  y 
zu  entnehmenden  Wertbes  erhält  man  die  Gleichung: 

2)  dp  =  —  -^^  d9. 

Mit  Zuziehung  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  aufge- 
stellten Poi33on*schen  DifTerenzialgleichung  kann  man  dieser  Glei- 
ohuDg  nunmehr  auch  die  folgende  Form  geben: 
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3)  dz^  —  \i.I{dT, 

und  wenn  man  dieselbe  alsdann  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  und  z,  auf  der  lecliteu  Seite  zwischen 
den  Grenzen  Tq  und  T  —  so  erhält  man  die  Gleichung: 

4)  z  —  ^^=^Ji  (7;  —  T). 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  zeigt,  dass  die  Temperaturabnahnie 
der  Höhenzunahme  proportional  ist,  ergiebt  sich  für  diejenige 
HGhenzunahme,  welcher  eine  Temperaturabnahme  von  1  Grad  9iit* 
spricht,  der  constante  Werth: 
6)   X  =  |ti?. 

Unter  Voraussetzung  des  indifferenten  Gleichgewiehteiastandes  der 
Atmosphäre  wurde  man  hiernach  die  Höhendifferenz  sweier  Sta- 
tiooen  aus  deu  daselbst  beobachteten  Temperaturen  berechnen 
können,  indem  man  die  Differenz  der  letzteren  mit  dem  Factor  X 

multiplicirt. 

Wenn  unter  T  die  dem  Dampfgehalte  der  Luft  entsprechende 
Sättigungstemperatur  verstanden  wird,  so  bedeutet  nunmehr  ^  die- 
jenige Höhe,  in  welcher  die  Coniensation  des  Dampfes  oder  die 
Nebelbildung  be^^innt.  Mit  Zuziehung  der  in  §  228  und  §  229 
resp.  für  die  Grössen  Ji  und  jx  gefnnden(»ii  Gleichungen  kann  man 
daher  die  Gleichung  i)  dazu  benutzen,  die  Höhe  der  unteren  Woüen- 
grenze  über  der  Erdoberfläche  zu  berechnen. 

Beispiel.  In  §  229  ergab  sieh  bei  der  Berechnung  der  adia- 
batischen ÄusdebTiung  eines  Gemisches  von  1  Kil.  Luft  und  0,014  57 
Kil.  Wasserdanipf  als  Resuitat:  dass  das  Abnehmen  fl^-s  Druckes 
von  I0r\33  Kil.  bis  auf  8960  Kil.  verbunden  war  mit  dem  öiiiken 
der  Temperatur  von  303°  bis  auf  290*^,7,  bei  welcher  letzteren  der 
Dampf  den  Sättigungspunkt  erreichte.  Nach  §  228  \md  §  229  ent- 
sprechen dem  hier  angenommenen  Dampfgebalte  resp.  die  Werthe: 
B  =  29,63  und  =  3,46.  Wenn  also  angenommen  wird,  dass  in 
der  Höhe  des  Meeresspiegels  der  Druck  10  333  Kil.  m  d  die  Tem- 
peratur 303 betiügt,  so  ist  Zq^^O  zu  setzen,  und  man  erhalt  lur 
die  Höhe  der  unteren  Wolkengrenze  über  dem  Meeresspiegel  den 
Werth: 

2     3,40  .  29,53  (303  —  290,7)  =  1257'". 
üm  die  II' In  iidifTerenz  direct  aus  dem  gegebejieii  Druckverhait- 
nies  zu  bmjcbnen,  hat  man  in  Gleichung  4)  für  2'  den  aus  »ler 
PolssoD  scheu  Gleiciiung  zu  entnehmenden  Werth  zu  subsütuiren; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 
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6)  2^z^=^^BT^ 


■Po 

welcher  man  for  den  umgekehrten  Fall»  in  welchem  die  Höhen- 
differenz gegehen  ist,  und  das  Druckverhältniss  berechnet  werden 
soll,  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


7)  £.^{t-(^y^Y. 

Po       ^         M-^'  ^0  ' 


Die  Anwendung'  dieser  letzteren  Gleichung  auf  das  obige 
Zahleiibeispiel  würde  wiederum  zu  dem  schon  in  §  229  gefundenen 
R  V  \]Uate  führen;  d.  h.  es  wOrde  sich  ergeben,  dass  an  der  unteren 
Wolkengreoze  der  Druck:  8950  £11.  betrftgt. 

§  236. 
Regenwolken -Gebiet. 

Da  das  specifische  Gewicht  des  Wassers  grösser  ist  als  das 
Bpedfische  Gewicht  der  Luft,  so  wird  ein  in  der  ruhenden  Atmo- 
sphäre schwebendes  Wasserkflgelchen ,  sich  selbst  überlassen,  all- 
mählich zur  Erdoberfläche  herabsinken.  Die  Geschwindigkeit  des 
Herabsinkens  wird  jedoch  um  so  kleiner  sein,  je  kleiner  der  Durch- 
me^srr  desselben  ist.  Wenn  also  in  oinem  aufsteiprenden  Gemische 
von  Luft,  Dampf  und  Wasser  das  letztere  in  äusserst  fein  zcrtheütem 
Zustande  sk  h  befindet,  so  darf  man  annehmen,  dass  die  Wasser- 
theilcheo  in  der  Luttmasse  suspendirt  bleibend  an  der  aufsteigenden 
Beweguug  derselben  theilnehmen.  Unter  dieser  Voraussetzung^  wird 
es  daher  zulässicr  sein,  die  in  §  230  für  die  adiabatiscb*'  Ausdeh- 
nung eines  Gemisches  von  Luft,  ])anipf  und  Wasser  gefundenen 
Gleichungen  auch  für  die  aufsteigende  Bewegung  desselben  in  der 
ruhenden  Atmosphäre  als  gültig  anzusehen.  Zur  Ableitung  des  Ge- 
setzes, nach  welchem  innerhalb  des  Regenwolken- Gebietes  der 
Druck  mit  der  Höhe  sich  ändert,  wird  man  demnach  die  Glei- 
chung 4)  des  §  230  benutzen  dürfen,  welcher  man  auch  die  fol- 
gende Form  geben  kann: 

Für  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aus  dem  CIä- 
peyron-CUusiua'schen  Gesetze  (§  208)  der  Werth: 
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Da  das  Volumen  des  Wassers  als  verschwindeoü  klein  Yernacii- 
lässigt  werden  darf,  so  kann  die  Grösse: 

3)  xu=v 

als  Yolnmeo  der  Dampfauuee,  iiigleich  aUr  auch  als  das  Volumen 
des  ganzen  Gemisches  angesehen  werden,  und  da  von  den  beiden 
gasförmigen  Bestandtheilen  ein  jeder  den  ganzen  Raum  gerade  so 

ausffillt,  wie  wenn  der  andere  nicht  vorhanden  wäre,  so  ist  die 
Grösse  >•  zugleich  als  das  Volumen  des  1  Kil.  trockener  Luft  zu 
betrachten.  Nach  dem  Mariotte-Gaj^Lussac'schen  Gesetze  ist  daher: 

4)  pv^diT 

zu  setzen,  und  wenn  man  die  obigen  Wertbe  in  Gleichung  1)  sab- 
etitnirt,  w  erhält  man  die  Gleiehnng: 

6)   0  =  (c-^mc)dT+dlxr)—A9icip-\-d/). 
Mit  BerfichBiebtigang  der  Qleicbmig  1)  des  vorigen  Fuagraphen 
kann  man  hierin: 

6)  rZp -j-(7/=rfp=s  — Tf<to 

setzen,  und  da  die  Orösee  7t;  (als  Gewieht  des  ganzen  Gemitches) 
gleieh  1  +  m  ist,  eo  kann  man  der  Gleichung  ö)  aneh  d^e  folgende 
Form  geben: 

7)  0  =  (c  +  mc)   jT  -f  ^/  (r r)  -f  ^  ( 1  -f  w)  dz. 
Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  nunmehr  integrirt  und  zugleich 
für  die  drei  Constanten:  c,  c,  A  ihre  numerischen  Werthe  eiiiset/t, 
so  erhält  w^n  für  die  Beziehung  zwischen  HöbeudiÜeieiiz  und  Xem- 
peraturdiffereoz  die  nachätehende  Gleichung: 

8)  0  =  (0.23T6-I-  m)(T-  5P.)  +  «r-a.r.  +{^-±p)(M—z,). 

Da  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  mit  der  Temperatur  ab- 
nimmt, hf'reits  in  §  230  aufgefunden  wiii  lp,  so  ist  mit  der  obigen 
Gleichung  zugleich  die  Beziehung  zwischen  Druck-Aenderang 
und  Höhen-Aenderung  gegeben. 

Wenn  man  7'=  273  setzt,  so  bedeutet  nunmehr  z  diejenige 
Böhe,  in  welcher  die  Wassertheilchen  zu  gefrieren  beginnen,  oder 
die  Höhe  der  oberen  Grenze  des  Kegenwolkeu-Gebietes,  und  wenn 
zugleich  unter  .^^^  die  Ilöho  der  unteren  Wolkengrenze  verstanden 
wird,  so  kann  jiiaii  die  ganze  Dicke  der  Kegenwolkenschicht  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

9)  «-«0=  (j^^J((0.2376+m)(To-273)4-«,r,-ar.e06.ö)}. 


Digitized  by  Google 


ITftUrgftogaichiebt  swifehen  Regen*  und  Sehncc-Wolken-Gebiii.  649 

Zahlenbeispiel.  Im  vorigen  Paragraphen  ergab  sich  für 
die  untere  Wolkengrenze  die  Höhe  von  1257  Metern,  und  nach 
§  230  (erstes  Zahlenbeispiel)  sind  für  diesen  Fall  die  Werthe: 

To  =  290,7,  m  =  2-0  =  0,01457,  r,  =  594,2,  =  0,00689  zu 
substituiren.  Hiernach  erhält  man  aus  obiger  Gleichung  für  die 
ganze  Dicke  der  liegen wolkenBchicht  den  Werth:  r  ?  —  3736  Meter, 
und  für  die  Höhe  der  oberen  Qrenze  der  Begeuwolkenschicht  den 
Werth:  e  =  4993  Meter. 

§  237. 

UebwüAiigiMlilclil  iwiickM  Rtf  •••  m4  Sttm><follM»fleMet 

WOmod  des  MdmoB  der  WasBertheOcbeB  bleibt  die  Tempe- 
ratur nnTerftndert  gleich  Null  Ond  (Gelsiiu).  In  der  Uebergangs* 
schiebt  ist  daher  Qberall:  <IZ*ssO,  folglich  Dach  dem  Haiiotte-Gay- 
Lassac'schen  Qesetxe  auch:  tf(|»t;)  =  0,  oder: 

1)  pdvss  —  vdp 

SB  sefaEen,  nnd  saeh  Sabstitatioii  dieses  WerUies  kam  maii  der 
Gleichung  4)  des  §  831  die  folgende  Form  geben: 

2)  0  =  ldy  —  rdx-\-  Avdp. 

Da  bei  constanter  Temperatur  auch  der  Dampfdruck  constant 
bleibt,  so  ist  d/=0,  also  dp  =  dp  zu  setzen.  Nach  der  Glei- 
chung 1)  des  §  235  kann  daher: 

3)  dp      -  jdz 

gesetzt  werdeUf  und  da;  iv=l-{-m  ist,  so  kann  mau  statt  dessen 
auch  setzen : 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  2)  subritituirt  und  die- 
selbe alsdann  integrirt,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Glei- 
chungen: 

6)    0  =  Idy  —  rdx  —  ^(1  +  m)di, 

6)  0  =  l(if  ~      —  r(.r  —  To)  —  .1(1  -f  «0  (z  —  z,). 
Um  die  ganze  Höh«  der  Uebergangssrhicht  zu  berechnen,  hat 

man  hierin  nach  der  in  §  231  gegebenen  Erklärung:  yo— ^  und: 
1^  =  0 -^-Xo—x  zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

7)  O^Ia-{r-^l)(x-r,)-Aii'i-m)iz^z^), 
welcher  man  nach  Binfübmng  der  in  §  231  angegebenen  nume- 
risoben  Werthe  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 
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^  ^  424  {80>a-686,5.(x-Xo)l 
8)   «-a^  L. 

Z  a  h  1  e  n  b  e  1 3  p  i  e  1.    Das  im  vorigen  Paragraphen  berechnete 
Zalilenbeispiel  bezog  sich  auf  einen  Zustand  der  Atmosphäre,  wel- 
chem nach  §  231  die  fol- 


geoden  Werthe  entsprechen: 
iNssO,OU57,  =0,00689, 
0  =  0,00768,  «  =  0,00707. 
HieroMh  erhftlt  man  »vs 
Gleiehong  8)  fSr  die  Dioke 
der  üebergangsschicht  den 
Werth:  «o=206»,  tind 
dB  im  vorigen  Paragraphen 
fDr  die  HShe  der  unteren 
Grense  über  dem  Meeres- 
spiegel der  Werth:  e^  = 
4993"^  geftinden  wurde,  eo 
liegt  die  obere  Oreme  in 
'der  Hübe:  0  =  6198''  ftber 
dem  Meereeapiegel. 
.  Die  Beaultate  der  in  den 
letiten  drei  Paragraphen  in 
Besug  auf  den  Torliegenden 
Fall  ausgeführten  Rechnun- 
gen sind  in  Fig.  611  über- 
sichtlich zusammengestellt. 
Die  eingeschriebenen  Zahlen 
gelten  für  den  indifferenten 
Glniclipowirhtszustand  der 
Atmosphäre  und  zwar  spe- 
ciell  fflr  denjenigen  Zustand, 
in  welchem  die  Atmosphäre 
sich  befindet,  wenn  an  der 
Erdoberflache  die  Temperatur:  -|- 30 Celsius,  der  TotaldniclE: 
10333  KU.  und  der  Dampfdrucic:  236,4  Kil.  beträgt 

§  238. 
Schneewolken-Gebiet. 
Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  innerhalb  der  Schnee- 
wolkenregion der  Druck  mit  zunehmender  Höbe  abnimmt,  hat  man: 


♦nj 


■ 


♦ae 


7/ JiSTT 
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Z  statt  e  und  r  +  i  statt  ebenso  auch  Vq  -f  ^  statt  zu  setzen 
in  den  Gleichnngen  7)  und  ><)  des  §  "236.  Man  erhält  alsdann  zu- 
nächst für  die  Beziehung  zwischen  Höhendifferenz  und  Temperatur- 
differenz  die  folgende  Gleichung: 

1)  O  =  (c  +  r»O(5r-To)4-ar(r-f0~n(ro  +  0-l-'i(H-»w)(^-2'o). 
und  da  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Drnck  mit  der  Temperatur 
abnimmt,  bereits  in  §  232  gefunden  wurde,  so  ist  hiermit  zugleich 
die  Besiehnng  zwischen  Druckdifferenz  und  Höhendifferenz  ge- 
fanden. 

Wenn  unter  Zq  die  Höhe  der  unteren  Grenzfläche  des  Schnee- 
wolkengebietes, oder  die  Höhe  der  oberen  Grenze  der  üeber- 
gangsschicht  vorRtanden  wird,  so  ist  =  273  und  =  606,5  zu 
setzen.  NjicIi  EintuhruDg  der  bereits  in  §  232  für  die  Constanten 
angegebene!!  niirneri>;chen  Werthe  kann  mau  der  obigen  Gleichung 
alsdann  die  folgende  Form  geben: 

2)  «--^o==--,^^((0,2375+0,6.m)(273— T)+iro.686,6--a;(r+80)]. 

Zahlenbeispiel.  Um  für  den  in  Fig.  611  angeDommeneD 
Zustand  der  Atmosphäre  die  Höhe  derjenigen  Stelle  zu  berechnen, 
an  welcher  die  Temperatart  —  SO''  (Celsius)  betrügt,  würde  man 
nach  §  232  die  Wertbe:  m  =  0,01457,  T=lM3,  2-0=  0,00707, 
j  =  0,001 108,  r  =  627,34  zu  substituiren  haben.  Für  die  Höhe 
dieser  Stelle  über  der  oberen  GrenzflJlcbe  der  üebergangsschicht  er- 
giebt  sich  alsdann  aus  obiger  Gleichung  der  Werth:  ^ — ^',^  =  4769'", 
nnd  da  nafh  Fig.  011  für  diesen  Fall:  -^,=6198'"  zu  setzen  ist,  so 
erhält  man  für  die  ganze  Höhe  jener  Stelle  über  der  Meeresflache 
den  Werth:  2  =  9967  Nach  §  232  hat  in  dieser  Höhe  der  Total- 
dnick  die  Grösse:  2952,25  KU.,  und  der  Dampfdruck  die 
Grösse:  /=  6,25  Kil. 

§  239. 

Ttinyeraturfläche  der  teucbten  Luft. 

Wenn  1  Kilogramm  feuchter  Luft,  enthaltend  q  Eilogr.  Wasser- 
dampf und  1 — 4  Kilogr.  Luft,  in  einem  Cylinder  zwischen  dem 
festen  Boden  desselben  und  einem  beweglichen  Kolben  einge- 
gcUoeaeii  aicb  befindet ,  so  kann  für  alle  möglichen  Zustandsftnde- 
mngen  dieses  Gemisches  die  Beziehung  zwischen  den  drei  Grössen: 
p,  V,  T  mittelst  der  Temperaturfliche  aaf  folgende  Weise  geome- 
triaeb  dargestellt  werden» 
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NeonUr  Abschnitt.  §  239. 


Nach  dem  Marioite-Gay-Lussac'schen  Gesetze  gilt  für  trockene 
Luft  die  QleicliuDg: 

1)  =  29,27  .2; 

in  welcher  q  Ua^  Gewicht  pitip«  Cubikmelers  trockeuer  Luft  be- 
deutet. Da  in  jenem  Geiiiische  die  1  —  ^  Kilogr.  Luft  den  ganzen 
Raum  r  in  derselben  Weise  ausfällen,  wie  wenu  der  Dampf  nidit 
vorhanden  wäre,  so  ist: 

2)  qv=i-^ 

tn  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  q  zu 
entnehmenden  Werthea  kann  man  der  Gleichung  1)  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

3)  pi;=s  29,27(1  —  02'. 

Der  Totaldruck  p  eetei  eich  lueammen  aus  dem  Luftdrücke  p  und 
dem  Dampfdrücke  /,  hat  also  die  GrOsse: 

4)  p  =  p^/. 

Nach  der  In  den  Torigen  Paragraphen  angewendeten  Bezeichnnnga- 
weise  eigieht  eich  für  das  Yerhftltnles  des  Dampfgewichtes  mm 

Luftgewiebte  die  Gleichung: 


Flg.  m. 


oder: 

*      1  +ar 

Wenn  also  z.  B.  der 
Daui^ifgehalt  diejenige 
Grösse  liat,  welcher  bei 
dem  Drucke:  p=  10333 
Kil.  die  Sflttigungstempe- 
ratur:  T=  303  Giad  ent- 
spricht, 80  ergeben  eich 
nach  §  228  die  folgenden 
numerischen  Werthe; 
iP  =  0,02694,         0,02623,    ©  =  0,04151,    Ä  =  29,74. 
Die  Gleichung  3)  behält  für  alle  Zustandsänderungen  ihre  Gül- 
tigkeit. Für  das  Gemisch  im  Ganzen  ist  dagegen  die  Mariotte-Gay- 
Lussac'sche  Gleichung  nur  bo  lange  gültig,  als  keine  Condeusation 
stattfindet.   Die  Temperatm fläche  besteht  demnach  aus  zwei  ver- 
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schiedenen  Gebieten,  welche  in  der  Nebelkanti'  an  einander  grenzen. 
Für  das  oberhalb  der  Nebelkante  liegende  Gebiet  gilt  die  Gleichung; 

6)  pv  =  2%li  .T. 

Das  unterhalb  der  Nebelkante  liegende  Gebiet  kann  man  oon- 
struiren  nach  der  Gleichung  3)  oder: 

7)  (!»— 28,602.  r, 

indem  man  darin  für  «Ue  OrOese  /  den  der  Tanpentnr  T  ent- 
sprechenden Druck  des  ges&itigten  WasserdampfiM  substitniit 

(Fig.  612). 

Die  Durchschnittslinie  der  nach  obigen  beiden  Gleichungen  zu 
eonstruirenden  krummen  Flächen  i^t  die  Nebelkante,  in  welcher 
z.  B.  die  den  nachfolgenden  Wertben* Systemen  entspreebenden 
Punkte  liegen: 

T  =     303       293       283       273  243 
p  »  10333     5690     3000     1505  126,4 
V  =   0,872    1,5307     2,805     5,394  57,16. 
Die  Isobare  hat  oberbalb  der  Nebelkante  eine  geradlinige, 
unterhalb  derselben  dagegen  eine  krummlinige  Form.  Der 
Isobare:  j>  ==3 10333  Eil.  gebOfon  s.  B.  die  nachfolgenden  Funkte  an: 
T=    333        303       273  243 
V  =  0,9585     0,872     0,7576  0,6706. 

Die  Isopiere  hat  ebentalls  in  dem  oberen  Gebiete  eine 
geradlinige,  in  dem  unteren  eine  krummlinige  Form.  Der 
Isopiere:        5,3114  gehören  z.  B.  die  folgenden  Punkte  an: 
T  =    333       303       273  243 
p  =  1836     1670     1505  1289. 

Die  in  Fig.  612  angegebene  Adiabate  hat  drei  Eckpunkte; 
der  obere  liegt  in  der  Nebelkante,  die  anderen  beiden  liegen  in 
der  Isotherme:  T=  273^  und  das  zwischen  den  beiden  letzteren 
liegende  Stuck  der  Adiabate  fällt  mit  der  Isotherme  zusammen 
(vergl.  §  23!).  Wenn  jedoch  die  Adiabate  dne  solche  I^a^^e  hat, 
dass  ihr  Durcbschnittspunkt  mit  der  Nebelkante  unterhalb  der 
Isotherme  T^21?>^  liegt,  so  bildet  dieser  Durcbschnittspunkt  den 
einzigen  Eckpunkt  der  Adiabate. 


LEIPZIG. 
I>nick  TOD  Orlmme  k  Ttim$\. 
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